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Avvertenza.  —  La  notazione  (G.  A.  R.)  di  cui  si  fa  uso  tal- 
volta nel  corso  della  presente  Opera  accenna  ai  Complementi  d'Al- 
gebra di  L.  Raschi. 
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Cartesio  e  coordinate  Cartesiane  —  Fornne  geometriche  fonda- 
mentali —  Punto,  retta,  piano  all'  inQnito- —  Coordinate  —  Funzioni, 
equazioni  a  una  o  più  coordinate  —  Variabile  unitaria  ed  omogeneità 
delle  equazioni  —  Projozioni  —  Sezioni.  —  Formolo  Trigonometrie Uf 


1-  1/  Cartesio  è  generalmente  ritenuto  come  l' inventore 
del  metodo  delle  coordinate  o  almeno  come  quegli  che 
primo  ha  dato  forma  chiara  e  ben  definita  ai  concetti  (in 
proposito)  dei  Geometri  che  lo  hanno  preceduto  traducendo 
quei  concetti  in  atto  con  procedimento  regolare  ed  uniforme 
in  ogni  sorta  di  questioni  relative  alle  figure  piane. 

Cartesio  riferiva  ciascun  punto 
M  di  un  piano  a  due  rette  (assi) 
Ox  Oy,  ed  assegnava  i  due  nu- 
meri (positivi,  negativi)  di  mi- 
sura di  due  seramonti  MQ  MP 
di  rette  parallele  rispettivamente 
ai  due  assi  Orr,  Oy  designando 
uno  di  essi  numei*i  col  nome  di 
ascissa  e  l'altro  di  ordinata  e  tutt' insieme  di  coordinate 
del  punto  M. 

Comunque  sia  è  indubitato  che  tali  coordinate  sono  state 
e  sono  da  tutti  i  Geometri  succeduti  a  Cartesio  chiamate 
Cartesiane,  come  pure  sono  state  dette  e  diconsi  coordinate 
Cartesiane  le  tre  simili  alle  precedenti  relative  e  necessarie 
alla  determinazione  di  un  punto  qualunque  dello  spazio  a 
tre  dimensioni  e  di  cui  fra  breve  si  farà  parola. 
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E  anche  accertata  V  importanza  storica  grandissima  delle 
Cartesiane  nello  sviluppo  della  Geometria  come  quelle  che 
hanno  dato  straordinario  impulso  a  qualunque  ramo  delle 
Matematiche  con  rapidità  mai  prima  veduta.  Anzi  è  lecito 
asserire  come  il  metodo  delle  coordinate  Cartesiane  abbia 
fino  dai  suoi  primordi  mutato  V  aspetto  delia  Geometria  po- 
nendola in  quella  via  d*  astrazione  e  di  generalità  in  cui 
ora  senza  posa  la  vediamo  procedere  e  che  condurrà  alla 
riduzione  dei  voluminosi  trattati  antichi  e  moderni  in  brevi 
e  semplici  capitoli. 

Cosi  il  concetto  delle  coordinate  da  Cartesio  a  noi  si  è 
man  mano  allargato  prendendo  senso  più  astratto,  sicché 
ora  per  coordinate  si  intendono  puramente  e  semplicemente 
numeri  valevoli  a  individuare  (determinare  senza  equivoco) 
un  elemento  di  una  figura  (complesso  di  punti,  o  di  rette 
0  di  piani,  o  di  tutti  insieme  questi  elementi)  qualunque 
siano  i  rapporti  da  cui  quei  numeri  vengano  derivati. 

2.*  In  qualunque  figura  che  il  pensiero  umano  può 
foggiare,  gli  elementi  (punti,  rette,  piani)  sono  sempre  co- 
gitabili come  appartenenti  in  tutto  o  in  parte  a  una  o  più 
di  quelle  poche  forme  geometriche  che  i  geometri  sogliono 
qualificare  primitive,  elementari,  cardinali,  fondamentali, 
come  quelle  di  cui  il  concetto  sorge  spontaneo  nella  nostra 
mente  quasi  fosse  innato,  e  che  appunto  s'adatta  a  qua- 
lunque figura  per  quanto  complicata. 

Tali  sono: 

I.  La  retta  punteggiata,  cioè  V  insieme  degli  infiniti 
punti  sostenuti  dalla  retta. 

II.  Il  fascio  di  rette,  cioè  V  insieme  delle  infinite  rette 
(raggi)  di  un  piano  concorrenti  in  uno  stesso  punto  (centro 
0  sostegno  del  fascio). 

III.  n  fascio  di  piani,  cioè  V  insieme  degli  infiniti  piani 
concorrenti  in  una  stessa  retta  (asse  o  sostegno  del  fascio). 

IV.  Il  piano  punteggiato,  insieme  degli  infiniti  punti 
sostenuti  dal  piano. 

V.  Il  pianto  rigato,  insieme  delle  infinite  rette  sostenute 
dal  piano. 
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VI.  La  stella  di  rette,  insieme  delle  infinite  rette  con- 
correnti in  uno  stesso  punto  (centro  della  stella). 

VII.  La  stella  di  piani,  insieme  degli  infiniti  piani  con- 
correnti in  uno  stesso  punto  (centro  della  stella). 

Vili.  Lo  spazio  punteggiato,  insieme  degli  infiniti  punti 
dello  spazio. 

IX.  Lo  spazio  di  piani,  T  insieme  degli  infiniti  piani 
dello  spazio. 

X.  io  spazio  rigato,  insieme  delle  infinite  rette  dello 
spazio. 

A  una  0  più  di  queste  forme  si  può  sempre  pensare 
(ripetesi)  che  appartengano  i  punti  le  rette  i  piani  di  una 
figura  qualunque. 

Le  forme  esse  stesse  sono  dette  talvolta  figure.  (*) 

2.  1.^  Due  rette  che  concorrono  in  un  punto  individuano 
un  piano  e  non  possono  avere  in  comune  che  quel  punto. 
Se  si  fa  ruotare  sul  piano  una  delle  due  rette  attorno  ad 
un  suo  punto  fisso  (distinto  dal  punto  d*  incontro  coU'altra) 
per  modo  che  pur  incontrando  T  altra  essa  tenda  a  diven- 
tare parallela  alla  stessa,  e  diventi  alla  fine  parallela  si 
vedrà  sempre  un  solo  punto  comune  alle  due  rette,  e  questo 
allontanarsi  sempre  più  dalla  primitiva  posizione,  e  final- 
mente scomparire  all'infinito. 

Diremo  pertanto  che  due  rette  parallele  s'incontrano  in 
UQ  punto  solo  all'infinito. 

Ritenuto  poi  che  da  qualunque  dato  punto  non  si  possa 
condurre  che  una  sola  retta  parallela  ad  un'altra  diremo 
che  una  retta  qualunque  ha  un  solo  punto  all'infinito. 

2°  Similmente  ritenuto  che  un  piano  condotto  per 
un  punto  qualunque  dello  spazio  sega  un  altro  qualunque 
piano  dato  secondo  una  sola  retta,  ed  ammesso  che  da  un 
punto  qualunque  non  si  possa  condurre  che  un  solo  piano 
parallelo  ad  un  dato  diremo  che  un  piano  qualunque  ha 
una  sola  retta  all'  infinito. 


{')  Teoria  elementare  delle  forme  geometriche,  Giornale  dì   Mate- 
matiche Voi.  1.®  Napoli  per  G.  Battaglini. 
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Tutte  le  rette  del  piano  avranno  i  loro  punti  ali*  iniS- 
nito  sulla  retta  all'infinito. 

3/  Indichiamo  con  t  il  punto  all'  infinito  di  qualunque 
retta  dello  spazio,  e  con  L  la  retta  ali*  infinito  d*  ogni  piano 
dello  spazio. 

I  punti  i  delle  rette  di  uno  stesso  piano  staranno  sulla 
retta  L  del  medesimo  cosi  il  luogo  dei  punti  i  delle  rette 
dello  spazio  è  pur  quello  delle  rette  L  dei  piani. 

La  retta  L  di  un  piano  qualunque  incontra  la  L  di 
ogni  altro  piano  poiché  si  1'  una  L  che  1*  altra  deve  passare 
per  runico  punto  i  posseduto  dalla  retta  intersezione  dei 
due  piani  e  siccome  le  L  dei  piani  dello  spazio  non  concor- 
rono in  uno  stesso  punto  cosi  il  loro  luogo  dovrà  essere 
ritenuto  un  piano. 

Diremo  adunque  che  lo  spazio  ha  un  solo  piano  all'in- 
finito luogo  dei  punti  all'infinito  delle  rette,  'luogo  delle 
rette  all'  infinito  dei  piani  che  lo  stesso  spazio  contiene. 

4.^  Se  le  rette  di  un  fascio  si  fan  muovere  per  modo 
,  che  esse  tendano  a  divenir  parallele  e  divengano  alla  fine 
parallele  si  vedrà  il  centro  del  fascio  allontanarsi  dalla 
primitiva  posizione  e  scomparire  finalmente  all' infinito.  Di- 
remo pertanto  che  una  serie  di  rette  parallele  e  nello  stesso 
piano  costituiscono  un  fascio  col  centro  all'  infinito. 

Similmente  una  serie  di  piani  paralleli  saranno  da  con- 
siderarsi come  un  fascio  di  piani  coli'  asse  all'  infinito,  una 
serie  di  rette  parallele  come  una  stella  di  rette  col  centro 
air  infinito,  una  serie  di  piani  intersecantisi  secondo  rette 
parallele  come  una  stella  di  piani  col  centro  all'infinito. 

Cosi  si  dirà  fascio  di  rette  col  centro  a  distanza  finita 
0  infinita,  fascio  di  piani  colT  asse  a  distanza  finita  od  infi- 
nita, stella  di  rette  o  di  piani  col  centro  a  distanza  finita 
od  infinita. 

3.  Una  forma  fondamentale  dicesi  di  T  o  di  2*  o  di  3* 
0  di  4*  specie  a  seconda  che  per  individuare  un  elemento 
di  essa  occorrano  una  o  due  o  tre  o  quattro  coordinate. 

Ciò  è  in  accordo  colla  capacità  relativa  di  esse  forme 
poiché  appunto  una  forma  di  seconda   specie   è   continente 
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di  iafinite  di  prima  e  una  di  3*  di   infinite  di  2*,  etc.   (') 
Mercè  il  concetto  delle  forme  è  rimossa  la  linea  di  se- 
parazione che  nelle  scuole  mantenevasi  tra  Geometria  piana 
e  Geometria  solida. 

4.  1.**  Un  punto  X  di  una  punteggiata*  è  individuato, 
e  quindi  si  può  riconoscerlo  fra  gli  altri  quando  sia  data 
per  esempio  la  distanza  di  esso  (e  la  direzione  di  tale  di- 
stanza) da  un  punto  fisso  0  e  noto  della  punteggiata,  il 
quale  si  può  chiamare  origine.  Il  numero  esprimente  la 
misura  di  tale  distanza  OX  notato  col  segno  +  oppui^e  — 
a  seconda  del  senso  di  tale  distanza  sarà  coordinata  di 
quel  punto.  Sì  potrà  anche  chiamare  ascissa  usando  una 
denominazione  Cartesiana. 

2.''  Per  individuare  X  si  può  invece  che  ad  un  punto 
0  riferirlo  a  due  0  e  0'  assegnando  il  valore    e  il   segno 

OX 
del  rapporto   -— ,  .      A  qualunque  punto  X  della  punteg- 
giata corrisponde  un  solo  valore  positivo  o  negativo  di  tale 
rapporto  e  inversamente.  Cosi  il  numero  che  esprime   tale 
rapporto  può  chiamarsi  coordinata  di  X. 

3.*  Si  può  anche  fissare  tre  punti  0  0'  0"  e  riferire 
X  ai  tre  punti  assegnando  il  numero  esprimente  il   doppio 

00"     OX 
rapporto  (rapporto  anarmonico)  pj;;^  :  zr^r,  .     Questo  dop- 
pio rapporto  sarà  coordinata  di  X.  Si  dice  coordinata  pro- 
jettiva  per  ragione  che  si  farà  manifesta  più  avanti  (§  VI) 
allorché  parleremo  dei  rapporti  anarmonici.  (") 

5.  1.°  Similmente  una  retta  X  di  un  fascio  riescirà  di- 
stinta da  tutte  r  altre  quando  sia  noto  1*  angolo  che  essa 
forma  con  una  determinata  retta  0  di  esso  fascio  (che  si 
può  chiamare  retta  origine)  e  il  senso  secondo  cui  debba 
essere  generato  queir  angolo,  e  cioè  il  senso    secondo   cui 

rotare  una  i^tta  attorno  il  centro  del  fascio  per  pas- 


(*)  FiEDLGR.  Trattato  di  Geom.  Descriltiva  §  23,  traduzione  Sayno. 
(")  Ghasles  G.«  S.«  ,    Fjedler  Geometria   Descrittiva  traduzione 
italiana  Sayno  e  Padova  parte  II.  n.^  ^31.  etc.  etc. 


Digitized  by  VjOOQ  IC 


—  6  — 

sarò  dalla  posizione  della  retta  origine  a  quella  della  retta 
da  individuarsi. 

Il  numero  (positivo  o  negativo)  di  misura  dell'angolo 
(OX)  sarà  coordinata  di  questa  retta.  Suolsi  anche  chia- 
mare  anomalia. 

2.^  Per  individuare  la  X  si  può   anche    invece  che  ad 

una  sola  retta  0  riferirla  a  due  fisse  0   0'   assegnando  il 

sen{OX) 
valore  positivo  o  negativo  del  rapporto  — ^^;.  dove  (OX) 

denota  V  angolo  delle  due  rette  0  e  X,  etc. 

SJ"  Pur  si  potrebbero  fissare  tre  rette  0,  0'  0''  e  ri- 
ferire ad  esse  la  X   assegnando    il    numero    esprimente    il 

^é?n(00")     sen{OX) 
doppio  rapporto  (rapporto  anarmonico)  — tt^^jtztx  *  j^^r^r: 

^'^  rr  \      rr  /  ^^^(0  0  )      Se7l{X0) 

(coordinata  projettiva)  di  cui  più  avanti,  e  che  come  ve- 
dremo è  espresro  dallo  stesso  numero  che  il  rapporto  anar- 
monico dei  quattro  punti  in  cui  le  quattro  rette  0,  0',  0",  X 
sono  incontrate  da  una  retta  qualunque,  etc.  etc. 

6.  1."  Un  piano  X  di  un  fascio  di  piani  riesce  distinto 
dagli  altri  quando  sia  noto  V  angolo  diedro  che  esso  forma 
con  un  determinato  piano  0  del  fascio  (da  chiamarsi  piano 
origine)  e  il  senso  secondo  cui  debba  rotare  un  piano  at- 
torno Tasse  per  passare  dalla  posizione  del  piano  origine 
a  quella  del  piano  da  individuarsi. 

Il  numero  (positivo  o  negativo)  di  misura  dell'  angolo 
si  dirà  coordinata  di  questo  piano. 

2.**  Si  potrà  anche  riferire  X  a  due  piani  fissi  0,  0',  ed 
assegnarne  per  coordinata  il  rapporto  positivo  o  negativo 
sen{OX) 

sen(XD^)  ' 

3.**  Si  può  pure  riferire  X  a  tre  piani  0,  ()',  0" 
fissi,  ed  assegnarne  per  coordinata  il  doppio  rapporto 
sen(0  0")     seyi(0  X) 

^{OW)  ''  ^^^^^O)  (^^PP"'^"  anarmonico  o  coordinata 
projettiva)  che  ha  lo  stesso  valore  del  rapporto  anarmonico 
dei    quattro  punti   in  cui   una    retta    qualunque    ferisce   i 
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quattro  piani  0,  0/  0/'  X  o  delle  quattro  rette  secondo 
cui  un  piano  qualunque  sega  i  medesimi  quattro  piani  come 
in  seguito  si  farà  manifeito.  etc.  etc. 

7.  1.*"  Un  punto  M  di  un  piano  punteggiate  (fig.  pag.  1) 
riesce  distinto  dagli  altri  quando  si  conoscano  i  numeri  di 
misura  di  due  rette  MQ  =  x,  MP  =  j/  rispettivamente 
parallele  a  due  rette  fisse  Ox,  Oy.  La  x  ritiensi  positiva  o 
negativa  secondochè  M  trovasi  da  una  parte  o  dall'  altra 
della  Oy  cioè  secondochè  la  x  debba  percorrersi  procedendo 
da  0  verso  a?  o  da  0  verso  x\  Similmente  la  y  è  positiva 
0  negativa  secondo  che  M  trovasi  da  una  parte  o  dall'altra 
della  Ox  cioè  secondochè  la  y  debba  percorrersi  procedendo 
<la  O  verso  y  o  da  0  verso  y.  Tali  numeri  positivi  o  ne- 
gativi sono  coordinate  del  punto  M,  e  più  specialmente  la 
X  chiamasi  ascissa,  e  la  y  ordinata. 

Ox  e  Oy  diconsi  gli  assi  coordinati  ed  0  origine  poiché 
in  O  hanno  inizio  le  OP,  OQ  che  valgono  le  coordinate  di  M. 

Descartes,  o  Cartesio  che  dir  vogliasi,  ha  pel  primo  fatto 
uso  metodico  delle  coordinate  sudescritto  come  sopra  ab- 
biamo accennato  e  perciò  appunto  (ripetesi)  soglionsi  chia- 
mare Cartesiane. 

Le  quattro  copie  di  coordinate 

(.r.y),     (;r,-y),     (— .r,j/),     (— .r,-y) 

individuano  (fissatj  un  valore  alla  x  e  alla  y,  e  ritenuto 
r  positiva  nel  senso  Ox  e  y  nel  senso  Oy)  quattro  punti 
collocati  rispettivamente  nelle  quattro  regioni  yO:r,  rrOy', 
.r'Oy  .r'Oy  del  piano.  Si  va  allo  stesso  punto  M  partendo 
dall'  origine  0  tanto  percorrendo  la  vìa  OPM  come  la  OQM. 

2.*  So  i  due  assi  Ov  Oy  sono  ad  angolo  retto  diconsi 
ortogonali  fra  lor.o,  od  x,  y  coordinate  ortogonali  di  M 
Nel  caso  x  e  y  sono  le  distanze  di  M  ai  due  assi  Oy,  Ox. 

3."*  Le  lettere  x  e  y  notate  sulla  figura  non  valgono 
ad  indicare  un  punto  piuttosto  che  un  altro  degli  assi,  ma 
solo  si  pongono  in  una  posizione  qualunque  lungo  gli  assi 
per  rammentare  che  sopra  o  parallelamente  ad  uno  di  essi 
è  presa  V  ascissa  OP  =  QM  (la  x)  del  punto   M,   sopra  o 
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parallelamente  all'  altro  V  ordinata  OQ  =  PM  (la  y)  del 
punto  M. 

Anzi  per  tale  riguardo  uno  degli  assi  comunemente  di- 
cesi asse  delle  ascisse  o  delle  on,  e  V  altro  asse  delle  ordi- 
nate 0  delle  y. 

4."*  Tutte  le  rette  parallele  ad  un  asse  coordinato  co- 
stituiscono un  fascio  di  rette  il  cui  centro  è  il  punto  al- 
l' infinito  dell'  asse,  e  pertanto  il  punto  M  può  pensarsi  come 
il  punto  d' incontro  di  due  raggi  appartenenti  rispettiva- 
mente a  due  fasci  di  raggi  aventi  per  <:entro  rispettivamente 
i  punti  air  infinito  degli  assi  coordinati. 

5.*  Più  generalmente  se  si  considerano  due  fasci  di 
rette  nel  piano  xOy  aventi  per  centri  due  punti  fissi  del 
piano  si  vedrà  che  pel  punto  M  passa  un  raggio  di  ciascun 
fascio,  e  che  quindi  possono  assumersi  come  coordinate  di 
M  le  coordinate  dei  due  raggi  nei  rispettivi  fasci  cui  ap- 
partengono. 

8.  1.*  Una  retta  HK  di  un  piano  rigato  è  individuata 
dai  numeri  positivi  o  negativi  di  misura  delle  due  distanze 
OK,  OH  dair  origine  0  dei  due  punti  K  ed  H  in  cui  ferisce 
due  assi  Ox  Oy.  Tali  numeri  potranno  chiamarsi  coordinate 
della  retta.  Giova  spesso  (come  s'  intenderà  in  seguito)  as- 
sumere per  coordinate  i  reciproci  di  tali  numeri  col  segno 
cambiato  (coordinate  di  Pliicker). 

2.°  Il  punto   K   potrebbe   fissarsi  mediante   il  rapporto 

OX  OH 

q7t7  e  parimente  H  mediante  il  rapporto  £r^,  intesi  0'  0/ 

punti  fissi  il  primo  suU'  asse  Ox  il  secondo  suU'  asse  Oy. 

3.''  Si  potrà  individuare    K    anche    mediante    il   doppio 

00"      OK 
l'apporto  ^yr-7  :  —-    e    H    mediante   il    doppio     rapporto 

0  O;     OH 

Ty-py  '  ujry  ritenuti  0'  0"  0/  0/'  punti  fissi  primo  e  se- 
condo sull'asse  Ox  terzo  e  quarto  suir  asse  Oy.  etc.  etc. 

9.  1.*  Una  retta  (raggio)  di  una  stella  di  rette  si  può 
considerare  come  l' intersezione  di  due  piani  uno  apparte- 
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nente  ad  un  fascio  di  piani  e  V  altro  ad  un  altro  fascio  di 
piani  ritenuto  che  i  due  fasci  abbiano  per  assi  rispettiva- 
mente due  rette  fisse  delia  stella. 

I  numeri  (n.  6,  1.*  2.*  3/)  che  individuano  i  due  piani 
rispettivamente  nei  due  fasci  individueranno  pur'  anco  la 
proposta  retta  e  saranno  a  ritenersi  coordinate  della  stessa. 

2."*  —  Si  potrebbe  secare  la  stella  con  un  piano  non 
passante  pel  centro  della  stella,  e  assumere  per  coordinate 
<li  un  raggio  della  stella  le  coordinate  Cartesiane  del  punto 
d' incontro  del  raggio  col  piano,  etc.  etc. 

10.  1.^  Un  piano  di  una  stella  di  piani  contiene  una 
retta  di  un  fascio  di  rette  ed  una  di  un  altro  fascio  di 
rette,  ritenuto  che  i  due  fasci  di  rette  siano  sopra  due  piani 
fissi  ed  abbiano  lo  stesso  centro  della  stella.  Le  coordinate 
(n.  5.  1/  2.*  3/)  delle  due  rette  nei  due  fasci  saranno  co- 
ordinate del  proposto  piano. 

2.*  Si  può  secare  la  stella  con  un  plano  (che  non  passi 
pel  centro)  e  assumere  per  coordinate  di  un  piano  della 
stella  quelle  che  la  retta  intersezione  dei  due  piani  ha  sul 
piano  secante,  etc.  etc. 

11.  1.^  Se  in  un  piano  si  fissano  j^uattro  punti  (di  cui 
tre  qualunque  non  in  retta)  ogni  altro  punto  del  piano 
potrà  essere  riferito  ad  essi  e  individuato  mediante  due 
doppi  rapporti  (rapporti  anarmonici)  poiché  sarà  lecito  dal 
primo  dei  punti  dati  condurre  quattro  rette  rispettivamente 
ai  tre  dati  e  ad  un  punto  qualunque,  e  assegnando  il  valore 
del  doppio  rapporto  delle  quattro  rette  (n.  5.  3.°)  individuare 
quella  delle  quattro  che  passa  per  quel  punto  qualunque  e 
poscia  si  potrà  condurre  dal  secondo  dei  punti  dati  quattro 
rette  rispettivamente  agli  altri  tre  punti  dati  e  a  quel  punto 
qualunque,  e  assegnando  il  valore  del  doppio  rapporto  delle 
quattro  rette  individuare  quella  delle  quattro  rette  che  passa 
per  quel  punto  qualunque;  e  cosi  verranno  detenninate  due 
rette  che  col  loro  incontro  individueranno  il  ripetuto  punto 
qualunque.  Sarebbe  il  metodo  altrove  accennato  (n.  7,  5.*) 
che  si  tradurebbe  in  atto  mediante  i  quattro  punti  sopra- 
detti. 
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2.*  Se  si  fissano  quattro  rette  in  un  piano  (di  cui  tre 
qualunque  non  concorrenti  in  uno  stesso  punto)  ogni  altra 
retta  del  piano  potrà  essere  riferita  ad  esse  e  individuata 
mediante  due  doppi  rapporti,  poiché  si  potrà  nella  prima 
delle  rette  date  fare  apparire  i  punti  d' incontro  colle  altro 
tre  e  con  una  qualunque  del  piano,  e  assegnando  il  valore 
del  doppio  rapporto  dei  quattro  punti  individuare  quello 
che  appartiene  a  quella  retta  qualunque,  e  poscia  si  potrà 
pur  nella  seconda  delle  rette  date  fare  apparire  i  punti  di 
incontro  colle  altre  tre  e  con  quella  retta  qualunque,  e 
assegnando  il  valore  del  doppio  rapporto  dei  quattro  punti 
individuare  quello  che  appartiene  a  quella  retta  qualunque; 
e  cosi  verranno  determinati  due  punti  che  congiunti  con 
retta  individueranno  appunto  la  ripetuta  retta  qualunque. 

È  il  ìnetodo  (n.  8.  3.*)  tradotto  in  pratica  mercè  le  quattro 
fissate  rette.  Si  considerino  0^,  Oy,  la  retta  O'O/,  la 
retta  0"0/,  come  le  quattro  rette  date,  e  KH  come  una 
retta  da  individuarsi  mediante  le  due  coordinate 

00^'    OK      OO;     OH 

0^  '\k6'  '  ò;"o7  ■  ho; 

3.*  Similmente  si  potrà  individuare  un  raggio  di  una 
stella  di  rette  mediante  due  doppi  rapporti  dipendenti  da 
quattro  raggi  fissi  di  cui  tre  qualunque  non  in  fascio  cioè 
non  nello  stesso  piano. 

Dal  primo  dei  quattro  raggi  fissati  si  guidano  (luattro 
piani  tre  agli  altre  tre  dati  rispettivamente  e  il  quarto  ad 
un  raggio  qualunque.  Pur  <lal  secondo  dei  quattro  raggi 
si  guidano  quattro  piani  rispettivamente  agli  altri  tre  raggi 
dati  e  a  quello  qualunque.  Stabilendo  poi  il  valore  dei 
doppi  rapporti  dei  due  fasci  di  piani  in  tal  modo  formati 
verranno  individuati  due  piani  che  a  lor  volta  intersecandosi 
individueranno    qnel   raggio  qualunque. 

É  il  metodo  (n.  9),  e  cioè  determinazione  di  un  raggio 
mediante  due  piani  appartenenti  rispettivamente  a  due  fasci 
e  fissazione  di  ciascun  piano  mediante  un  doppio   rapporto. 
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4.**  Pure  si  potrà  procedere  all'  indicazione  di  un  piano 
di  una  stella  di  piani  mediante  due  doppi  rapporti  dipen- 
denti da  quattro  piani  fissi  della  stella  dei  quali  tre  qua- 
lunque non  formino  fascio  cioè  non  concorrano  in  una  stessa 
retta. 

Sul  primo  dei  quattro  piani  fissati  si  può  fare  apparire 
il  fascio  delle  quattro  rette  d' intersezione  cogli  altri  tre 
rispettivamente  e  con  un  altro  qualunque  della  stella.  Pur 
sul  secondo  dei  quattro  piani  si  può  fare  apparire  il  fascio 
delle  quattro  rette  d'intersezione  cogli  altri  tre  fissati  e 
con  queir  altro  qualunque.  Stabilito  poi  il  valore  dei  doppi 
rapporti  dei  due  fasci  di  rette  in  tal  modo  formati  ver- 
ranno individuate  due  rette  (raggi)  che  a  lor  volta  indivi- 
dueranno quel  piano  qualunque. 

È  il  metodo  (n.  10)  adottando  le  coordinate  projettive 
per  individuare  i  raggi  in  ciascuno  dei  due  fasci  di  raggi. 

Pertanto  mediante  quattro  elementi  fissati  ad  arbitrio 
in  una  fonma  di  2.*  specie,  in  modo  però  che  tre  qualun- 
que dei  quattro  non  appartengano  ad  una  forma  di  1.*  spe- 
cie, si  potrà  poscia  determinare  due  coordinate  projettive 
che  valgano  ad  individuare  qualunque  altro  elemento  di 
quella  forma. 

12.  1."  Un  punto  M  dello 
spazio piiìiteggiato  sarà  in- 
dividuato dal  numero  di 
misura  di  una  retta  MP 
condotta  da  M  secondo  una 
determinata  direzione  fino 
all'  incontro  P  con  un  piano 
fisso  ;rO?/,  e  dalle  coordi- 
nate cartesiane  PH  HO  del 
punto  P  (che  può  chiamarsi 
projezione  di  M  sul  piano  xOij)  rispetto  a  due  assi  0^*  Oy. 

La  MP  è  da  considerarsi  come  una  parallela  ad  un 
terzo  asse  Oz  condotto  per  l'  origine  0  dei  due  precedenti. 

Così  le  tre  coordinate  OH  HP  PM  (numeri)  di  M  vengono 
riferite  rispettivamente  a  tre  assi  Ox,   Oy,    Oz,  e  saranno 
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appunto  rappresentabili  rispettivamente  coi  simboli  x,  y,  z. 
Le  diremo  Cartesiane  secondo  il  costume  invalso  oggidì 
nelle  scuole  sebbene  siasi  cominciato  a  farne  uso  nello 
spazio  a  tre  dimensioni  da  Geometri  apparsi  dopo  Cartesio,  f) 

Sta  bene  osservare  che  i  tre  assi  Oo?,  Oj/,  0^  individuano 
tre  piani  Oxy,  Oxz,  Oyz  (piani  coordinati),  che  le  MP,  PH, 
HO  hanno  gli  stessi  numeri  di  misura .  dello  MP,  MQ, 
MR  condotte  da  M  rispettivamente  verso  i  tre  piani  e  ri- 
spettivamente secondo  le  direzioni  degli  assi  Oz,  Oy,  Ox, 
e  che  il  punto  M  è  il  punto  comune  a  tre  piani  MQLR, 
MPKR,  MPHQ  rispettivamente  paralleli  ai    tre  coordinati. 

I  sei  piani  poi  individuano  un  parallelepipedo  OHPK 
RMQL  da  chiamarsi  parallelepipedo  delle  coordinate  di  M 
poiché  i  quattro  spigoli  OH  KP  RM  LQ  valgono  (ciascuno) 
la  X  di  M,  gli  altri  quattro  OK  HP  QM  LR  la  ?/,  e  gli 
altri  quattro   OL,  HQ,  PM,  KR  la  z. 

Partendo  dall'  origine  0  si  può  andare  al  punto  M  in- 
differentemente per  una  delle  sei  vie  OHPM,  OKPM,  OHQM, 
OLQM,  OKRM,  OLRM. 

Ciascuna  coordinata  di  M  sarà  da  ritenersi  positiva  o 
negativa  a  seconda  che  il  punto  M  trovisi  da  una  parte  o 
dall'  altra  del  piano  coordinato  cui  quella  coordinata  è 
relativa. 

Cosi  adottando  positive  la  a?  la  j/  e  la  :?  per  un  punto 
M  collocato  come  nella  figura  precedente  si  avranno  per  otto 
punti  M  collocati  lispettivamente  nelle  otto  regioni  triedri- 
che individuate  dai  tre  piani  coordinati  nello  spazio  le  se- 
guenti notazioni  a  segni  espliciti   per    le   loro    coordinate: 

M(a7,j/,-3),     M(— rr,j/,3,),     W—x.—y.z),     lA{x,—y,z\ 
M(a?,— j/,— s),    M(rr,j/,— 5),    M(— a7,y,— 5),     M(— ir,— ?/,— 2). 

Le  lettere  x,  y,  z  messe  nella  figura  precedente  non 
valgono  ad  indicare   un    punto  piuttosto  che  un'  altro   de- 


(*)  Ghasles  Apercu  historique  etc. 
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gli  assi  ma  solo  a  rammentare  che  sopra  gli  assi  o  parai* 
lelamente  sono  prese  la  a?  la  y  e  la  z  di  M. 

2.^  Se  ciascuno  dei  tre  assi  coordinati,  e  quindi  anche 
ciascuno  dei  tre  piani  coordinati  incontra  gli  altri  due  ad 
angolo  retto,  detti  assi  e  piani  diconsi  ortogonali  fra  loro 
e  le  iP,  ?/,  z  di  M  coordinate  ortogonali.  Nel  caso  le  tre 
coordinate  non  sono  altro  che  le  distanze  di  M  rispettiva- 
mente ai  tre  piani  coordinati. 

3.*  Tutti  i  piani  paralleli  ad  un  piano  coordinato  costi- 
tuiscono un  fascio  di  piani  il  cui  asse  è  air  infinito  (  la 
retta  all'  infinito  del  piano  coordinato  stesso),  e  pertanto  il 
punto  M  può  pensarsi  come  il  punto  d*  incontro  di  tre 
piani  appartenenti  rispettivamente  a  tre  fasci  di  piani  aventi 
per  assi  le  rette  all'^  infinito*  dei  piani  coordinati. 

Più  generalmente  se  si  considerano  tre  fasci  di  piani 
aventi  per  assi  tre  rette  fisse  dello  spazio  non  concorrenti 
nello  stesso  punto,  si  vedrà  che  pel  punto  M  passa  un  piano 
di  ciascun  fascio,  e  che  quindi  possono  assumersi  come  co- 
ordinate di  M  le  coordinate  dei  piani  nei  rispettivi  fasci 
cui  appartengono. 

Tali  coordinate  (n.*  6.  1.*  2.*  3.*)  potranno  essere  o  nu- 
meri di  misura  di  angoli,  o  rapporti  di  seni  di  angoli,  o 
doppi  rapporti  di  seni,  etc. 

13.  l."*  Un  piano  dello  spazio  di  piani  è  individuato  da 
tre  punti  che  non  siano  in  linea  retta. 

Se  si  fissano  tre  assi  Ox,  0«/,  0^;,  e  si  assegnano  i  nu- 
meri (coi  rispettivi  segni)  di  misura  delle  ascisse  OA,  OB, 
OC  dei  punti  d'  incontro  del  piano  coi  tre  assi,  il  piano 
sarà  individuato  dai  tre  numeri,  e  questi  pertanto  potranno 
chiamarsi  coordinate  del  piano. 

Giova  (come  si  vedrà  in  seguito)  assumere  per  coordinate 
i  reciproci  di  tali  numeri  col  segno  cambiato  (  coordinate 
di  Pliicker).  etc. 

2.''  I  punti  A.  B,  C  si  potranno  individuare  (n.*  4.  1.*, 

oo     .  OA      OB      0  C 

'^. ,  3.  )  anche  mediante  rapporti  ^  ,   ^  ,   ^    ,   inteso 

che  0',  0",  0"'  siano  tre  punti  fissi  rispettivamente  segnati 
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sopra  Ox,  Oy,  Oz,  Si  potrà  anche  individuare  A,  B,  C  me- 
diante doppi  rapporti  (coordinate  proiettive). 

14,  1.*  Mediante  cinque  dati  punti  nello  spazio  (dei 
quali  quattro  qualunque  non  siano  in  uno  stesso  piano) 
si  potrà  individuai-e  qualunque  altro  puato  dello  spazio 
assegnandogli  tre  doppi  rapporti  dipendenti  da  quei  punti. 

Si  consideri  il  triangolo  e  il  piano  individuato  da  tre 
di  quei  cinque  punti,  e  si  assuma  ciascun  lato  (retta)  del 
triangolo  come  asse  di  un  fascio  di  quattro  piani  dei  quali 
uno  sia  il  piano  stesso  del  triangolo,  un  altro  passi  pel 
quarto,  un  altro  pel  quinto  dei  punti  dati,  e  1*  ultimo  per 
un  punto  qualunque  dello  spazio.  Fissando  il  valore  del 
doppio  rapporto  (rapporto  anarmonico)  di  ciascuno  dei  tre 
fasci  di  piani  verranno  individuati  tre.  piani  i  quali  a  loro 
volta  incontrandosi  individueranno  quel  punto  comune.  (') 

Sarebbe  il  metodo  (n.**  12.  3.**)  tradotto  in  atto  mediante 
i  detti  cinque  piani  e  adottando  per  ciascuno  dei  tre  fasci 
di  piani  le  coordinate  projettive. 

2.**  Mediante  cinque  dati  piani  nello  spazio  (dei  quali 
quattro  qualunque  non  concorrano  in  uno  stesso  punto)  si 
potrà  individuare  qualunque  altro  piano  dello  spazio  asse- 
gnandogli tre  doppi  rapporti  dipendenti  da  quei  piani. 

Si  consideri  il  triedro  (angolo  trispigolo)  e  il  punto 
(vertice  dell'  angolo)  individuato  da  tre  di  quei  cinque  piani 
e  si  assuma  ciascuno  spigolo  del  triedro  come  sostegno  di 
una  punteggiata  di  quattro  punti  dei  quali  uno  sia  il  punto 
stesso  vertice  dei  triedro,  un  altro  il  punto  d'  incontro 
dello  spigolo  col  quarto  piano,  un  altro  il  punto  d'  incon- 
tro col  quinto,  e  V  ultimo  con  un  piano  qualunque.  Fissando 
il  valore  del  doppio  rapporto  (rapporto  anai'monico)  di 
ciascuna  delle  tre  punteggiate  verranno  individuati  tre 
punti,  i  quali  a  lor  volta  individueranno  quel  piano  qua- 
lunque. Sarebbe  il  metodo  (n,  13  1."*  2.'')  che  si  tradurrebbe 


(*)  FiEDLEa  Geometria  descrittiva  parte  seconda  E  delle  coordinate 
liflttivp.  no  4-^8 


proiettive  n.®  138. 
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ìq  pratica  mediante  i  cinque  detti  piani  e  adottando  in  cia- 
scuna delie  tre  punteggiate  le  coordinate  projettive. 

Pertanto  mediante  cinque  elementi  fissati  ad  arbitrio  in 
una  forma  di  3/  specie,  in  modo  però  che  quattro  qua- 
lunque di  essi  non  appartengano  ad  una  forma  di  2/  spe- 
cie si  potrà  determinare  tre  coordinate  projettive  che  val- 
gano ad  individuare  qualunque  altro  elemento  di  quella 
forma. 

15.  Una  retta  (raggio)  dello  spazio  rigato  è  individuata 
da  due  punti.  Prendendo  i  due  punti  rispettivamente  sopra 
due  dei  tre  piani  coordinati  considerati  (n,°  12)  precedente- 
mente, assegnando  le  due  coordinate  di  ciascun  punto  veg- 
gonsi  necessarie  quattro  coordinate  per  individuare  la  pro- 
posta retta.  Siccome  la  retta  si  può  guardare  tanto  con- 
giungente di  due  punti  come  intersezione  di  due  piani  e  i 
due  piani  possono  riteneisi  appartenenti  a  due  distinte  stelle 
così  è  manifesto  come  per  individuare  una  retta  valgano 
le  due  coordinate  di  ciascuno  dei  due  piani  nella  rispettiva 
stella  e  cosi  in  tutto  ancora  come  precedentemente  quattro 
coordinate  per  la  retta,  etc.  etc. 

16.  Riassumendo  le  percorse  forme  ne  vediamo  tre  di 
prima  specie  e  cosi  la  retta  punteggiata,  il  faccio  di  rette, 
il  fascio  di  piani,  quattro  di  seconda  specie  e  cioè  il  piano 
punteggiato,  il  piano  rigato,  la  stella  di  rette,  la  stella  di 
piani,  due  di  3.*  specie  cioè  lo  spazio  punteggiato,  lo  spa- 
zio di  piani  e  una  di  quarta  specie  lo  spazio  rigato.  (*) 

Una  forma  di  prima  specie  consta  di  jc  elementi,  una 
di  seconda  ha  oc*  elementi,  una  di  terza  ao^,  etc. 

Una  forma  di  una  specie  comprende  (ripetiamo)  infinite 
forme  di  specie  inferiore.  Una  forma  di   2.*  specie   si   può 


(*)  Cremona  elementi  di  Geometria  projettiva  i  5  Roma  1873^ 
Fielder  Geometrìa  descrittiva  traduzione  dì  Sayno  e  Padova  Parte  I."* 
i  23  e  Parte  IJ.*  n.«  131  coordinate  projettive  Firenze  1873,  Batta- 
glini  predetto,  E.  D*  Ovidio  Teoria  Analitica  delle  forme  geometri- 
che fondamentali,  L.  Bertrand  Geometrie  Supérieure,  Reye  Geo- 
metria di  posizione,  etc.  etc. 
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considerare  costituita  da  un  numero  infinito  di  forme  di 
prima,  una  di  terza  da  un  numero  infinito  di  forme  di  2/, 
una  di  4.*  da  un*  infinità  di  forme  di  2.* 

17.  Una  f{x)  (  dove  co  rappresenta  la  coordinata  di  un 
elemento  di  una  forma  di  prima  specie  (punteggiata,  fascio 
di  rette,  fascio  di  piani)  |  esprimerà  una  quantità  dipen- 
dente da  07  e  quindi  suscettibile  di  qo  valori  e  che  diremo 
funzione  di  x. 

Una  equazione  come  /■(;z?)=0,  dove  x  si  usi  nel  senso 
sopra  indicato,  rappresenterà  uno  due  o  più  elementi  di 
una  forma  di  prima  specie  a  seconda  del  grado  di  f(x) 
rispetto  ad  x.  Cosi  la  f(x]-=zQ  ritenuta  relativa  ad  una  pun- 
teggiata rappresenterà,  uno,  due,  etc.  punti  a  seconda  che 
sarà  di  l.^  2.°  etc.  grado,  cioè  sarà  della  forma  ax-^b=tì^ 
oppure  aiF*-f-6a7-f-c?=0,  etc.  (*) 

In  generale  se  la 

f{x)^a^x"^  H-ajcT''*-^  -f- -f-a,a_i  a7-f-a„,  =0 

ha  le  ni  radici  a,  ^,  y> ^  ©ssa  potrà  dirsi   la   equazione 

complessiva  di  punti  di  ascisse  a,  (3,  y,  etc.  rispettivamente. 

Diremo  punti  reali  quelli  corrispondenti  a  radici  reali, 
distinti,  0  coincidenti  secondo  che  le  radici  stesse  saranno 
distinte  od  eguali. 

Alle  radici  immaginarie  (complesse)  diremo  corrispon- 
denti punti  immaginarli. 

La  /*(a?)=0  ritenuta  relativa  ad  un  fascio  di  rette  rap- 
presenterà una  due  o  più  rette  jun  numero  di  rette  eguale 
al  grado  di  f(x) }  reali  o  immaginarie  o  parte  reali 
parte  immaginarie,  ritenuta  relativa  ad  un  fascio  di  piani 
rappresenterà  uno  o  più  piani,  etc. 

Due  0  più  equazioni  come  f{x)=0,  F{x)=zO,  9(a?)=0, 
etc.  di  gradi  m,  n,  p,  etc.  rappresenteranno  la  prima  m, 
la  seconda  n^  la  terza  p,  etc.  punti,  o  rette,  o  piani  secondo 


(*)  Le  varie  funzioni  di  coordinate  di  cui  abbiamo  parlato  e  par- 
leremo in  seguito  saranno  ritenute  intere  e  razionali  rispetto  alle 
coordinate  stesse. 
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che  saranno  relative  ad  una  punteggiata  o  ad  un  fascio  di 
rette,  o  ad  uno  di  piani. 

Elementi  di  una  serie  potranno  coincidere  con  altret- 
tanti di  una  o  più  altre  se  due  o  più  delle  proposte  equa- 
zioni avranno  radici  comuni  e  ritenute  le  forme  cui  appar- 
tengono le  serie  sostenute  dalla  stessa  retta  se  punteggiate, 
dallo  stesso  piano  se  fasci  di  rette,  dallo  stesso  asse  se  fasci 
di  piani. 

Una  f(x)'^kF(cv)=iO  (  X  arbitraria)  rappresenterà  una 
serie  di  elementi  di  una  forma  che  ne  avrà  comuni  /;  colle 
(lue  f'{T)=zO  F(:f)=:0  se  f(x)  e  F(x)  abbiamo  k  radici 
comuni  e  sottinteso  che  /'(.r)=0  F(ir)ii:0  siano  relative  a 
due  forme  che  abbiano  lo  stesso  sostegno. 

18.  Una  funzione  come  /'(.t',//),  dove  x  e  y  rappre- 
sentino le  due  coordinate  necessarie  ad  individuare  un  ele- 
mento di  una  forma  di  seconda  s})ecie  (piano  punteggiato, 
0  rigato,  stella  di  rette  o  di  piani),  rappresenterà  una  quan- 
tità dipendente  dalle  due  coordinate  stesse,  quindi  suscet- 
tibile di  cx>*  valori  poiché  si  potrà  associai*e  ciascuno  degli 
infiniti  valori  che  può  assumere  la  r  con  ciascuno  di  quelli 
che  può  ricevere  la  y. 

Un'  equazione  /'(rr,/y)z=0,  dove  .r,?/  significano  le  coor- 
dinate di  un  elemento  di  una  forma  di  2*  specie  rappre- 
senterà 00  elomenti  della  forma  stessa  poiché  una  delle  va- 
riabili può  assumere  oo  valori  e  a  ciascuno  di  essi  corri- 
iponderà  un  numero  finito  di  valori  dell'  altra  definiti  dalla 

Due  equazioni  f{x,y)=0,  F(.7',7/)r:0  di  gradi  m,n  dove 
ir  II  hanno  Io  stesso  significato  precedente  individueranno 
colla  loro  coesistenza  )7in  elementi  della  forma.  (C.  A. 
R.  §  XV). 

La  prima  equazione  considerata  da  sola  rappresenta  oo 
elementi,  così  la  seconda  da  sola  rappresenta  oo  elementi, 
ma  le  due  serie  di  elementi  ne  hanno  mn  comuni. 

Qualunque  equazione  come  f(x,y)'^X{Fx,y)^^0,  dove 
X  è  un  arbitraria  indipendente  do,  x  e  y,  rappresenterà 
una  serie  di  oo    elementi  che   ne   avrà    mn   comuni  colle 

2 
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due  precedenti,  poiché  è  soddisfatta  da  quei  valori  ài  x  e 
y  che  mandano  a  zero  f{x,ìj)  assieme  con  F(cc,j/). 

19,  Una  funzione  come  f{x,y,z),  dove  x,y,z  si  ritengono 
rappresentanti  le  coordinate  di  un  elemento  di  una  forma 
di  terza  specie  (spazio  punteggiato,  o  spazio  dì  piani),  è  su- 
scettibile di  oo'  valori  poiché  ciascuno  degli  infiniti  valori 
che  può  assumere  una  delle  tre  variabili  sarà  associabile 
con  ciascuno  degli  infiniti  valori  che  può  avere  la  seconda, 
e  ciascuna  delle  x  *  coppie  di  valori  delle  due  variabili  si 
potrà  associare  con  ciascuno  degli  oo  valori  che  può  pren- 
dere la  terza. 

Un  equazione  f'(x,y,z)z:iO  rappresenterà  oc  *  elementi 
della  forma  poiché  ciascuna  delle  oc  ^  coppie  di  valori  di 
due  delle  tre  variabili  può  associarsi  con  un  numero  finito 
di  valori  della  terza. 

Due  equazioni  f{x,y,z)=:0,  F(x,t/,s)=0  rappresenteranno 
coesistendo  oc  elementi  i)0iché  una  delle  tre  variabili  può 
assumere  co  valori  e  ciascuno  di  essi  si  associa  con  un 
numero  finito  di  valori  delle  altre  due;  valori  definiti 
dalle  due  equazioni.  Due  serie  di  a  *  elementi  ciascuna  sono 
rappresentate  dalle  due  equazioni,  ma  le  due  serie  hanno 
:o  elementi  comuni. 

Tre  equazioni  f{x,y,z)=0,  F{x,y,z)=0,  (p{o:,y,z)=0  di 
gradi  rispettivi  m,  n,  p  rappresentano  9nnp  elementi  della 
forma  colla  loro  coesistenza.  Ciascuna  delle  equazioni  rap- 
presenta oc*  elementi,  ma  le  tre  serie  di  ce  ^  elementi  hanno 
comuni  m7ip  elementi. 

Un  equazione  come  f(x,y,z)+XF{x,y,z)=^0  (dove  l  ar- 
bitraria indipendente  da  x^  y  e  z)  rappresenta  qc^  ele- 
menti dei  quali  zr>  sono  comuni  colle  due  serie  f{x,y^z):=iQ 
F{x,y,z)=0. 

Un'  equazione  come  /*(a7,2/,3)-HXF(a?,j/,2;)-H,o9(;(?,?/,2)=0 
(dove  X,  p  arbitrarie  indipendenti  da  x,y,z)  rappresenta 
una  serie  di  e/:*  elementi  dei  quali  mnp  comuni  colle  tre 
serie  f{x,y,z)=0  F{x,y,z=0  ^{x,y,z)=0.  (C.  A.  R.  §  XV). 

20.  Una  funzione  F{x,y,z,u)^  dove  x,y,z,u  ritengansi 
coordinate  di  un  elemento  di  una  forma  geometrica  di  4.* 
specie  (spazio  rigato),  è  suscettibile  di  co^  valori. 
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Un'  equazione  /*(^t«/»2,''<)=0  rappresenta  cc^  elementi 
perchè  ciascuna  delle  ^^  terne  di  valori  di  tre  delle 
quattro  variabili  può  associarsi  con  un  numero  finito  (1,  2, 
3,....)  di  valori  della  4/ 

Due  equazioni  f{x,y,z,u)'=.Q  F(a7,j/,3,M)=0  rappresentano 
due  serie  di  ac^  elementi  ciascuna  aventi  in  comune  qo* 
elementi. 

Tre  equazioni  f(x,y^z,u)-=iO  F(aj,j/,5,M)=0  9(a:*,2/,2,w)=0 
rappresentano  tre  serie  di  cc^  elementi  ciascuna,  aventi 
in  comune  ce  elementi. 

Quattro  equazioni  /'=0,  F=0,  9=0,  ^^=0  (ciascuna  a 
quattro  variabili  x  y  z  u)  rappresentano  quattro  serie  di 
v:^  elementi  (rette)  ciascuna,  e  che  ne  hanno  in  comune 
mnpq  inteso  che  m,  n,  p^  q  siano  i  rispettivi  gradi  delle 
/;  F,  9,  ^. 

Un'  equazione  /*-4-XF=0  (X  arbitraria)  rappresenta  oo^ 
elementi  dei  quali  oo*sono  comuni  colle  due  serie /=0,  F=0. 

Una  equazione  /*'4-XF-Hp9=:0  (X,  p  arbitrarie)  rappre- 
senta oo^  elementi  dei  quali  oo  sono  comuni  colle  tre 
serie  /"rrO,  F=0,  9=0. 

Una  equazione  /*-HXF-4-p9-f-7'|z=0  rappresenta  ce'  ele- 
menti (rette)  dei  quali  mnpq  sono  comuni  colle  quattro  serie 
/=0,  F=0,  9=0,  ^=0. 

21.  La  coordinata  o  le  coordinate  di  un  elemento  di 
una  forma  geometrica  di  specie  qualunque  possono  riferirai 
ad  una  unità  variabile  con  esse.  Applicando  questa  varia- 
bile unitaria  come  denominatore  a  ciascuna  coordinata,  cioè 
sostituendo  invece  di  x,  y,  etc.  i  loro  rapporti  alla  varia- 
bile unitaria  nelle  precedenti  equazioni  e  poi  liberando  dai 
denominatori,  le  equazioni  stesse  si  presenteranno  omoge- 
nee rispetto  alle  variabili. 

Per  esempio  V  equazione  a  due  coordinate  x,  y 

ao?* -H&y* -♦-2/a7/-*-2f7Jr -f-2/y -«-czrO 

diventerà  omogenea  e  acquisterà  simmetria  col  riferire   x, 
y  ad  una  unità  z  variabile  con  esse  cioè  collo  scrivere 
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x^            y^           00     y            :c  y 

a — r  -^b  —z  '4-2h »-2a 1-2/*—  -♦-c*=0, 

/6  3  i  Z  Z  ^ 

e  poscia 

ax^-^by^-¥-cz^  +  2hjry-i-2gorz-¥'2/'yzzz0  . 

In  questa  equazione  ogni  termine  è  di  2.**  grado,  e  il 
primo  membro  della  stessa  può  chiamarsi  una  funzione  o- 
mogenea  di  2.**  grado  delle  tre  variabili  a\  y,  z. 

Ponendo  2;=I,  V  equazione  ritorna  nello  stato  primitivo. 
Si  può  considerare  la  z  come  una  terza  coordinata,  e  chia- 
mare X  y  z  coordinate  omogenee. 

Le  equazioni  assumendo  V  omogeneità  perdono  alquanto 
di  loro  semplicità  ma  guadagnano  la  simmetria  che  ne 
rende  più  facile  V  uso  e  le  combinazioni.  Talvolta  (giova 
come  in  seguito  vedremo)  V  introduzione  nelle  equazioni 
(non  che  di  una)  di  due  o  più  coordinate  oltre  lo  necessarie 
che  già  vi  sono  vincolando  le  une  e  le  altre  a  una  o  l'iù 
condizioni  omogenee. 

22.  Avendo  fatto  uso  della  parola  proiezione,  e  dovendo 
pur  in  seguito  valercene  reputiamo  utile  esporre  alcune 
nozioni  intorno  al  progettare  sia  nello  spazio  a  due  che  a 
tre  dimensioni  e  tanto  da  punti  come  da  rette  siti  a  di- 
stanza finita  od  infinita. 

1.*  Se  dai  punti  di  una  retta  punteggiata  p  si  condu- 
cono delle  rette  ad  un  punto  C  qualunque  si  ottiene  un 
fascio  di  rette  che  si  dirà  projettato  dalla  punteggiata  p 
verso  il  punto  C  ed  anche  (inversamente)  si  dirà  fascio  di 
raggi  projettante  la  punteggiata  p  dal  centro  C. 

Analogamente  se  si  sega  un  fascio  di  raggi  di  centro  C 
con  una  retta  qualunque  p  si  ottiene  su  questa  una  pun- 
teggiata che  si  dirà  proiettata  dal  centro  C  ed  anco  (in- 
versamente) punteggiata  projettante  il  fascio  verso  e*. 

Se  il  centro  C  è  all'  infinito  le  rette  del  fascio  sono  fra 
loro  parallele. 

2.*  Se  per  un  punto  C  di  un  piano,  e  per  i  punti  di 
una  linea  poligonale  PQRS...T  sita  nel  piano  si  segnano 
le  rette  CP,  CQ,  etc,  e  si  taglia  poi  il  fascio  di  tali  pro- 
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jettantì  con  una  retta  l  qualunque  ottiensi  una  punteg- 
giata P'Q'R'S'...T'  che  dicesi  la  projezione  centrale  o  pa- 
rallela della  poligonale  sopra  la  /  secondo  che  il  centro 
C  di  projezione  trovasi  a  distanza  finita  od  infinita.  Il  punto 
P'  chianoiasi  projezione  del  punto  P,  Q'  di  Q,  etc. 

Intanto  che  un  punto  percorre  il  semmento  PQ,  il 
punto  projezione  percorrerà  P'Q'  quindi  P'Q'  sarà  proje- 
zione di  PQ.  Similmente  Q'R',  R'S',  etc.  saranno  le  pro- 
jezioni  rispettivamente  di  QR,  RS,  etc. 

Ritenuti  positivi  i  semmenti  percorsi  dal  punto  proje- 
zione in  un  senso  della  l  e  negativi  i  percorsi  nel  senso 
opposto  è  a  dire  che  se  i  due  estrerai  P,  T  della  poligo- 
nale, il  centro  C  e  la  retta  l  sono  tenuti  fissi  facendo 
intanto  variare  ad  arbitrio  la  lunghe/za  e  direzione  dei 
lati  (PQ,  QR,  etc.)  della  poligonale,  la  somma  delle  proje- 
zioni  dei  lati  stessi  si  manterrà  costantemente  eguale  a  PT. 

Se  P  coincide  con  T,  PT=:0,  e  cioè  la  projezione  di 
un  poligono  (poligonale  chiusa)  è  nulla,  e  quindi  la  proje- 
zione di  un  Iato  è  eguale  alla  somma  delle  projezioni  degli 
altri. 

Un  lato  eguaglia  la  somma  delle  proj»«ioni  su  di  esso 
degli  altri  lati. 

È  pur  nulla  la  projezione  di  una  poligonale  PQRS T 

aperta  quando  gli  estremi  P  e  T  giacciono  sovra  una  stessa 
projettante. 

Inversamente  se  è  nulla  la  projezione  di  una  poligonale, 
gli  estremi  di  questa  saranno  sulla  stessa  projettante.  Se 
inoltre  sarà  nulla  la  projezione  (da  un  altro  centro)  della 
stessa  poligonale  e  sopra  la  stessa  retta  su  cui  sta  la  pro- 
jezione precedente  oppure  sopra  un'  altra,  allora  gli  estremi 
della  poligonale  coincideranno  in  un  sol  punto  poiché  altri- 
menti non  potrebbero  giacere  contemporanemente  sopra  due 
projettanti  distinte.  Nel  caso  è  nulla  la  projezione  della  po- 
ligonale da  qualunque  centro  e  sopra  qualunque  retta. 
(vedi  Baltzer  Stereometria). 

Z!"  Quando  P'Q'  è  projezione  parallela  di  PQ,  cioè  quando 
C  è  air  infinito,  si  ha 
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PQ  sm  6 


P'Q    "■    sen^s)  ' 

inteso  che  0,  w  siano  gli  angoli  formati  dalle  P'Q'  e  PQ 
colla  direzione  delle  projettanti. 

PQ               1 
4.^    Se    6=90\    si  ha  777777  =    ,  oppure 

P'Q''  =  PQ  cosa  , 

inteso  che  a  significhi  V  angolo  della  PQ  (direzione  P(i) 
colla  P'Q'  (direzione  P'Q'). 

In  questo  caso  la  projezione  P'Q'  dicesi  ortogonale^ 
come  diremo  ortogonale  la  projezione  di  qualunque  figura 
sopra  qualunque  retta  ogni  qualvolta  essendo  tra  loro  pa- 
rallele le  rette  projettanti  (centro  all'  infinito)  riescano  ad 
angolo  retto  colla  retta  ricevente  la  projezione. 

(Vedi  24,  l.^  2.**  in  fine  del  §,  dove  col  mezzo  delle 
projezioni  si  dimostrano  le  formule  cardinali  della  Gonio- 
metria e  Trigonometria  piana). 

5.*  Se  pei  punti  di  una  retta  punteggiata  comunque 
posta  nello  spazio  e  per  una  retta  fissa  (asse)  si  conducono 
dei  piani  si  ottiene  un  fascio  di  piani  che  si  dirà  projettato 
dalla  punteggiata  verso  la  retta  fissa  ed  anche  inversa- 
mente projettante  dall'  asse    la  punteggiata. 

Similmente  se  per  le  rette  di  un  fascio  e  per  una  retta 
fissa  (asse)  pel  centro  del  fascio  diretta  come  si  voglia 
ma  non  nel  piano  del  fascio  si  conducono  dei  piani  si  ot- 
tiene un  fascio  di  piani  da  chiamarsi  projettato  dal  fascia 
di  rette  e  projettante  dall'  asse  il  fas(;io  di  rette. 

Pure  conducendo  dei  piani  per  le  rette  di  un  fascio  e 
per  un  punto  fisso  preso  fuori  del  piano  del  fascio  si  ot- 
terrà un  fascio  di  piani  da  chiamarsi  projettanti  dal  punto 
fisso  (centro  di  projezione)  le  rette  dei  fascio. 

Il  fascio  dei  piani  avrà  per  asse  la  retta  congiungente 
il  centro  del  fascio  di  rette  con  quel  punto  fisso.  Qualun- 
que punto  dell'  asse  potrà  riguardarsi  centro  di  projezione. 
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Similmente  se  dato  un  fascio  di  piani  lo  si  ferisce  con 
una  retta  o  lo  si  sega  con  un  piano  si  otterrà  una  pun- 
teggiata oppure  un  fascio  di  rette,  e  si  quella  che  questo 
potranno  dirsi  projettati  dal  fascio  di  piani. 

6.*  Se  per  una  retta  a  (asse)  dello  spazio  a  distanza 
finita  o  infinita  e  per  i  punti  di  una  poligonale  PQRS....T 
piana  o  storta  si  conducono  dei  piani  e  poi  si  ferisce  il  fa- 
scio di  tali  piani  con  una  retta  l  si  ottiene  su  di  questa 
una  punteggiata  P'Q'R'S'....T'  da  chiamarsi  la  projezione 
della  poligonale  e  precisamente  P'Q'  projezione  del  lato 
PQ,  Q'R'  del  lato  QR,  etc.  Fissato  il  senso  positivo  sulla 
l  e  il  negativo  è  a  dire  che  se  si  tengono  fissi  gli  estro- 
mi  P,  T  della  poligonale  T  asse  a  e  la  retta  /,  facendo 
variare  comunque  la  forma  della  poligonale,  la  somma 
delle  projezioni  dei  lati  della  poligonale  si  manterrà  co- 
stantemente eguale  a  P'T'. 

Se  P  e  T  coincidono,  P'T'^0,  cioè  è  nulla  la  proje- 
zione di  un  poligono  piano  o  storto;  e  la  projezione  di  un 
lato  è  eguale  alla  somma  delle  projezioni  degli  altri. 

Un  lato  eguaglia  la  somma  delle  projezioni  sopra  di  esso 
degli  altri  lati. 

È  pur  nulla  la  projezione  di  una  poligonale  aperta 
PQRS...T  quando  gli  estremi  P  e  T  giacciono  sullo  stesso 
piano  projettante. 

Inversamente  se  sarà  niiUa  la  projezione  di  una  poligo- 
nale gli  estremi  punti  di  questa  saranno  sullo  stesso  piano 
projettante.  Se  inoltre  saranno  nulle  le  projezioni  da  altri 
due  assi  (che  non  incontrino  la  retta  congiungente  quegli  e- 
stremi  punti)  e  sopra  la  stessa  retta  su  cui  sta  la  proje- 
zione precedente  oppure  sopra  altre  due  rette  (distinte  o 
coincidenti)  allora  gli  estremi  della  poligonale  coincide- 
ranno in  uno  stesso  punto,  poiché  altrimenti  non  potreb- 
bero giacere  contemporaneamente  sopra  tre  piani  projettanti 
diversi  e  non  appartenenti  ad  uno  stesso  fascio.  Nel  caso 
sarà  nulla  la  projezione  della  poligonale  da  qualunque  asse 
e  sopra  qualunque  retta. 

7,°  Se  r  asse  a  è  all'  infinito   e  se    i    piani    projettanti 
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(che  nel  caso  sono  fra  loro  paralleli)  sono  ortogonali  (nor- 
mali) alla  retta  l  (retta  che  riceve  la  projezione,  proiezione 
che  si  dirà  ortogonale)  un  lato  qualunque  (  e  per  esempio 
PQ)  defila  poligonale,  la  projezione  P'Q'  e  T  angolo  a  delle 
direzioni  positive  della  PQ  e  della  /  (che  è  poi  V  angolo 
di  due  parallele  rispettivamente  alla  PQ  e  alla  /  uscenti 
da  uno  stesso  punto  dello  spazio)  sono  fra  loro  dipendenti 
manifestamente  secondo  Tequazione  P'Q'=PQco5a,  la  quale 
esprime  che  la  projezione  ortogonale  di  una  retta  dello 
spazio  sopra  un'  altra  qualunque  eguaglia  la  retta  mol- 
tiplicata pel   coseno    dell'  angolo  delle  due  rette. 

8.**  Se  diciamo  l^,  l^, ,  /„   gli  n  lati  di   un   poligono 

chiuso  (piano  o  storto  che  sia)  e  se  rappresentiamo  con 
Cr,i  Cr.g  etc.  i  coseni  degli  angoli  che  le  rette,  cui  appar- 
tengono i  lati  del  poligono,  o  che  sono  parallele  rispet- 
tivamente ai  lati  del  poligono,  formano  con  una  retta  r 
qualunque  dello  spazio,  e  se  intendiamo  proiettato  ortogo- 
nalmente il  poligono  sulla  r,  avremo 

Si  potrà  cambiare  il  senso  positivo  della  retta  cui  appar- 
tenga un  lato  4  ma  allora  muterà  segno  4  non  solo  ma 
anche  Cr^v  e  il  segno  del  prodotto  IrCr^v  non  muterà. 

9.**  Se  dai  punti  di  un  piano  punteggiato  comunque 
posto  nello  spazio  condu censi  delle  rette  ad  un  punto  C 
(centro)  a  distanza  iSnita  od  infinita  si  ottiene  una  stella  di 
rette  da  dirsi  projettata  dal  piano  punteggiato  verso  il 
centro  C  e  anche  stella  di  raggi  projettante  dal  centro  C 
il  piano  punteggiato. 

Se  dalle  rette  di  un  piano  rigato  si  conducono  dei  piani 
ad  un  centro  C  si  ottiene  una  stella  di  piani  a  dirsi  pro- 
jettata dal  piano  rigato  verso  C  e  projettante  da  C  le  rette 
di  quel  piano. 

Se  data  una  stella  di  rette  o  di  piani  la  si  sega  con 
un  piano  si  ottiene  un  piano  punteggiato  o  rigato  che  potrà 
dirsi  projettato  dalla  stella  ed  anche  projettante  la  stella. 
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10."*  Se  i  punti  PQR...  di  una  figura  dello  spazio  (e 
per  esempio)  piana  a  contorno  rettilineo,  o  curvilineo  o 
misto  vengano  congiunti  mediante  rette  ad  un  punto  C  e 
poi  si  sega  la  stella  di  queste  rette  con  un  piano  K  si  avrà 
sul  piano  una  figura  P'Q'R'....  da  chiamarsi  projezione  della 
PQR....  sul  piano  K. 

II.*  Se  C  è  air  infinito  e  se  le  rette  projettanti  (che 
sono  nel  caso  parallele)  riescono  ortogonali  (ad  angolo  retto) 
con  K  allora  V  area  della  projezione  P'Q'R'....  (projezione 
ortogonale)  eguaglia  V  area  della  figura  PQR....  stessa  mol- 
tiplicata pel  coseno  dell'  angolo  formato  dal  piano  della 
fig'ira  col  piano  K. 

La  figura  PQR a  contorno  qualunque  esistente  sopra 

un  pano  H  sia  di  area  a.  La  projezione  ortogonale  della 
figura  sul  piano  K  sia  di  area  a^.  Se  da  un  punto  della 
projezicutì  distante  0'  dal  corrispondente  nella  figura  pro- 
jettata  si  guida  un  piano  parallelo  ad  H,  esso  segherà  la 
stella  (che  ha  il  centro  all'  infinito)  delle  rette  projettanti 
secondo  una  figura  eguale  alla  projettata.  Si  avi-à  cosi  un 
prisma  con  base  ed  area  a,  che  avrà  a,  per  sezion  retta 
e  s  per  ispigolo.  Detta  h  V  altezza  di  tale  prisma  se  ne 
potrà  esprimere  il  volume  in  due  modi,  ossia  sezion  retta 
a^  moltiplicata  per  spigolo  s,  oppure  base  a  moltiplicata 
per  altezza  h,  e  cioè  a^s-zzah,  ossia 

à,  h 


Ma  r  altezza  h  è  normale  al  piallo  H  e  lo  spigolo  s  al 
piano  K,  cosi  angolo  delle  duo  direzioni  dell'altezza  e  dello 
spigolo  é  lo  stesso  di  quello  dei  due  piani  H  e  K,  e  perciò 

-=cos{YLK)       * 

inteso  con  (HK)  l'angolo  dei  due  piani. 

12.**  Intendendo  per  poliedro  un  insieme  di  porzioni  di 
piani  che  chiudano  uno  spazio  limitato  in  tutti  i  sensi  si 
può  dire  che  la  somma  delle  projezioni  delle  facce    di    un 
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poliedro  qualunque  sopra  un  piano  qualunque  è  nulla,  e 
qualunque  sia  il  centro  di  prqjezione,  ritenuto  che  due 
projezioni  consecutive  debbano  considerarsi  dello  stesso  se- 
gno od  opposto  a  seconda  che  V  una  sia  al  di  fuori  o  al  di 
dentro  dell'  altra.  (•) 

In  questo  senso  si  potrà  pur  *dire  che  la  proiezione  di 
una  faccia  è  eguale  alla  somma  delle  projezioni  delle 
altre  sopra  di  essa  —  Per  esempio  in  un  tetraedro  una 
faccia  eguaglia  la  somma  delle  projezioni  su  di  essa  delle 
altre  tre. 

Pel  centro  C  di  projezione  immaginiamo  un  piano  di- 
retto comunque  ma  che  incontri  il  poliedro.  Il  piano  se- 
gherà il  poliedro  secondo  un  poligono  chiuso,  oppure  secondo 
due  o  più  poligoni  chiusi  dei  quali  uno  o  più  potranno  ri- 
dursi ad  un  punto,  ad  un  semmento  di  retta  doppia,  oppure 
etc.  Si  può  far  rotare  il  piano  per  modo  attorno  ad  una 
retta  CK  fissa  che  la  detta  intersezione  generi  tutta  la 
superficie  del  poliedro  o  a  meglio  dire  per  modo  che  la 
superficie  del  poliedro  possa  pensarsi  come  il  tessuto  delle 
infinite  intersezioni  del  piano  mobile  col  poliedro.  La  se- 
zione del  piano  mobile  col  poliedro  avrà  sul  piano  che  ri- 
ceve la  projezione  una  projezione  costantemente  nulla  (es- 
sendo chiuso  0  chiusi  il  poligono  o  poligoni  di  sezione) 
dunque  sarà  nulla  la  projezione  del  poliedro. 

Si  può  intendere  V  annullamento  della  projezione  del 
poliedro  anche  imaginando  che  la  retta  projettante  (  cioè 
quella  che  parte  dal  centro  di  projezione  e  va  ad  un  punto 
della  superficie  poliedrica)  ruoti  attorno  C  e  descriva  ad 
uno  ad  uno  i  punti  (elementi  infinitesimi)  della  superficie 
lasciando  ad  ogni  volta  una  traccia  sul  piano  che  riceve 
la  projezione.  La  retta  mobile  dovrà  riprendere  una  stessa 
posizione  almeno  due  volte  con  moti  contrarii  e  se  più  di 
due  un  numero  pari  di  volte  essendo  la  superficie  poliedrica 
chiusa  (con  facce  rientranti  o  no  o    etc).   Considerando  di 


(*)  Vpdi  per'  le  projezioni  ortoijonali  Lpfébure  de  Fourcy,  Gi'omò- 
trie  Analytiqae  a  trois  dimensions  etc.  Ghapitre  Premier  n.°  .')40  — 
Projections  etc.  Paris  Mallet-fìachelier  1859. 
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un  certo  segno  (e  per  esempio  positivo)  il  valore  della 
prima  traccia  (projezione  di  un  elemento  infinitesimo  della 
superficie)  e  di  segno  opposto  il  valore  della  seconda  traccia 
che  verrà  a  sovrapporsi  alla  prima  e  così  negativo,  positivo 
il  valore  della  terza  traccia,  etc.  si  riconosce  nullo  il  ri- 
sultato di  tutte  le  traccio  cioè  la  projezione  del  poliedro. 

Si  può  immaginare  che  la  retta  mobile  con  un  primo 
passaggio  lasci  una  traccia  sul  piano  di  projezione,  che  que- 
sta traccia  venga  cancellata  da  un  secondo  passaggio,  che 
venga  rimessa  da  un  terzo,  cancellata  da  un  quarto,  etc. 
Siccome  i  passaggi  sono  in  numero  pari  così  in  fine  non 
rimarrà  alcuna  traccia. 

Del  resto  (Baltzer  Trigonometria  §  6  Poligonometria  e 
Poliedrometria  n.*  3  e  seguenti)  in  modo  più  lato  e  senza 
ambiguità  di  sorta  si  può  riconoscere  come  fissati  ad  arbi- 
trio i  sensi  positivi  degli  n  piani  sui  quali  stanno  rispetti- 
vamente (o  ai  quali  sono  parallele)  le  facce  del  poliedro  e 
ritenuto  pei  perimetri  di  esse  faccio  sodisfatta  la  legge  de- 
gli spigoli  (Baltzer  Stereometria  §  8,  16)  e  quindi  le  me- 
desime di  determinati    valori    ij,  /,,  ,  In    debba  riescir 

nulla  qualunque  projezione  del  poliedro  sopra  un  piano 
qualunque  di  cui  il  senso  positivo  sia  fissato  pure  ad  arbi- 
trio e  pel  caso  della  ortogonalità  possa  scriversi 

inteso  che  Cp,^  Cp,^,  etc.  significhino  i  coseni  degli  angoli 
che  il  piano  arbitrario  P  ricevente  la  projezione,  forma  ri- 
spettivamente coi  piani  1.°  2,'' ,  n.°  ai  quali  appartengono 

le  /p  l^, ,  In  . 

Cosi  una  stessa  formola  come  liCp,i-^l^Cpj^'^....'^lnCp,n=0 
si  adatta  tanto  ad  un  poligono  chiuso  piano  o  storto  pro- 
iettato (pag.  24)  da  una  retta  dello  spazio  mediante  piani 
sopra  un'  altra  retta  come  ad  un  poliedro  projettato  da  un 
centro  sopra  un  piano  ritenuto  le  l  come  seramenti  di  rette 
e  le  e  come  coseni  di  angoli  di  rette,  oppure  le  l  come 
fecce  di  poliedro,  e  le  e  come   coseni    di    angoli  di  piani. 
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23.  Mediante  projezione  o  sezione  due  delle  tre  forme 
fondamentali  di  prima  specie  si  possono  dedurre  dalla  terza, 
e  cosi  projettando  i  punti  di  una  punteggiata  da  un  punto 
con  rette  si  ha  un  fascio  di  rette,  da  una  retta  con  piani 
un  fascio  di  piani. 

Segando  un  fascio  di  rette  con  una  retta  si  ha  una 
punteggiata,  projettando  le  rette  del  fascio  con  piani  da  un 
punto  si  ha  un  fascio  di  piani  che  ha  per  asse  la  congiun- 
gente il  punto  col  centro  del  fascio  di  rette. 

Segando  un  fascio  di  piani  con  una  retta  si  ha  una 
punteggiata,  con  un  piano  un  fascio  di  rette. 

Analogamente  dal  piano  punteggiato  projettandone  i 
punti  da  un  centro  mediante  rette  deducesi  una  stella  di 
l'ette,  dal  piano  rigato  projettandone  le  rette  da  un  punto 
mediante  piani  deducesi  una  stella  di  piani. 

Inversamente  da  una  stella  di  rette  o  di  piani  mediante 
un  piano  segante  deducesi  il  piano  punteggiato  o  rigato, 
etc.  etc. 

24.  1.^  Consideriamo  tre  rette  qualunque  sostenute  da 
uno  stesso  piano  e  formanti  triangolo  di  vertici  0,  H,  K. 

Per  la  retta  cui  appartengono  0  e  H  la  direzione  po- 
sitiva sia  da  0  verso  H.  Poniamo  un  simbolo  x  lungo  la 
retta  per  modo  che  tanto  la  notazione  OH  come  Ox  accenni 
la  stessa  direzione. 

Per  la  retta,  cui  appartengono  0  K,  la  direzione  positiva 
sia  da  K  verso  0.  Poniamo  lungo  la  retta  un  simbolo  y 
per  modo  che  KO,  Oy  significhino  la  stessa  direzione. 

Si  possono  ritenere  la  0.r,  la  Oj/  come  due  assi  Car- 
tesiani. 

Pel  punto  0  e  nell'  angolo  xjQx  si  guidi  una  retta  OM 
parallela  a  KH  ritenendo  che  KH  e  OM  abbiano  a  signi- 
ficare una  stessa  direzione  positiva.  Abbassando  da  M  una 
parallela  ad  0\j  fino  alT  incontro  P  colla  Ox  si  ottengono 
r  ascissa  iif^zzOP  e  T  ordinata  y=:PM  del  punto  M.  ('). 


(*)  Vedi  fìg.  pag.  l  nella  quale  venga  tracciata  una  retta  che  in- 
tersechi la  Oy'  in  un  punto  K  e  la  0.r  in  un  punto  H  in  modo  da 
riescire  parallela  alla  OM. 
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Projettando  ortogonalmente  dette  coordinate  a?,  y  sulla 
Or  e  poi  sulla  Oy  e  poi  sulla  OMrrr  si  hanno  le  equazioni 

X  -^ycos{xìj)-=zrcosa    J 

xcos{xy)-^y    .         z=,rcos^    >  (i) 
xcosoL     -^ycos^       -^r  1 

dove  (xy)  denota  V  angolo  formato  dalle  direzioni  positive 
degli  assi  Ox  Oy,  e  a  p  denotano  gli  angoli  che    la   dire- 
zione positiva  OM  forma  rispettivamente  con  Ox  e  con  0//. 
Eliminando  x,  y  risulta  V  equazione 

'    1  cos{xy)  cosa 

I 
cos{:ry  1  coy^      ziO , 

cosa,      cos^  1 

la  quale  vale  a  determinare  uno  dogli  angoli  di  tre  rette 
dati  gli  altri  due,  ed  anche  val(3  dati  due  assi  Cartesiani 
ad  esprimere  la  relazione  che  lia  luogo  fra  gli  angoli  di 
una  retta  del  piano  coi  due  assi. 

2.°  Dalle  (ì)  sono  deducibili  le  equazioni  o  formolo  fon- 
damentali della  Goniometria  e  della  Trigonometria  piana. 

Eliminando  cosa^  cos^  fra  esse  si  ottiene 

.p«H-y'-f-2./7/co.v(.'7/)=:r*. 

Cosi  indicati  con  P,  M,  0  gli  angoli  interni  del  trian- 
golo PM(^  possiamo  scrivere 

,'2=j?«H-//*— 2j7/c*o.vP 
y^=iir^^^r^ — 27\rcosO 
j?*=:r*H-</' — 2rycosM  , 

equazioni  importanti  per  la  risoluzione  dei  triangoli. 

Posto  pot    P=-p-     deducesi  il  teorema   di   Pitagora,  e 

cioè  r*:=a?*-i-t/*  . 

Di  qui  messo,  x=rcosO  yzzzrcosMz^rsenO ,  deducesi 
l=co5*0-H5en'0,  la  quale  associata  alle  formolo  di  defi- 
nizione 
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senO 
tangOz=,  — p- ,      ta7igOcotgO= 1 

cosOsecO^l  ,      senOcosecO=ì 

dà  modo  di  esprimere  tutte  le  funzioni  trigonometriche  di 

un  angolo  o  di  un  arco  per  mezzo  di  una  qualunque  di  esse. 

Proiettando  ortogonalmente  ancora  a?,  y,  r  sopra  rette 

normali  rispettivamente  ai  lati  x,  y,  r  medesimi  si  ottiene 

ysenP=7'senO 
rsenM.=xsenP 
xsenO:=ysenM 

ovvero   y  :  r  :  x  :  :  scìiO  :  seiiP  :  se^iM,    equazioni    pur 
esse  importanti  alla  risoluzione  detta. 

A  motivo  di  questa  proporzionalità  dei  lati  di  un  trian- 
golo ai  seni  degli  angoli  opposti  e  perchè  senP=^en(ornf), 
etc.  si  potrà  nelle  (e)  a  vece  di  x,  y,  r  porre  rispettiva- 
mente tali  seni  e  scrivere 

sen^-^senoi,cos{xii)  =zsen(xij)  cosa 
sen^cos(xii)  -^sena  =se  n{xy)cos^ 
sen}icos(x-^senoiCOs^=zsen{xy)  . 

Siccome  (a?j/)=a-*-j3 ,     cosi 

5(?nj  (xy) — a  j  =zsen(xy)oos(x — senacos{xy) 
seìi\  {xy) — ^1  =isen{xy)cos^ — sen^cos(xy) 
sen(oL-^fi)^se7i(xcos^-^sen^coS(x  , 

dove  si  può  ritenere  {xy)^  a,  ^  angoli  qualunque. 

Le  due  prime  formole  esprimono  il  seno  della  differenza, 
e  la  terza  quello  della  somma  di  due  angoli  od  archi  in 
funzione  dei  seni  e  coseni  degli  stessi,  e  si  possono  com- 
pendiare in  una  sola  come 

sen{(x'±l?)==senoLCOs^'jj)osasen^ 
da  riguardarsi  come  cardinale  della  goniometria. 

Da  essa  mutando  a  in  -^ a    deducesi 
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cos(oilì.^)  ■=.cosaLCOs^^sen%seii^ 

importante  come  la  precedente. 

Per  esse  si  può  esprimere  il  seno,  coseno,  tangente, 
etc.  di  una  somma  di  angoli  o  archi  in  funzione  dei  seni, 
coseni,  etc.  degli  angoli  od  archi  stessi. 

Come  pure  si  possono  esprimere  i  soni,  coseni,  etc.  di 
archi  multipli  e  sottomultipli  di  un  arco  per  mezzo  del 
seno,  coseno,  etc.  dell'  arco. 

Per  esse  si  può  anche  stabilire  formule  relative  alle 
somme  e  differenze  di  seni,  coseni,  etc.  adatte  al  metodo 
logaritmico. 

Ad  esempio  si  ha 

sen{pL-^^)'^sen{aL — ^)=2senoLCOs^ , 
sen(%-^^) — sen[ix — ^)^z2cosaLsen^  , 
cos(oL — ^)-^cos(aL-^^)=2cosaLCOS^ , 
cos(ai — jS) — cos(oL-^^)=2senaLsen^ , 
e  posto     «H-jB^Y     ^ — ?=^    vedesi 

Y^^        Y— h5^ 
serf^ — sen^^=2cos—  —  sen—^  , 

cos^-^cos^{z=2cos—-  cos—^ , 

cos^ — C05v=2^^n— r—  sen- 


Da  queste  poi  deducesi 


tatig 


2  2 


sen-{ — sen^  Y — ^  ' 

— =    tana     -   , 

CO^^'H-CO^Y  2 

sen^^-^sen^  Y — ^ 


COS& — co^Y 


cotg  -^—  ,    etc.  etc. 
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§  II. 

Equazioni  in  coordinate  Cartesiane  di  punti,  rette  ed  altre  linee 
in  piano  punteggiato,  di  punti,  piani  ed  altre  superficie  nello  spazio 
punteggiato  —  Equazioni  omogenee  e  forme  geometriche  di  specift 
diverse  —  Distanze  di  punti  —  Angoli  di  rette,  di  spiani  —  Sfera 
circoscritta  al  tetraedro  —  Formole  di  trigonometria  sferica  —  Pro- 
iezioni di  rette,  di  aree  piane  —  Triang«)li,  Tetraedri  definiti  j)er  co- 
ordinate Cartesiane  —  Rappresentazione  abbreviata  di  fasci  di  rette, 
di  fasci  di  piani,  di  stelle. 

1  Due  equazioni  X'=.a  y=b  che  definiscano  il  valore  e 
il  segno  disile  coordinate  Cartesiane  di  un  punto  M  soste- 
nuto da  un  piano,  e  valgano  (dati  gli  assi  (Kt,  Oy)  a  co- 
struirlo sogìionsi  chiamare  equazioni  del  punto  M  (§  I, 
n."7)  (•). 

L'  equazione  xzza  conviene  agli  infiniti  punti  di  una 
retta  che  sia  parallela  all'  asse  Oy,  e  in  tale  posizione  che 
il  semmento  di  qualunque  parallela  alT  asse  O.r  compreso 
fra  quella  retta  ed  0^  risulti  di  lunghezza  a.  Tal  retta  è 
a  dirsi  il  luogo  dei  punti  rappresentati  dalla  .fj=rì,  e  a  sua 
volta  la  x^a  è  a  dirsi  l'equazione  di  una  punteggiata  so- 
stenuta da  una  retta  parallela  all'  asse  Oy. 

Similmente  la  y=ft  ha  per  luogo  una  retta  parallela 
all'  asse  Ox,  e  dicesi  equazione  della  stessa  retta. 

Cosi  le  due  equazioni  xz=a  y^b  di  un  punto  valgono 
a  determinare  due  luoghi  di  punti  (due  rette)  dalla  cui 
intersezione  risulta  il  punto. 


(*)  In  generale  le  equazioni  m  coordinate  x,  y, come  /(j?)=rO, 

/'(a?,y)— 0,  f{x,y^z)=0,  etc.  diconsi  equazioni  degli  elementi  geometrici 
cui  sono  relative. 
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Le  due  equazioni  x^O  j/^0  hanno  per  luoghi  rispet- 
tivamente r  asse  delle  y  e  V  asse  delle  x^  e  quindi  sono 
le  equazioni  del  punto  0  d'  origine. 

2.  1/  La  OPMQ  (  fig.  §  I.  pag.  1)  (parallelogrammo 
delle  coordinate  di  M)  possiede  due  lati  che  valgono  la  07 
di  M  e  due  che  valgono  la  y,  e  in.  x  (ascissa)  del  punto 
M  può  chiamarsi  projezione  della  OM=r  suU'  asse  delle 
X,  e  la  y  (ordinata)  projezione  della  stessa  r  suir  asse 
delle  y  (projezioni  parallele). 

2."*  Ritenuto  che  la  notazione  (xy)  significhi  V  angolo 
delle  direzioni  positive  degli  assi,  e  che  <x,  ^  siano  gli  an- 
goli formati  dalla  r  (direzione  positiva)  con  Ox  e  Oy 
rispettivamente,  si  ha 

r      sen{xy)  r      sen{xy)  serux. 

—  -=1 ;—  ,       —  = ,    donde  y= — z  x. 

X        seìi^  y        sena  "^     sen^ 

sena 

3.'  1."*  L'  equazione  j/= — -z  x  è  verificata  dalle  coor- 
dinate di  un  punto  qualunque  della  retta  cui  appartiene 
il  semmento  r,  e  perciò  è  a  dirsi  equazione  della  retta 
stessa.  Assegnando  valori  arbitrarli  alla  x^  ricavando 
dair  equazione  i  corrispondenti  di  y,  costruendo  i  punti 
definiti  dalle  copie  di  coordinate  in  tal  modo  calcolate  si 
ottengono  punti  della  retta. 

Se  la  retta  si  sposta  parallelamente  alla  primitiva  posi- 
zione, le  ordinate  dei  punti  variano  in  più  o  in  meno  di 
un  semmento  eguale  allo  spostamento  s  suU'  asse  Oy  del 
punto  che  la  retta  ha  coincidente  coli'  origine  0  nella  pri- 

sena, 
mitiva  posizione,  e  perciò  l'equazione  diverrà  y^ — g^IL^» 

equazione  traducibile  nella  forma  ma?-Hnj/-t-p=iO. 

Qualunque  retta  del  piano  riferita  ad  assi  qualunque  è 
rappresentata  da  un  equazione  del  tipo  W2a?-f-nj/-f-p=0. 

2.*  Pur  si  può  dedurre  T  equazione  di  una  retta  qua- 
lunque che  taglia  sopra  Ox  un  semmento  OA=:a  e  sopra 
Oj/  un  semmento  0B^6  dalla  similitudine  dei  due  triangoli 

3 
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b          y 
OAB,  PAM,     la  quale  manifesta   che     — = ,  ossia 

X        y 

K  —  ^1  .    Da  questa  equazione  di  nuovo  deriva  V  av- 
vertita forma  generale  ma?-f-n2/-+-p=0. 

3.*  Se  gli  assi  sono  ortogonali  si  ha  x^ircosoL , 
yzzrcos^-^rsenoL ,  donde  yzzxtangoL^  equazione  della  retta 
(che  passa   per   V  origine)    in    coordinate  ortogonali. 

Una  retta  qualunque  sarà  rappresentata  dall'  equazione 
y=,xtangoL-¥'S  . 

4.  1.^  Si  ha  inoltre  (§  I.  n.^  24,  2!")  per  assi  obbliqui 
r'=:ir*-f-j/*-f-2a?yco5(a?i/),  e  per  assi  ortogonali  r*=r^*-f-J/^ 
e  cioè  la  distanza  di  un  punto  dall'  origine  in  funzione 
delle  coordinate  Cartesiane. 

2.°  L'  una  e  1'  altra  equazione  conviene  a  qualunque 
punto  di  un  cerchio  di  raggio  r  e  di  centro  0,  e  pertanto 
si  può  chiamare  la  prima:  equazione  del  cerchio  riferito  al 
centro  e  a  due  diametri  fra  loro  obbliqui,  la  seconda:  e- 
quazione  del  cerchio  riferito  al  centro  e  a  due  diametri 
ortogonali. 

L'  una  e  1'  altra  valgono  per  la  costruzione  di  punti  del 
cerchio.  Si  assegnano  valori  arbitrarli  alla  x,  si  rica- 
vano i  corrispondenti  di  j/,  e  man  mano  si  costruiscono  i 
punti  definiti  dalle  coordinate  in  tal  modo  calcolate. 

3.**  Dalla  r^^zx^-^y^-^2xycos{xy)  guardando  la  a?  e  la 
y  come  projezioni  obblique  parallele  della  r  sugli  assi  si 
apprende  che  il  quadrato  della  distanza  di  due  punti  del 
piano  eguaglia  la  somma  dei  quadrati  delle  projezioni  della 
distanza  sui  due  assi  più  il  doppio  prodotto  di  queste  due 
projezioni  pel  coseno  dell'  angolo  delle  direzioni  positive 
degli  assi.  Pertanto  se  si  avranno  due  punti  M(rr,?y), 
N(.77',j/')     la  loro  distanza  r  sarà  data  dalla  equazione 

r^=[x—x'y^{y—y'Y^2{x—x){y—y')cos{xy), 

poiché  appunto  x — x\  y — y  sono  le   projezioni  sugli    assi 
della  r. 
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se gli  assi  sono  ortogonali  si  ha  r*=(a7— a?')*-f-(t/ — i/)^. 
4."*  Tenendo  fissi  i  valori  di  x\  r/  e  facendo  variare  x 

«  y  vedesi  che  1*  una  e  1*  altra  equazione  s'  adatta  ad   un 

<;ircolo  di  raggio  r  e  di  centro  {x\  j/'),  e  può  chiamarsi  e- 

•quazione  di  un  circolo. 

Sta  bene  osservare  che  le  due  equazioni  sono  comprese 

nella  generale  di  secondo  grado  a  due  variabili  x  e  y,    e 

<5ioè  (zx*'^2hxy-^by^'^2gx^2/y^c:=z0  . 

La  prima  delle  dette  equazioni  comprende   tutte   le   e- 
K^uazioni  del  circolo  sopra  indicate. 
òJ"  Pel  caso  degli  assi  obbliqui  si  ha 

sen^  senoi 


sen(xy)  ^     ^       sen(xy) 

e  pel  caso  degli  assi  ortogonali 

X — x'^zrcosoL  ,        y — y'^rsena  . 

5.  1.^  Come  le  precedenti  equazioni  chiamansi  equazioni 
•di  un  cerchio,  cosi  in  generale  un  equazione  f(x^y)z:zO  di 
grado  n  dicesi  equazione  di  una  linea  d'  ordine  n  posta  nel 
piano  xOy  se  è  soddisfatta  dal  porre  x,  y  rispettivamente 
eguali  alle  coordinate  di  qualunque  punto  della  linea 
(x  punti  §  1  n."  18). 

L*  equazione  di  una  linea  vale  per  costruire  dei  punti 
di  essa  quanti  si  voglia.  Si  assegnano  valori  ad  arbitrio 
ad  una  delle  due  variabili  e  per  esempio  alla  x  esi  ricava 
poi  dair  equazione  il  corrispondente  o  corrispondenti  valori 
di  y  e  man  mano  con  ciascuna  coppia  di  valori  di  rr  o  ?/  in 
tal  modo  determinati  si  costruisce  un  punto  sul  piano  xOy, 

2.°  Un'  equazione  f(x,y)^0  omogenea  rispetto  alle  va- 
riabili X,  y  si  può  intendere  applicata  ad  una  forma  di  1.* 
«pecie  (punteggiata,  o  fascio  di  rette,  o  fascio  di  piani)  se 
si  considerano  x,  y  come  coordinate  omogenee  (§  1  n.**  21) 
di  un  elemento  della  forma  (si  potrà  far  scomparire  una 
delle  due  coordinate,  y  per  esempio,  ponendo  y^l,  oppure 
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X 

dividendo  V  equazione  per  y  e  considerando  —  come  uni- 
ca coordinata),  e  si  può  pure  intendere  applicata  ad  una  forma 
di  2/  specie  (piano  punteggiato  o  stella  di  rette)  se  si  con- 
siderano X,  y  come  coordinate  di  un  elemento  della  forma. 

\V  L'  equazione  av-^by=zO  cioè  (  a ^bzuOj  rap- 
presenta (se  applicata  ad  una  forma  di  1.*  specie)  un 
punto,  oppure  una  retta,  oppure  un  piano,  e  rappresenta 
oc  punti  in  retta  se  applicata  ad  un  piano  punteggiato,  cr. 
raggi  in  piano  di  una  stella  se  applicata  ad  una  stella  di 
rette. 

4.^  Similmente  l'equazione  aa7*-t-2Aa?2/-f-6j/'^0  rappre- 
senta due  elementi  reali  distinti  o  coincidenti  o  immaginarli 
se  applicata  ad  una  forma  di  prima  specie,  e  rappresenta 
infiniti  punti  in  due  rette  (reali  distinte,  o  coincidenti,  o 
immaginarie)  sopra  di  un  piano  punteggiato,  a  rette  in 
un  piano  (fascio  di  rette)  ed  co  rette  (fascio)  in  altro  piano 
se  applicata  ad  una  stella  di  rette. 

5.*  L'  equazione  generale  omogenea  /'(a?,y)=0  di  grado 
n  si  può  tradurre  nella  forma 


(f-")(7-0-(T-')=»' 


ossia 


a{x—(xy)  (x—^)  .  .  .  (x—py)=0 , 
dichiarato  a  il  primo  coefficiente,   a,  p,  y»  i  p    le  n  ra- 

X 

dici  deir  equazione  in    —    deducibile  dalla  proposta   me- 
diante la  divisione  di  essa  per  y^ . 

Pertanto  la  proposta  equazione  applicata  ad  una  forma 
di  1.*  specie  (coordinate  omogenee)  rappresenterà  n  ele- 
menti di  essa  (punti  se  punteggiate,  rette  se  fascio  di  rette, 
piani  se  fascio  di  piani)  i  quali  tutti  potranno  essere  reali 
distinti,  coincidenti  tutti  o  parte,  immaginarii  tutti  o  parte, 
applicata  ad    un   piano   punteggiato    rappresenterà    infiniti 
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punti  distribuiti  sopra  n  retto  (n  punteggiate  sostenute  da 
altrettante  rette  concorrenti  nell'  origine  se  x,  y  siano 
•coordinate  Cartesiane),  applicata  ad  una  stella  di  rette  rap- 
presenterà infiniti  raggi  distribuiti  in  n  fasci  aventi  comune 
uno  stesso  raggio. 

6.  Due  rette  in  piano  Cartesiano  rappresentate  dalle 
-equazioni  ax-^by-^cz=0  ax-^b'y-^c=:0  s'  incontrano 
in  un  punto  di  coordinate 


X  =. 


Se 


e 

h 

1 

1  e 

V 

1  a 

b  1 

a 

V 

a 

b 

a' 

V 

=  0 


?y  = 


a 

ossia  — r  = 
a 


b 
V 

b 

y 


4F,  y  sono  infinite,  cioè  le  due  rette  parallele. 
e      b  a 

e      &'  i    "    I  a' 


Se 


^0  anche 


h 
ì) 


0 

sarà    nullo,  e    or?    e    y  prendono  la  forma  — 


e     cioè    le 


■due  rette  hanno  comuni  a:  punti  o  in  altre  parole  sono 
coincidenti. 

Se  però  c=c'=:0,  saranno  zero  i  due  primi  determi- 
nanti e  potrà  non  esserlo  il  terzo,  e  nel  caso  le  due  rette 
sono  distinte  e  s'  incontrano  nel  punto  d'origine  degli  assi, 
e  le  loro  equazioni  riduconsi  ad  ax-^by=zO  àx-^b'y^=.0,  o 
più  semplicemente    y=kx    yzzhx, 

7.  1."  Sia  AB  una  retta  riferita  ai  due  assi  obbliqui 
Cartesiani  Qx,  Oy  e  sia  OI=p  la  distanza  di  essa  dal- 
l' origine  e  a,  ,3  gli  angoli  che  la  01  fa  rispettivamente 
con  Ox  e  con  Oy,  x=iOP,  yzzPM  le  coordinate  di  un 
punto  della  retta.  (  *  ) 


(•)  Vedi  fig.  pag.  i  nella  quale  ven/<a  tracciata  una  retta  pel 
panto  M  che  tagli  un  semmento  OA  sulPasse  Ox  e  un  semmento 
06  suir  a«se  Oy  e  venga  pur  segnata  un  altra  reità  01  normale  alla 
AB  e  che  la  intersechi  in  un  punto  J. 
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Projettando  ortogonalmente  il  quadrilatero  OPMI  sopra. 
01  si  avrà  (§  I,  n.'  22) 

p^xcosa-^ycos^y    oppure    xcosa-^-ycos^'-p^O , 

e  cioè  r  equazione   della   retta    nella    forma    ncirmale    di- 
Hesse.  (*) 

Se  gli  assi  sono  ortogonali  cos^^sena^  e  si  ha  per^ 
equazione  normale    xcosa-^ysen» — j9=0. 

2.^  L'  equazione  normale  dà  un  mezzo  facile  per  deter- 
minare la  distanza  d  di  un  punto  (X,Y)  dalla  retta  poi- 
ché   d^XcosoL-^ycos^ — p. 

Invero  una  retta  condotta  per  (X,Y)  parallelamente 
alla  xcosa-^ycos^ — pzzO  ha  per  equazione  normale 
xcosoL-^-ycos^ — p''=:0^  e  quindi  si  verifica  la  condizione^ 
Xco^a-4-Yco5P-^'=0  donde  p'znXcosa-^ycos^.  Ma 
d^zp' — p  e  cioè  dzzXcoscc^ycos^—'p. 
Se  il  punto  (X,Y)  s'avvicina  alla  retta  xcosa-^ycos^—p^O^ 
d  decresce,  se  (X,Y)  viene  a  porsi  sulla  retta,  d  diventa. 
zero.  Pertanto  si  può  dire  che  V  equazione  normale  signi- 
fica che  un  punto  della  retta  dista  zero  dalla  stessa. 

8.  1:*  Le  equazioni  xzna,  y:=:b^  zznc  che  definiscono  i* 
valori  delle  coordinate  di  un  punto  M  dello  spazio  rispetto* 
a  tre  assi  Ox,  Oy,  Oz  dìconsi  equazioni  del  punto  M,  e 
valgono  a  costruirlo. 

Si  segna  OH=a,  HP=6  sul  piano  xOy  e  parallela  al- 
l' asse  Oy,  PM=c  parallela  all'  asse  Oz.  L'  estremo  M  di 
quest'  ultima  è  quello  cui  convengono  le  dette  equazioni. 
(§  I  n.«  12,  e  fig.  pag.  11), 

L'  equazione  rma  conviene  a  qualunque  punto  di  uà 
piano  parallelo  al  piano  yOz,  e  chiamasi  V  equazione  di 
tal  piano. 

Similmente  y^b^  zzzc  sono  le  equazioni  di  due  piani 
uno  parallelo  al  piano  xOz,  V  altro  al  piano  xOy. 


(')  Lecons  sur    la   Geometrie  par  Alfred   Clebsch   traduites   par 
Adolphe  Benoist  Paris  Gauthiers-Viilars  1879. 
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Pei*tanto  le  equazioni  di  un  punto  non  sono  altro  che 
le  equazioni  di  tre  piani  di  cui  esso  è  intersezione. 

2.**  Le  equazioni  a?=0,  2/=0,  s=0  sono  le  equazioni 
rispattive  dei  tre  piani  coordinati  yOz,  xOz,  xOy,  e  coesi- 
stendo individuano  il  punto  d'  origine. 

9.  ì.**  Sia  ABC  un  piano  qualunque  che  sega  tre  assi 
Cartesiani  Oo?,  Oy,  05  nei  punti  A,  B,  C,  ed  01=zp  la  di- 
stanza di  tal  piano  dall'  origine,  ed  a,  ^,  y  siano  gli  angoli 
che  la  01  fa  rispettivamente  con  Oo;,  Oj/,  Oz,  e  a?=OH, 
y=HP,  zzzPyi  le  coordinate  di  un  punto  M  qualunque 
del  piano.  (*) 

Projettando  ortogonalmente  (§  I,  n.**22,  8.°)  il  poligono 
storto  OHPMI  sopra  01  si  ha 

pziixcosa-t-ycos^-^zcosy, 
oppure 

xcosa-^tlcos^-^-zcos'^ — j?=rO  , 

che  diremo  equazione  normale  del  piano;  equazione  perchè 
è  soddisfatta  dalle  coordinate  di  un  punto  qualunque  del 
piano,  normale  perchè  contiene  la  normale  p  condotta  dal- 
l' origine  sopra  esso  piano. 

2.*  La  forma  normale  dell'  equazione  di  un  piano  som- 
ministra immediatamente  il  modo  per  determinare  la  di- 
stanza d  di  un  punto  {X,Y,Z)  dal  piano  poiché 

d:=Xco5aH-Yco5^H-Zco5Y — p. 

Invero  un  piano  condotto  pel  punto  (X,  Y,  Z)  paralle- 
lamente al  piano 

xcosa-^ycos^-^zcosf — p^O 

avrà  per  equazione 

xci  ysoL-^ycos^-^zcosf^p'^iO, 


(  '  )  Vedi  lìg.  pa^f.  1 1  nella  quale  venga  segnato  un  piano  pel 
punto  M  che  tagli  un  semmento  OA  suir  asse  Ox^  un  semmento  OB 
suir  asse  Oj/,  un  semmento  OC  sul!'  asse  Oz,  e  riesca  normale  ad  una 
retta  01  incontrandola  nel  punto  I. 
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e  dovrà  essere 

XcosoL-^Ycos^-^Zcoò'x^p'zzO. 
cioè 

p'zzLXcosx-^ycos^-^Zcos;, 
e  si  conclude 

d=p'— j)=:Xco5aH-Yco5,3-i-Zco5v — p. 

3.°  Dalla  forma  normale  deducesi  (coli*  introduzione  di 
un  fattore  arbitrario)  la  forma  generale  hx-^ky-^ìiiz-hnz^O 
per  r  equazione  di  un  piano  riferito  a  tre  assi  Or,  Oij,  Oz. 

4.°  Pur  si  può  dimostrare  V  equazione  del  piano  come 
segue.  Si  ponga  OAi=a,  0B=6,  OCzzc.  Si  ritenga  Q  punto 
d'  incontro  delle  rette  OP,  AB  e  dicansi  X,  Y  le  coordi- 
nate del  medesimo  rispetto  ai  due  assi  Oj',  0//.  Si  hanno  le 
tre  equazioni  ftX-i-aY=a6,  yX — rYziO,  {z—c)X-=. — ex, 
fra  le  quali  eliminando  X,  Y,  risulta 

\  b  a        ab 

I  !  cr         y         z 

!   ìj        — X  0  I  1=0,     ossia •--ir-i =:1  : 

I  -^  I  ab        e 

!  z — e      0     — ex  I 

equazione  del  piano  in  funzione  dei  semmenti  che  esso 
taglia  sugli  assi,  e  da  cui  di  nuovo  si  argomenta  la  forma 
generale  hx-^ky-^mz-^nzz.O  sopra  avvertita. 

10.  1.''  In  generale  dicesi  equazione  di  una  superficie 
una  f{x,y,z)=:0  che  sia  soddisfatta  col  porre  x,  y,  z  eguali 
rispettivamente  alle  coordinate  di  un  punto  qualunque  della 
superficie.  La  f[x^y,z)'=z{)  vale  per  costruire  quanti  punti 
si  voglia  della  superficie  {y'^  punti.  §  I,  n.°  19). 

Si  assegnano  valori  arbitrari  a  due  delle  tre  variabili 
X,  y,  z  e  per  esempio  ad  x  e  y  e  si  ricavano  il  corrispon- 
dente 0  corrispondenti  di  z,  e  si  costruiscono  man  mano  i 
punti  dello  spazio  corrispondenti  alle  varie  terne  di  valori 
di  X,  y,  z  in  tal  modo  calcolate. 

2.°  La    f(x,y,z)=0    omogenea    rispetto  alle   variabili 
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X,  ìj,  z  si  può  intendere  applicata  a  una  forma  di  2''  specie 
(piano  punteggiato,  stella  di  rette)  considerando  x^  y,  z 
come  coordinate  omogenee  di  un  elemento  {§  I,  n.  21). 

Si  può  far  scomparire  una  dello  tre  coordinate  divi- 
dendo per  essa  l'equazione  e  considerando  come  coordinate 
i  rapporti  delle  altre  due  alla  medesima. 

Se  sarà  di  grado  n  la  f{xjj,z):=0  rappresenterà  ce 
punti  il  cui  luogo  sarà  una  linea  di  ordine  w,  oppure  in- 
finite rette  (cono  d'  ordine  n)  a  seconda  «ihe  s'  intenderà 
applicata  al  piano  punteggiato  o  alla  stella  di  rette. 

3.**  La  equazione  /u7-i-Aj/h-??2-5zzO  applicata  al  piano 
Cartesiano  Oxy  rappresenta  in  coordinate  omogenee  {x\  j/,  z) 
una  punteggiata  di  esso  piano,  applicata  allo  spazio  Carte- 
siano Oxijz  rappresenta  un  piano  punteggiato  per  T  origine. 

4."*  Pur  ritenuta  omogenea  la  f{x,y,z):=zO,  e  conside- 
rate X,  y,  z  come  le  tre  coordinate  necessarie  alla  deter- 
minazione di  un  punto  dello  spazio  a  tre  dimensioni,  la 
f(x,y,z)z=:0  rappresenterà  zr.^  punti  il  cui  luogo  si  dirà 
un  cono  col  vertice  neir  origine  delle  coordinate. 

Si  rifletta  che  a  cagione  dell'  omogeneità  V  equazione 
è  soddisfatta  da  xzzXtl,  2/=à^,  5=ày  (à  arbitraria  e 
a,  ^,  -;  tali  che  /'(a,3,Y)=0  identicamente),  e  che  quindi 
è  soddisfatta  dalle  coordinate  di  qualunque  punto  della  retta 
che  passa  per  V  origine  e  poi  punto  (a,,3,;). 

Se  si  taglia  il  cono  con  un  piano  di  equazione 
aa7-i-&//-+-c:?-H/:i=0,  Li  curs'a  intei-sezione  (curva  piana  di 
ordine  n)  varrà  come  direttrice,  cioè  a  dire  il  cono  rap- 
presentato della  f{v,y,z)z=:0  sarà  generato  da  una  retta 
mobile  obbligata  a  passare  continuamente  per  V  origine  e 
Jarabire  la  detta  curva. 

11.  Tre  piani  rappresimtati  delle  equazioni 

ax-¥'b  y-¥'C  z-^d  i=0, 
a  x-^b'  y-^c  z-^cl  zrO, 
a"  x-^h"  y-^c'  z-^d"  zzO, 
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(coordinate  Cartesiane)  s'  incontrano  in  un  punto  di  coor- 
dinate (  C.  A.  R.  §  Vili,  n."  1) 


X  = 


d    b    e 

ade 

a    b    d 

il'   b'   e 

— 

a'  d!  e 

— 

a    b'  d 

d"  b"  e" 

'*/   *"" 

a"  (V  e" 

a"  b"  d" 

\a   b    e 

»    u  — 

a    b    e 

a    b    c     ^ 

a'  V  e' 

a'   b'   e' 

a'  V  e' 

a"  b"  e" 

a    b"  e' 

a"  b"  e" 

Se  è  nullo  il  denominatore  di  questi  tre  valori,  x,  y,  z 
si  presentano  infiniti,  cioè  il  punto  d' incontro  dei  tre  piani 
è  air  infinito:  ciascuno  dei  tre  piani  è  parallelo  all'  inteiv 
sezione  degli  altri  due. 

Se  sono  nulli  contemporaneamente  i  determinanti  di  x^ 

2/,  z,  e  quello  dei  tre  piani,  allora  x,  y,  z    si    presentano 

0 
nella  forma  indeterminata  —  e  nel  caso  i  tre  piani  (distinti, 

0  due  di  essi  coincidenti)  o  hanno  ce  punti  comuni  in  una 
stessa  retta  formando  fascio  attorno  alla  retta  e  potendo 
questa  retta  essere  all'  infinito  (nel  qual  caso  i  tre  piani 
sono  paralleli  fra  loro),  o  i  tre  piani  sono  coincidenti  in 
uno  ed   hanno  oc*  punti  comuni. 

Se  i  determinanti  di  x,  y,  z  saranno  nulli  senza  che 
lo  sia  il  determinante  dei  tre  piani  il  punto  d*  incontro  o 
di  concorso  dei  medesimi  sarà  V  origine  0  degli  assi  coor- 
dinati. Nel  caso  dzzd'=:d"z=0,  e  lo  equazioni  dei  tre  piani 
riduconsi  ad 

a.r-4-&?/H-c2=iO,  ax-^b'ij-^czzzO^  a'>H-&"?/-i-6*"2=0, 

0  più  semplicemente 

x-^-ky-^hzzuO,  Jc-^k'y-^h'zrzO,  x-^-lì'y-^-h'zzz.O. 

12.  1.*  Dati  cinque  dei  sei  angoli  delle  direzioni  positive 
di  quattro  rette  dello  spazio  determinare  il  sesto. 

Da  un  punto  0  qualunque  dello  spazio  guidiamo  quattro 
rette  Ox,  Oj/,  Oz,  OM  parallele  rispettivamente  alle  quat- 
tro proposte  (fig.  pag.  11). 
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Indichiamo  con  {xy)y  {xz),  [yz)  gli  angoli  delle  dire- 
zioni positive  delle  tre  prime  (che  possiamo  considerare  co- 
me tre  assi  coordinati  obbliqui)  e  con  a,  ^,  y  gli  angoli  che 
la  OM  (direzione  positiva  da  0  verso  M)  fa  rispettivamente 
con  Ojc,  Oy^  Oz  positivi. 

Siano  0H=ia7  HP=j/  PM=2  le  coordinate  di  un 
punto  M  della  quarta  retta,  e  sia  OM=:r. 

Projettando  ortogonalmente  (  §  I,  n.**  22  )  il  polìgono 
storto  OHPM  successivamente  sopra  Ox,  Oj/,  0^,  OM  si  ha 
}  tenuto  presente  che  cos{xy)'=,cos{yx),  cos(xz)'=zcos{zx), 
cos(yz)=cos{zy)  j  ' 


X  '*-y^os{xy)  -hzcos(xz)  zzrcosa 

xcos{xy)  H-y  -^zcoslyz)   zzrcos^ 

xcos(xz)  -^ycos^yz 
xcosoL       -^ycos^ 


*(y-)  "♦"^  =rcos{   ( 


(E). 


Eliminando  {x,  //,  z)  (C.  A.  R.  §  Vili,  n.**  3)  fra  queste 
quattro  equazioni  si  ottiene 


1            cos{xy)  coò(xz)  cosa 

cos(xy)  1            cos(yz)  cos^ 

cos(xz)  cos(yz)   1  cos-^ 

COSOL          COSZ         COS'f  1 


=0 


(C), 


ossia 


sen^aLsen^ì/z)'*-sen^^sen'^{xz)'^se'n}fSen^xy) 

^ ^ — ^cos{xy)cos{xz)cos  (yz) 

-HJ0*aco5^]co^(jrj/) — cos(xz)cos{yzy'¥'COsoiCOS'f'cos{xz)  — cos{xy)cos(yi)i 
'^cos^os'(^^cos{yz) — cos(xy)cos{xz)^ — 1  =0 . 

Mediante  la  (C)  dati  cinque  dei  sei  angoli  che  quattro 
rette  qualunque  dello  spazio  formano  tra  di  loro  si  deter- 
mina il  sesto. 
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2.°  Guardando  Ox,  Oy,  0-:  come  tre  assi  e  OM  paral- 
lela ad  una  retta  qualunque  dello  spazio,  la  (C)  esprimerà 
la  condizione  cni  sono  soggetti  i  tre  angoli  a,  j3,  y  di  una 
retta  con  tre  assi  obbliqui  (*). 

Se  la  retta  è  normale  al  piano 

xcosoL-^-ycos^-^zcos; — pzzO  , 

allora  la  (C)  esprimerà  la  relazione  che  deve  aver  luogo 
tra  il  cosix,  il  cos^,  il  cos\'  dell'  equazione  normale  del 
piano  (n.*  9). 

3.**  Se  gli  assi  sono  ortogonali  fra  loro  la  (C)  si  sem- 
plifica nei  termini 

4.°  Se  la  retta  OM  si  distende  sopra  uno  dei  tve  piani 
coordinati  s'  annullano  separatamente  i  complementi  degli 
elementi  di  uua  delle  tre  prime  verticali  od  orrizzontali 
del  determinante  primo  membro  della  (C),  e  quindi  uno 
qualunque  di  essi  eguagliato  a  zero  darà  un  equazione  so- 
stituibile alla  (C). 

Siasi  la  OM  distesa  sul  piano  xOij  per  esempio  (vedi 
fig.  pag.  11  dove  si  supponga  il  punto  M  coincidente  con  P). 

Proiettando  ortogonalmente  il  triangolo  OHM  sopra 
0^,  Oy,  OM,   0-3    si    avranno  dapprima   le    tre   equazioni 

x-^llcos{jny)'=z.rc  jsy,       . 
xcos{xy)'^yz=:rcos^i       •  (D), 


xcos%  H-  ycosfizz  r 
e  poi 

xcos{xz) H- ycos{yz)  zz  rcos; . 

Sostituendo  quest^  ultima  a  ciascuna  delle  ire  prece- 
denti si  da  luogo  a  tre  altri  sistemi  di  equazioni  lineari 
simili  al  sistema  (D),  ed  eliminando  la  j?  e  la  ?/  fra  le  tre 
equazioni  di  ciascuno  dei  quattro  sistemi  e  sopprimendo  r  si 
otterranno  i  quattro  risultati 


(')  Salmon  Geometria  a  tre  coordinate. 
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'  1  cos{xy)  cosa\ 

I  cos{xy)  1  cos^  ,=zO, 

cosa       cos^        1       i 


cos{xz)  cos{yz)  cos^ 
cos{xy)  1  cos^ 

cosa,       cos^       1 


1  cos{xy)  cosa, 

I  cos(xz)  cos(yz)  cos-; 
\  cosa       cos^        1 


I   1  cos{xy)  cosa 

:0,  '  cos{xy)  1  cos^ 

1  (?o^(j?2)  cos{yz)   cos^{ 


=0, 


=0, 


e  ciascuno  di  essi  sarà  sostituibile  alla  (C). 

Osservando  che  i  primi  membri  di  queste  equazioni  sono 
(il  primo  collo  stesso  segno  e  gli  altri  a  differenza  di  segno) 
i  complementi  degli  elementi  di  3.**  1*  2.*  4.°  posto  della 
3/  verticale  e  della  3/  orrizzontale  del  determinante  primo 
membro  della  (C)  (pag.  43)  si  riconosce  come  la  (C)  sia 
verificata  nel  caso  di  cui  trattasi  per  V  annullamento  di 
ciascuno  dei  complementi  degli  elementi  di  3/  verticale  o 
della  conjugata  indipendentemente  dagli  altri. 

Si  potrà  porre  la  notazione 


1  cos(xij)  cosa 

cos{xy)  1  cos^ 

cos{xz)  cos(yz)  cosy 
cosa       cos^       1 


=0, 


inteso  che  significhi  1*  annullamento  di  ciascuno  dei  quattro 
determinanti  che  si  hanno  dal  sistema  delle  tre  verticali 
combinandone  le  4  orrizzontali  a  tre  a  tre.  Si  potrà  nella 
notazione  mutare  le  verticali  in  orrizzontali  e  ritenere  che 
significhi  r  annullamento  di  ciascuno  dei  4  determinanti 
che  si  hanno  dal  sistema  delle  tre  orrizzontali  combinan- 
done le  quattro  verticali  a  tre  a  tre. 

Se  la  OM  si  stende  sopra  il  piano  xOz,  nel  primo  mem- 
bro della  (C)  saranno  nulli  contemporaneamente  i  comple- 
menti degli  elementi  di  2.*  verticale,  e  della  sua  conjugata, 
se  la  OM  si  stende  sul  piano  yOz  saranno  nulli  i  comple- 
menti degli  elementi  di  1.*  verticale  e  della  sua  conjugata. 
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5.*  Sta  bene  esservare  che  la  (C)  è  deducibile  da   una 

più  generale  relativa  agli  angoli  di  n  rette   dello    spazio 

parallele  rispettivamente  agli  n  lati  di  un  poligono  chiuso, 
e  cioè  dalla 


1  Ci,2      Ci,3 Ci,n 

C2.1     1  ^2.3 C2,n 


Cn,l    Cn,2      ^n,3 1 


1=0, 


inteso  che  Ci^g  ci,3 Ci,n  ,  etc.  siano  i  coseni  degli  angoli 

che  la  prima  retta  fa  colla  seconda,  colla  terza,  etc,  e  che 
Ci^2=C2,i,  ci,3=C3,i,  etc.  e  quindi  simmetrico  il  determi- 
nante. 

Essa  è  il  risultato  deireliminazione  dei  lati   /^ ,  /, , ,  In 

del  poligono  fra  le  equazioni  relative  alle  projezioni  orto- 
gonali del  poligono  sopra  i  lati  stessi  (§  1,  n.*  22),  e 
così  fra  le 


hC2,l'^k'^hC2,Z 


-;„ci,„z=0 

-^„C2n=0 


(L) 


.-H/n         =0 


(C.  A.  R.  §  vili). 

6.*  Similmente  quanto  è  stato  sopra  esposto  (4.®)  si  può 
riguardare  come  caso  particolare  compreso  nel  generale  di 
n  rette  dello  spazio  delle  quali  n — 1  siano  rispettivamente 
parallele  agli  n—l  lati  di  un  poligono  chiuso  e  la  n*^»»^^ 
sia  diretta  ad  arbitrio,  poiché  projettando  ortogonalmente 
il  poligono  sopra  ciascun  suo  lato,  e  sopra  la  n*'*^^  retta 
8i  avrà  dapprima  il  sistema  di  equazioni 

/l-H;2Cl^2-*-feCi,3  H- -^In-lCun-^iZzO 

^1^2,1  H-feH-fe<?2,3  -<- •4-^„-iC2,n-l=0 

^l^n— l,l-*-^lCn— l,2-l-^2<?n— 1,3-*- -^hi—ì  =0, 
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e  poi  la 


/l^n,lH-/2(?n,2-4-/3Cn.3- 


'In  .  lCn,n-l=0. 


Sostituendo   quest'  ultima   a    ciascuna   successivamente 
delle  precedenti  vengonsi  ad  ottenere  in  tutto  n  sistemi  di 

equazioni,  ed  eliminando  /^  l^  ln.\  fra  esse  in  ciascun 

sistema  si  dà  luogo  alle  n  equivalenti  equazioni 


1 

^2.1 


^1,2 

1 


^2,3.- 


C2,n  -1 


^n-1,1    <?n-l,2    Cn-1,3...  1 


=0, 


C2,l         1 


Cn,^ Cn,n—Ì 

t?2,3 C2,n-1 


Cn_l,l  ^n— 1,2    Cn— 1,3...  1 

1  Cl,2 

Cn,\  Cn^2 

^3.1  C3,2 


=0, 


<?1,3 Ci^n-1 

Cn,3 Cn,n-Ì 

1 C3,n-l 


^n-1,1    Cn.1,2   Cn_l,3...  l 


=0,  etc. 


1  primi  membri  di  tali  equazioni  possono  essere  guar- 
dati (alcuni  a  differenza  di  segno)  come  i  complementi  degli 
elementi  di  una  verticale  oppure  di  una  orrizzontale  d*  un 
determinante  d'  ordine  n,  quale  il  seguente 

1  Ci^2 ^l,n-l       Ci^n 

C2,ì  1 C2^n.\       C2^n 


<?n-l,l   Cn— 1,2...  1  <^n-l,n 

Cn,l         On^2 ^n,n-l       1 
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che  sarà  nullo.  Si  potrebbero  agli  elementi  di  n**"*^  verti- 
cale od  orrizzontale  sostituire  valori  arbitrari  senza  che  il 
determinante  cessi  d'  essere  nullo. 
Si  potrà  anche  porre  la  notazione 


1  (*\,2 ^I,n    1 

^2,1  1  —  » <^V-l 

Cn—Ì  l  Cn -1,2 l 

^n,l  Cn^2 (^nn — l 


=0, 


inteso  che  significhi  1'  annullamento  di  ciascuno  dei  deter- 
minanti che  si  hanno  dal  sistema  delle  n—l  verticali  com- 
binandone le  n  orrizzontali  a  n — 1  a  n — 1. 

7.**  Dalle  tre  prime   equazioni   (E)  deducesi   (C.  A.  R. 
§  vm,  n.^  1)' 


x^r 


cosai        cos(xìj) 

cos{xz) 

cos^        1 

cos{yz) 

cos^        cos[yz) 

1 

1             cos{xìj) 

cos(xz) 

cos{xy)  1 

cosiyz) 

cos(xz)  cos(yz) 

1 

1             cosai 

cos{xz) 

cos{xy)  cos^ 

cos(yz) 

COSixz)     COS{ 

1 

1  cos{xy)  cos{xz) 

cos{xy)  1  cos{yz) 

cos{xz)  cos{yz)    1 
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1  cos{xy)  cosx 

cos(x\j)  1  cos^ 


!    1  cos{xy)   cos(xz) 

cos{xìj)   1  cos{ìjz) 

cos{xz)  cos{ìjz)    1 


X,  ìj,  z  sono  le  projezioni  di  r  sopra  i  tre  assi  fatti  me- 
diante piani  rispettivamente  paralleli  ai  coordinati. 

Una  qualunque  delle  tie  equazioni  insegna  a  determi- 
nare la  projezione  obbliqua  parallela  di  un  semmento  r 
di  una  retta  sopra  di  un'  altra,  data  la  direzione  dei  piani 
projettanti  mediante  gli  angoli  che  due  rette  parallele  ai 
piani  stessi  formano  tra  di  loro,  con  quella  che  riceve  la 
projezione,  con  quella  cui  appartiene  r,  e  1*  angolo  di  que- 
ste due  ultime. 

8.''  Nel  caso  degli  assi  ortogonali  si  ha  x-nrcostx, 
yzzrcos^,    z^rcos^C. 

9.°  Dalle  stesse  equazioni  pur  si  apprende  come  i  lati 
a7=0H,  t/=HP,  js=:PM,  r=MO  del  quadrangolo  storto 
OHPM  (  fig.  pag.  1 1  )  siano  rispettivamente  proporzionali 
agli  elementi  di  4."  orrizzontale  del  determinante  reciproco 
del  determinante  (C). 

Or  considerando    la    possibilità    di    dedurre    i   rapporti 

X        y        z 
-;-,   — ,    —    da  tre  qualunque  delle    (E),    la   simmetria 

del  determinante  (C)  e  del  suo  reciproco,  la  condizione  a 
cui  sono  soggetti  (C),  il  reciproco,  i  minori  (in  particolare 
quelli  di  1.*  classe  e  di  2.*"  grado)  del  reciproco  (C.  A.  R. 
§  VII  n.*  1,  2)  vedesi  lecito  soggiungere  che  i  detti  lati 
a?,  y,  z^  r  sono  rispettivamente  proporzionali  agli  elementi 
di  una  orrizzontale  o  verticale  qualunque  oppure  anco  alle 
radici  quadrate  degli  elementi  principali  del  nominato  re- 
ciproco, e  cioè  alle  seguenti 

4 


Digitized  by  VjOOQIC 


—  50  — 


/ 


1 

cos{yz)  cos^ 

cos{yz^ 

1 1     cosx 

cos^ 

cosx       1 

z=:sen{yzM)  , 


1/ 


1  cos{xz)  cosa 

cos(xz)  1  cos^ 

cosa     cosy        1 


:=:sen(xz}i)  , 


i/ 


1  cos{xy)  cosa 

cos{ivy)l  cos^ 

cosa     cos^        1 


=^^n(a?j/M)  , 


/' 


1         cos(ooy)  cos{xz) 
cos(xy)\  cos{yz) 

cos(xz)cos{yz)   1 


^se7i(xyz) 


Ciascuno  dei  quattro  radicali  ha  valore  minore  del- 
l' unità,  e  perciò  può  essere  sempre  ritenuto  come  equiva- 
lente al  seno  di  un  angolo,  e  siccome  è  funzione  degli  an- 
goli piani  di  un  triedro  (il  primo  degli  angoli  piani  del 
triedro  OyzM,  il  secondo  del  triedro  OxzM,  il  terzo  del 
triedro  OxyM,  il  quarto  del  triedro  Oxyz)  così  con  Stand 
lo  chiameremo  seno  di  triedro.  Per  tale  riguardo  abbiamo 
assegnato  ai  quattro  radicali  rispettivamente  le  notazioni 
sen{yzM),  sen{xzM),  sen{xyM),  sen{(vyz). 

Spesso  a  quest'ultima  e  specialmente  allorché  Ox,  Oj/, 
Oz  saranno  considerati  come  assi  coordinati  sostituiremo 
per  ragione  di  brevità  la  notazione  seni  intendendo  di 
accennare  con  t  il  triedro  degli  assi  coordinati. 

In  simile  maniera  dalle  equazioni  (E)  (n.°  24,  §  I)  e 
loro  determinante  si  argomenta  che  i  lati  x,  j/,  r  del  trian- 
golo ivi  considerato  sono    rispettivamente   proporzionali    a 
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l/l 


COSp 


cos^   1 


•  1/ 


1    cosa 
cosa   1 


i/ 


1  cos{xy) 

cos{xy)  1 


ossia  a  sen^,  sena^  sen{xy)  e  quindi  a  senìA,  senO,  seriP. 
IO.""  In  generale  considerando    le  (L)  {5J*)  si   riconosce 

come  gli  n  lati  ?i,  4,  ,  in  di  un  poligono  chiuso  storto 

siano   rispettivamente   proporzionali   agli  elementi  di  una 
orrizzontale  o  verticale  del  reciproco  (C.  A.  R.  §  VII) 

1 


del  determinante 


^1,2 


^l.n 


delle  (L),  oppure 


c«,i   Cn^  1 

anco    alle    radici    quadrate   degli   elementi   principali  del 
medesimo    reciproco,  e   cioè   se  rappresentisi  con 


^1,1    Cl,2   Ci,n 

C2,l    C2.2   C2^n 


Cn,ì    Cn,2 Cn,n 


il  ripetuto    reciproco,  siano   l\^  If^  ,  In   rispettivamente 

proporzionali  a  Cv,\  Cf,^  Cf,n  oppure  a  ci,r  C2^v  Cn,« 

oppure  a       1/  Gi^u  \/  Cg^s,  ,  j/Cn,n  ,       oppure 

{usando  notazione  simile  a  quella  adoperata  precedentemente 

pel  caso  di   n=4)  a  ^^n(2,3, n),  6r<?n(3,4, n,l),  .  .  .  , 

^^1,2,3, ,n— 1). 

13.  1.**  Eliminando  cosa^  cos^,  cos(  fra  le  (E)  (n.'  12, 
1.*)  si  ottiene  per  la  diagonale  r  di  un  paralellepipedo 
obbliquo  a  spigoli  a?,  t/,  z, 
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r^z=x^'^ì/'^z^'^2\coycos{xy)'*-xzcos{xz)'^yzcos{yz)\    (p). 
Se  gli  assi  sono  ortogonali 

r'znx'-^i/'^z^  (p). 

La  (p)  e  la  (p')  valgono  per  far  conoscere  la  distanza 
r  di  un  punto  dello  spazio  all'  origine  datene  le  coordinate. 

2.°  Per  qualunque  punto  di  una  sfera  di  raggio  r  e  di 
centro  0  vale  la  (p)  o  la  (p')  a  seconda  che  gli  assi  sono 
obbliqui  od  ortogonali. 

Pertanto  tanto  la  (p)  come  la  (p')  è  a  dirsi  equazione 
della  sfera  riferita  al  centro. 

3.*  La  X,  y,  z  nella  (p)  sono  (come  ancora  è  stato  av- 
vertito) projezioni  obblique  della  r  rispettivamente  sopra  tre 
assi  obbliqui  intendendo  i  piani  proiettanti  i  punti  della  r 
sopra  Ox  paralleli  al  piano  j/Oz,  sopra  Oy  paralleli  al 
piano  xOz,  sopra  Oz  paralleli  al  piano  xOy,  e  allora  dalla 
(p)  si  apprende  che  il  quadrato  di  un  semmento  di  retta 
dello  spazio  eguaglia  la  somma  delle  projezioni  obblique 
del  semmento  sopra  tre  assi  obbliqui  più  etc. 

4.°  Pertanto  se  (x,  j/,  z),  {ot/,  y\  z)  sono  due  punti  dello 
spazio  e  r  la  loro  distanza  (che  ha  x — x\  y — y\  z — ;?'  per 
projezioni  sugli  assi  rispettivamente)  si  avrà 

r'={x-xr^{y-yr^{z-^zr^2\{x-x'){y~y')cos{xy) 
'^{x—x){z—z')cos{xz)  '^{y'—y'){z—z')cos{yz)\       (p"). 

Questa  equazione  è  da  considerarsi  non  solo  come  for- 
mula adatta  alla  determinazione  della  distanza  di  due  punti 
dello  spazio  per  mezzo  delle  loro  coordinate,  ma  pur  anche 
come  r  equazione  di  una  sfera  che  abbia  per  centro  uno 
dei  due  punti  come  {x\  y\  z'),  e  per  punto  generatore  l'al- 
tro {x,y,z), 

5.°  Se  gli  assi  divengono  ortogonali  fra  loro  la  prece- 
dente equazione  si  semplifica  nei  termini 
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Ponendo    x^iyz=iz^i(ì    si  riproducono  le  (p)  e  (p'). 

Sta  bene  osservare  che  la  ripetuta  equazione  è  com* 
presa  nella  forma  generale  di  un'equazione  di  2!"  grado  a 
tre  Yariabili  a?,  i/,  z,  e  cioè  nella 

6!"  Nel  caso  degli  assi  obbliqui  si  ha 


I  cosai.  cos{xy)  cos{xz) 
\  cosf  cos{yz)   1 


x^ 


'   1  cosoL  cos(xz) 

!    C0S(XZ)   COS(     1 

1  cos{xy)  cosa 

z—zzn ^    cos(xy)  1  co^j3 

co^(rt)  cos{yz)  easy 


senH 


e  nel  caso  degli  assi  ortogonali 

x^x:=.rcos%,  y — y'-zzrcos^,  z — zzzrcos^^, 

14.  \:  Per  mezzo  della  (C)  (n.^  12,  1.")  si  può  deter^ 
minare  il  raggio  R  della  sfera  circoscritta  al  tetraedro 
XYZU  di  spigoli  a,  6,  e,  e,  f,  g  in  funzione  di  tali  spigoli 
od  anche  delle  coordinate  dei  vertici  X,  Y,  Z,  U. 

Sia  Q  il  centro  della  sfera,  e  cioè  si  abbia 

QX=QY=QZ=QU=R. 

Ritenuto  UX=a,  UY=6,  UZ=c,  XY=e,  XZ=/;  YZ=zg, 
e  indicato  con  (UX)  V  angolo  UQX,  con  (UY)  V  angolo 
UQY,  etc.  si  ha 
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2R*—a»  2R*—b*  2R«-c» 

C(W(UX)=-2J^  ,  co«(UY)=-2^i-  ,  co*(UZ)=-2^, 

2R* e*  2R* /**  2R* o* 


Applicando  la  (C)  a  questi  coseni  si  riconosce 

0   e«  /•*  a»  1 
e*  0  g*  b*  1 
2R*     r  g*  0   e*  1      -t-     \_  '_"_  \      =0 
a*  6*  e*  0   1 
11110 


0 

e» 

r  a* 

e* 

0 

fb* 

r 

9" 

0  e* 

a* 

V 

c»0 

(T). 


Riferendo  i  vertici  X,  Y,  Z,  U  a  tre  assi  coordinati 
Oa?,  Oj/,  0:2;,  ed  esprimendo  (n.**  13,  4.**)  a,  6,  e,  e,  /*,  g  per 
mezzo  delle  coordinate  degli  stessi  vertici  e  sostituendo 
nella  (T)  si  otterrà  R  in  funzione  delle  coordinate  dei 
vertici. 

Vedremo  più  avanti  un  metodo  per  ottenere  con  faci- 
lità r  espressione  semplificata  di  R  e  pur  quella  delle  coor- 
dinate del  centro  in  funzione  delle  coordinate  dei  vertici 
del  tetraedro. 

2.**  Ritenuto  Q  a  diseguali  distanze  dai  punti  X,  Y,  Z 

U  e  cioè    QYrziaj ,    QXzr&j  ,    QUzrc^ ,    QZzr^j  ,    e  quindi 


a  *-»-e,* — g^ 
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e  nuovamente  applicata  la  (C)  si  ottiene  per  le  10  mutue 
distanze  di  cinque  punti  dello  spazio  la  equazione 


0    e»    P  a»  &,*  1 


e" 

0 

9* 

V 

< 

1 

r 

f 

0 

c« 

e.' 

1 

a' 

&« 

c« 

0 

0.' 

1 

K 

«.' 

«.* 

^.' 

0 

1 

=0. 


11     Ilio 


Con  questa  (ponendo  a^=:b^=zc^=ze^=zR)  si  riproduce 
la  (T). 

15.  1/  Dati  nove  dei  dieci  angoli  delle  direzioni  po- 
sitive di  cinque  rette  dello  spazio  determinare  il  decimo. 

Per  un  punto  0  dello  spazio  (  *  )  conduciamo  cinque 
rette  Ox,  Oj/,  Oz,  OM,  ON  parallele  rispettivamente  alle 
cinque  proposte.  Indichiamo  con  (xy),  (xz),  (yz)  gli  angoli 
delle  tre  prime  (che  possiamo  considerare  come  tre  assi 
coordinati  obbliqui)  con  a,  ^,  y  gli  angoli  della  quarta  colle 
tre  precedenti,  con  a,  ^\  /  gli  angoli  della  quinta  colle 
tre  stesse  e  con  0  1'  angolo  della  quarta  e  quinta. 

Projettando  ortogonalmente  il  poligono  storto  OHPM 
successivamente  sopra  Ox,  Oy,  0^,  ON  vedesi  (§  I,  n.®  22) 
(tenuto  presente  che  cos{xy)=zcos{yx),  etc.) 

X  '¥'ycos{xy)'¥'Zcos{xz)z:ircos'(x 

xcos{xy)'¥'y  -^zcosiyz)  zr.rcos^ 

xcos(xz)'^ycos(yz)'^z  zzrcos^ 

xcosy!     -^ycos^     -^zcos^     zzrcos^ 

(si  riprodurrebbero  per  intero  le  equazioni  (E)  (n.**  12,  1.*) 
quando  si  facesse  coincidere  la  OM  colla  ON,  e  cioè  si 
mettesse  «'=«,  p}'z=;3,  / =y,  6=0). 


(*)  Vedi  fig.  pag.  11  dove  vengano  tracciate  due  rette  OM,  ON. 
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Eliminando  x,  y,  z  fra  queste  quattro  equazioni  ecan« 
celiando  nella  risultante  il  fattore  r  si  ottiene  (C.  A.  R. 
§VII,  n.^7). 


1  cos{xy)  cos{xz)  cos<x 

cos(xy)  1  cos{yz)   cos^ 

cos{xz)  cos(yz)   1  cos; 

cosa'      cos^      cos^       cosb 


=0. 


Mediante  quest'  equazione  dati  nove  dei  dieci  angoli  di 
cinque  rette  si  determina  il  decimo. 

2.*  Esprimere  V  angolo  6  di  due  rette  dello  spazio  per 
mezzo  degli  angoli  a,  p,  y  «'»  ^  »  T  ^^^  1^  stesse  fanno 
con  tre  assi  0^,  Oy,  Oz  rispettivamente. 

Dall'  equazione  precedente  deducesi  (n.°  12,  9.**). 


co50= — 


sen^t 


1  cos(xy)  cos(xz)  cos% 

cos(xy)  1  cos{yz)   cos^ 

cos(:r:;)  cos{yz)  1  cosy 

cosa       cos^'  cosx       0 


3.*  Ponendo  6=90°  vedesi  che 


1  cos{xy)  cos{xz)  cosa 

cos(xy)  1  cos(yz)  cos^ 

cos{xz)  cos{yz)  1  cosy 

cosa       cos^  cosy  0 


=0 


è  la  condizione  perchè  due  rette  dello  spazio  siano  perpen- 
dicolari fra  loro. 

4.""  Se  gli  assi  coordinati  sono  ortogonali  si  ha 
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co«6= — 


1 

0        0 

cosa 

0        1        0        cos^ 

0        0         1         cosy 

cosa   cos^  cosy   0 

1     0      0 

0     1      0 

0     0      1 

COSbzzCOSaCOSa'¥'COS^COS^''¥'COS(COSY. 

5!"  La  condizione  d'  ortogonalità  di  due  rette  riferite  a 
tre  assi  Ox,  Oj/,  0:5  ortogonali  sarà 

COSaCOSa -¥'COS^OS^' -^COS^COS^'^lO. 

Si  osservi  che 

sen^z::  1  — (cosacosa  -^cos^cos^'  -^cos^cos^^'f-zz 

{C0S^a'¥'C0S^^'¥'C0S^{){C0S^a  -^COS^^' -^COS^x)  — 
(cosacosa  -¥'C0S^C0S^'  -^COS^COSf)  '^ = 


cosa    COS^    COSX 
cosa   cos^  cos'( 


cosa  cos^f 
cosa    COSy' 


cos^  cosx 
COSfi'  cosx 


cosa    COS^ 
cosa   cosfi' 

2 


(C.  A.  R.  §  VI). 


6.*  Ponendo  ON=:r',  e  indicando  con  x\  y,  z   le  coor- 
dinate di  N,  projettando  queste  e  la  r'  sui  tre  assi,  il  che  da 

X  '^ycos{xy)  '¥'Z'cos(xz)   zzrcosa 

xcos(xy)  -f-j/'  -+-z'cos(yz)    zzr'cos^ 

x'cos{x%)  '^ycos{yz)   -^z'  =:r'cosx  , 
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eliminando    cosa,  cos^\  cosy    tra  queste    equazioni  e  la 

xcosoL  -^-ycos^' -k-zcos^^-zircos^  , 

si  ottiene  il  coseno  dell'  angolo  0  di  due  rette  condotte  per 
r  origine  degli  assi  in  funzione  delle  coordinate  di  due 
punti  delle  rette  (uno  per  retta)  e  delle  distanze  dei  due 
punti  all'  origine,  e  cioè 

rr'cosfi:=.xX'¥'yy'¥'Zz''^{xy'^xy)cos{xy) 

'¥'{xz''¥'Xz)eos{xz)'¥'{yZ'¥'yz)cos{yz). 

Ponendo  6=0,  rzzr\  x'=zx,  etc.  si  riproduce  la  (p)  (n.^* 
13,  1.^). 

7."*  Se  r  è  ritenuta  la  distanza  fra  due  punti  {x^,  j/^,  z^) 
(^2>  tfa»  ^i)  di  una  retta  qualunque  dello  spazio  e  /  la 
distanza  fra  due  punti  (X^,  Y^,  Z^)  (X„  Y,,  ZJ  di  un'al- 
tra retta  qualunque,  la  formula  precedente  ci  addita  il 
modo  di  esprimere  il  coseno  dell'  angolo  0  di  due  rette 
qualunque  in  funzione  di  due  semmenti  di  esse  e  delle 
coordinate  dei  loro  punti  estremi,  (si  potrebbe  anche  dire 
delle  projezioni  dei  semmenti  sugli  assi),  e  cosi 

ryco5e=(:p,-^,)(X,-X.)^(y,-ì/,)(Y,-Y,)^(^,-;5,)(Z,-Z.) 

-^lG'^'-^J(Y-Y,)^(X,-X,)(j/-j/J|(?o^Grì/) 

^\{x,-x,){Z,^Z,)^{X,-X,){z,-z,)\cos{xz^ 

+i(j/-!/.)(Z-Zj^(Y-YJ(^,-z,);co%.). 

Ponendo  Oi=0,  e  facendo  coincidere  r  con  r\  e   quindi 
a^iZzXj,  etc,  rivedesi  la  formula  data  (n.°  13.  4.®). 
8.°  Si  avrà  pure  per  due  rette  per  1'  origine 

rr'cosf)zzxX'¥'yy-¥'ZZ 

nel  caso  degli  assi  ortogonali. 

Fatto  r=2r\  e  coincidenti  etc,  si  ha  ancora 
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Per  due  rette  qualunque  si  avrà 

rT'c(w6=(a;,-a?.)(X,-X,)H-(j/.-y.)(Y,-Y,)-H(«,-z,)(Z,-ZJ. 

Fatta  coinciderò  r  con  r'  rivedesi 

^={x-x,f^(y^j,YMz-z,f    (n/  13,  5.*) 

16.  l.""  Determinare  1'  angolo  di  una  retta  (direzione 
positiva)  con  uno  dei  tre  assi  coordinati  (direzione  positiva) 
nel  caso  in  cui  la  retta  sia  normale  al  piano  degli  altri  due. 

I  coseni  degli  angoli  che  la  retta  forma  coi  due  assi 
del  piano  cui  è  normale  saranno  nulli,  quindi  indicato  con 
(zz')  V  angolo  coli'  asse  Oz  di  una  Ot!  normale  al  piano 
aK)j/,  con  (yy')  V  angolo  coli'  asse  Oy  di  una  Oy  normale 
al  piano  yOz^  con  {xx)  Y  angolo  coli'  asse  Ox  di  una  Ox' 
normale  al  piano  yOz  si  avrà 


1  cos{xy)  cos{xz)  0 

cos{an/)  1  cos{yz)  0 

cos{xz)  cos{yz)  1  cos{zz^) 

0  0  cos{zz)  1 


=0,  ossia   cos{zz')zz 


sent 


sen(xy) 


sent  sent 

Analogamente     oos{yxJ)=—^ ,    cos{xco')=^^^^^^ 

2,""  Determinare  gli  angoli  («V),  (^V),  (j/V)  che  le 
rette  Oz  Oy'  Ox'  normali  rispettivamente  ai  piani  coordi- 
nati xOy  xOz  yOz  formano  tra  di  loro  secondo  le  dire- 
zioni positive. 

Si  avrà  (n.^  15,  2.^) 

1  cos{xy)  cos[xz)  0 

cos(xy)  1  cos(yz)   0 

1  sent 

cos(xz)  cos(yz)    1 


cos{zy)=- 


senH 


0 


sent 
sen{xz) 


0 


sen{xy) 
0 
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ossia 

,  .     cos{xy)cos{xz)  -cos(yz) 

cos{zy)= — ^ r (sX 

sen{xy)sen(xz)  ^  ^' 

Analogamente  sarà 

^^.,^,<^os{^j)oos{yz)-cos[xz) 

^      ^""        sen{xy)sen{yz)  ^  *'' 

,            C05(a?2)(?05(2/2)-CO^(iri/) 
CO%il?)= ; : T— 7 (53). 

Nella  considerazione  che  la  Ox  è  normale  al  piano 
j/Oy  siccome  normale  contemporaneamente  alle  Oy  e  0:2;', 
che  la  Oy  è  normale  al  piano  xOz\  che  la  Oz  è  normale 
al  piano  x'Oy  si  potrà  nelle  formule  precedenti  togliere 
gli  indici  alle  lettere  cui  sono  affissi  e  metterli  a  quelle 
che  non  li  hanno  e  scrivere 

se7il'  seni'  seni 

COSlz'zSzz 7-7-7:  ,  COs(y'y)= y-r-r.  ,COs(o/x)= 7-7-77  » 

^     ^    sen(xy)'        ^-^  ^^    sen(xz)         ^      ^    sen{yz) 
etc.  etc. 

3."*  Dalla  formola  (s^)  di  cos{zy')  è  deducibile  la  cardi- 
nale di  Trigonometria  sferica. 

Siano  A,  B,  C  i  punti  in  cui  gli  assi  positivi  Or,  Oy, 
0^  incontrano  una  sfera  di  centro  0,  e  dicansi  a,  b,  e  gli 
archi  BC,  CA,  AB  j  archi  di  circoli  massimi,  minori  di 
180  gradi,  e  misurati  dagli  stessi  numeri  che  gli  angoli 
piani  (yz),  (xz),  (xy)  del  triedro  degli  assi  Ox,  Oy,  Oz  j 
cioè  i  lati  del  triangolo  ABC  sferico  propriamente  detto,  e 
A,  B,  C,  i  tre  angoli  appunto  del  triangolo;  i  quali  hanno 
lo  stesso  numero  di  misura  che  gli  angoli  diedri  (interni) 
del  triedro  Oxyz  sucitato. 

Sarà   cos{2^y')=z—cosA,   e   quindi    la    detta  formula  ci 

cose  cosò — cosa 

darà  pel  triangolo  sferico   — coskzz 7 —  ,  ossia 

^  °  sencseno 
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cosaz^cosbcosc-k'SenbsenccosA   nota  formula  fondamentale 
della  Trigonometria  sferica  ('). 

Si  può  fare  scambio  di  a  con  b,  etc,  oppure  applicare 
le  formule  {s^)  (^3)  al  triangolo  sferico,  e  in  complesso 
notare 

Ìcosa=:cosbcosc'¥'SenbsenccosA , 
cosbzzcosacosC'¥'Senase7iccosB  , 
cosc=icosacosb'¥'SenasenbcosC  . 

Ciascuna  equazione  esprime  la  relazione  fra  tre    lati  e 

un  angolo  del  triangolo  sferico. 

cosa — cosbcosc 

Dalla  prima  delle  (1)  si  deduce  co^Am 7 ' 

^  ^  ^  senbsenc 

e  quindi  (§  I,  n.'  24,  2.°) 

seìi^b  sen^c — (cosa — cosb  cosc)^ 

sen^A=: ^^ 5 = 

sen^b  sen-c 

1 — co^a — cos-b — cos^c-^-Zcosacosb  cose 
sen^b  sen^c 

Considerando  che  nessuno  dei  tre  numeri  indicati  da 
senk^  s&nby  sene  può  superare  1*  unità  s' intende  come  il 
valore  del  polinomio 

1        cose  cosb 

1 — cos^a — cos^b — cos^C'¥'2cosacosbcosc=z     cose   1   cosa 

cosb  cosa   1 

mai  superi  V  unità,  ed  equivalga  perciò  al  seno  di  un  an- 
golo. Inoltre     ty^    cose  1        cosa    vale  numericamente 


1 

cose 

cosb 

cose 

1 

cosa 

cosb 

cosa 

1 

(•)  Serret.  Trigonometria  (n.^  142). 
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1  cos(xy)  cos(xz) 

cos{xy)  1  cos{yz) 

cos{xz)  cos{yz)    1 

sen^A  senH 


zzzsent,    cosi  senz'  altro  è 


lecito  scrivere 


sen^a      sen^a  sen^b  sen^c 


La  simmetria  rispetto    ad    a,  6,  e   del  2.''  membro    di 
questa  equazione  manifesta  che 

senA  senB  senC 

(2) 


sena  senb  sene 

Ciascuna  equazione  esprime  la  relazione  fra  due  lati  e 
due  angoli  opposti  ad  essi. 

Eliminando  poi  cose  tra  la  1.*  e  3.*  delle  (1)  si  ottiene 

cosa{  1  — cos^b)z=:senasenbcosbcosC  -^seìibsenccosA  . 

Sopprimendo  seiib  e  dividendo  per  sena 

sene 

cotasenbzzcosb  cosC  -»- cosA 

sena 

senC 

■=zcosb  cosG  H —cosA 

^  senA 

z=.cosb  cosC  -»-  senC  cotA  . 

Si  hanno  cosi  sei  equazioni  rispondenti  alle   sei    dispo- 
sizioni 

(a,&),  (a,c),  (&,a),  (6,c),  (c,a),  (c,&) 

cola  senb  =:  cosb  cosG  -»-  senC  cotA  , 
cota  sene  =  cose  cosB  -f-  senQ  cotA  , 

,  cotb  sena  =  cosa  cosG  -f-  senC  cotB  , 

(3)  < 

cotb  sene  =  co^c  co^A  -f-  ^^nA  coffi  , 

co<(.*  sena  r=  co^a  co^B  -k  senB  cotC  , 

co^c?  56n&  =  cosb  cosA  -h  ^enA  cotC  , 
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equazioni  di  cui  ciascuna  fra  due  Iati  1*  angolo  compreso 
e  l'  angolo  opposto  ad  uno  di  essi. 

Eliminando  due  dei  tre  lati  a,  b,  e  fra  le  tre  equazioni 
(1)  si  otterrebbe  un  equazione  fra  i  tre  angoli  e  un    lato. 

A  questo  si  giunge  più  sollecitamente  col  mezzo  del 
triangolo  polare  e  supplementare. 

Le  tre  rette  Ox  Oy  Oz  segnano  sulla  sfera  i  poli  dei 
lati  del  triangolo  ABC  (due  per  ciascun  lato).  Di  questi 
poli  se  ne  può  prendere  tre  A',  B',  C  (uno  per  ciascun 
lato)  tali  che  il  triangolo  sferico  A'B'C  da  essi  indivi- 
duato sia  non  solo  polare  di  ABC  ma  anco  supplementare 
nel  senso  che  gli  angoli  A'  B'  C  e  i  lati  a\  b\  e  (gli  uni 
e  gli  altri  compresi  tra  0  e  180"")  siano  i  rispettivi  supple- 
menti dei  lati  a,  b,  e  e  degli  angoli  A,  B,  C,  e  cioè  si  abbia 

A'-^-a=B'-^.6=C'-^-c=a'-»-A=6'-^-B=:c'-^.C=180^ 

I  due  triangoli  ABC  A'B'C  sono  supplementari  V  uno 
dell'  altro,  come  pure  sono  supplementari  V  uno  dell'  altro 
i  due  triedri  OABC  OA'B'C  Gli  spigoli  di  un  triedro 
sono  disposti  ortogonalmente  e  rispettivamente  colle  facce 
dell'  altro. 

Applicando  le  (1)  al  triangolo  A'B'C  si  avrk  dapprima 

cosa!  =:cosV cose' -^senb' sene  cos A'  , 
ossia 

— eosA=:cosBeosC — senBsenCeosa  . 

Or  senz'  altro  si  può  scrivere 

eoskz=. — cosBcosG'¥'SenBsenCcosa  , 

(4)  ]  cosBzz — cosAcosC'¥'SenAsenGeosb  , 

eosG:=:—cosAcosB'¥'SenAsenBcosc . 

Mediante  la  (1),  (2),  (3),  (4)  si  può  dati  tre  degli  ele- 
menti di  un  triangolo  sferico  determinare  gli  altri  tre. 

Si  hanno  sei  casi  riducibili  a  tre  mediante  il  triangolo 
polare. 
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1.®  caso:  sono  dati  i  tre  lati. 

2.®  caso:  sono  dati  due  lati  e  1*  angolo  compreso. 

3.^  caso:  sono  dati  due  lati  e  l'angolo  opposto  ad  uno  di  essi. 

4.*  caso:  sono  dati  i  tre  angoli. 

5J^  caso:  sono  dati  due  angoli  e  il  lato  compreso. 

6."*  caso:  sono  dati  4ue  angoli  e  il  lato  opposto  ad  uno  di  essi. 

Il  4."  rientra  nel  1.",  il  5."  nel  2.\  il  6."  nel  3."  mediante 
il  triangolo  polare. 

La  risoluzione  dei  tre  casi  può  essere  agevolata  da 
triangoli  unirettangoli. 

Ponendo  A=z90"  nelle  (1),  (2),  (3),  (4)  si  ottiene  la 
seguente  tabella  poi  triangolo  sferico  unirettangolo 

cosa  z=.cosbcosc^ 

serìb  z=.sénasenQ^      sene  zzsenasenC, 

tangb-zziangacosG,  tangczztangacosB , 

tangbzzsenctangB,  tangcnsenbtangC^ 

cosa  z=:cotBcotG, 

cosB  =cosbsenC,  cosC  ^zcoscsenB, 

formole  tutte  adatto  ai  logaritmi. 

Quando  al  triangolo  obbliquangolo  non  sia  sostituibile 
r  unirettangolo  soccorrono  nel  metodo  logaritmico  le  for- 
molo (§  I,  n.'  24,  2.") 

1  I  /^l — cosA          I  y/sen{p — b)sen(p — e) 
sen-^k=V    ^ =:    y , 

2  2  semsenc 

1  _■  y/^ì  -^cos  A         I  y/seiipsen(p — a) 

2  2  senbsenc 

1  _^My^sen{p—b)sen{p—c) 

2  ""  senpsen{p—a) 

1111 
e  le  analoghe  di  se7i—B,      eos-^B,    tang—B,     sen-^^ 

1  1 

cos—G,    tang—G,    dove     a-»-&-»-c=:2jp . 
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Riescono  pure  utili  le  formule  di  Delambre 

A-hB  a—b  A— B  a—b 

sen — -^ —  cos — - —        sen — p; —  sen — - — 


C  e  G  G 

cos—  cos—  cos—  sen-^ 


A-f-B  an-J  A — B  a-»-6 

cos — - —  cos zr—  cos — zz —  SCn ^r— 


e  e        '  C  e 

sen-^  cos-^  sen—  sen— 

4t  4»  hf  ^ 


(facilmente  deducibili  dalle  precedenti),  e  quelle  di  Nepero 
a — h  a — 6 


cos — ■=, —  AD  n  sen- 


A^B  C  ^^'^     2  A-B  C  ''"''     2 

tar^^-^=cotg- —^^  .  iang^^^cotg^——^ 

cos — ^ —  sen — ^ — 


A—B  A—B 

a^b  e  """'—T  a-h  e   *^"-2~ 

iang-^=tang^  —j^  ,  tang-^=ztang-^  —^-^  . 

COS — —  sen — — 

derivanti  da  quelle  di  Delambre.  etc.  etc. 

4."  Applicando  le  equazioni 

sen^c      sen^b      sen^a      sen^csen^bsen^a 
sen^G  ""*«n*B  ""5^n*A  ""         senH 

al  triangolo  A'B'C  supplementare  di  ABC  si  ha   dapprima 

sen^d      sen^U      sen^à      sen^c'sen^b'sen^a' 
sen^G  ~sen^E'  ^sen^M~  senH  ' 

5 
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e  poi 

sen^C     sen^B     sen^k     sen^Csen^Bsen^k 

sen^c     sen^b      sen^a  ""  sen^ 

ritenuto 

1        — cosC  —cosB 

sen^Tzz     — cosC       1        — cosA 

— cosB  — cosA      1 

Quindi  vedasi  che 

,sentzzsenasenbsenC=isen(isencsenB=:senbsencseìiA , 
senTzzisenAsenBsenc^isenAsenCsenbzzisenBseriCsena , 

senH       senasenbsenc 
senH     sen^asen^bsen*  e     sen^T     sen^Asen^Bsen^C 


sen^T  senH  '    sen^t  sen^T 

senH  sen^T 

senT:=: ; ,     sentzz  - 


senasenbsenc  '  ""  senAsenBsenC 

Si  può  anche  scrivere 

sentsenTznsenasenbsencsenAsenBsenC , 

se^ii       sena       senb       sene 
senT  ~"  senA  ""  senB  ""  senC 

5.'  Si  ha 

sen^t:=zsen*bsen*c — {cosa — cosbcoscY 
z^{senbsenc-¥'Cosa — cosbcosc){senbsenc — cosa-^-cosbcosc)  ^ 

ossia  (§  I,  n."  24,  2.*) 

sen^i-iz  )^cosa — cosip-^-c)  \\cos{p — e) — cosa^ 
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a-»-6-f-c       b-^-c — a       a-^c — b       a-^b — e 
^=iisen — ^ sen — sen — sen — . 

Analogamente 

5en*T=^en*B^en*C — (cosk-^-cosBcosCf 

^==i{sen^enC'¥'Cosk'¥'COslicosC){senlàsenG — cosk — cosQcosG) 

= jco5(B — C)-f-co5A} }  — co5(B-f-C) — cosk\ 

A-hB-hC       B-hC— a       A-hC— B       A-i-B— C 
= — Acos X cos p cos ^ cos p • 

Posto    a-f-&-f-c=2p ,    A-HB-f-C=P    si  ha 
senH'=zAsenpsen(p  — a)seìi{p — b)9en(p — e) , 
5^n«T=— 4co5Pco5(P— A)co^(P— B)co^(P— C). 

6/  Detti  k,  h,  l  i  tre  spigoli  concorrenti  in  uno  stesso 
vertice  0  di  un  tetraedro  e  a,  b,  e  gli  angoli  di  k  con  A, 
^i  k  con  /,  di  h  con  /  e  S  il  volume  del    tetraedro  si   ha 

1 

S  ='-^hhlsent . 
t> 

Se  AzzAzrfcl ,  cioè  se  gli  altri    vertici  trovansi  sopra 

sena 
una  sfera  di  raggio  1  si  avrà  senti=:6S=:senT t-=  etc., 

inteso  che  A,  B,  C  sieno  gli  angoli  diedri  del  triedro  di 
vertice  0. 

Riferendo  i  vertici  del  tetraedro  a  tre  assi  siti  e  diretti 
come  si  voglia  si  potrà  poi  esprimere  (n.**  13,  i."")  k,  h,  l  in 
funzione  delle  coordinate  di  essi  vertici. 

Si  esporrà  in  seguito  un  metodo  facile  per  esprimere  il 
volume  di  un  tetraedro  in  funzione  delle  coordinate  dei 
vertici. 
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17.  1.**  Dati  gli  angoli  (xy),  (xz),  (yz)  delle  direzioni 
positive  di  tre  assi  Cartesiani  Ox,  Oy,  Oz  obbliqui  esprimere 
la  relazione  che  ha  luogo  fra  i  detti  angoli  e  gli  angoli 
diedri  A,  B,  C  che  un  piano  P  fa  rispettivamente  coi  piani 
coordinati  xOy,  xOz,  yOz  nell'  interno  del  tetraedro  (')  dei 
quattro  piani. 

Siano  0/,  Oy\  Ox,  Op  quattro  normali  rispettivamente 
ai  quattro  piani  otOì/,  ooOz,  yOz,  P,  e  siano  fissate  le  loia 
direzioni  positive  per  modo  che  i  numeri  di  misura  degli 
angoli  che  la  Op  fa  colle  Oz\  Oy  Ox'  siano  gli  stessi  che 
quelli  degli  angoli  diedri  A,  B,  C  rispettivamente. 

Dichiarati  a,  ^,  y  gli  angoli  che  la  direzione  positiva 
della  Op  fa  rispettivamente  colle  direzioni  positive  degli 
assi,  ed  osservato  che 

cos{z'x)=:cos{z'y)z:zcos{yx)^=cos{yz)=:cos{x'y}:=zcos(xz)=0, 

seni  seni  seni 

cos{z'z)z=  ^^,^,,\  »  cos{i/y)=,  ^^^^^^^  ,  cos{x'x)=z 


sen(xy)  '   ^^  ^'     sen{xz) 
si  ha  (n.^  15) 

1     cos(xy)  cos[xz)  cosa 

cos(xy)   1     cos{yz)   cos^ 

cos{xz)  cos{yz)    1     cosy 
seni     • 

0  0  ; — r  COSk 


sen(yz) 


sen(xy) 


=0, 


ossia 


1  cos{xy)  cosoL 

cos{xy)  1  cos^ 

cos{xz)  cos{yz)   cosf 


zzsentsen{xy)cosA . 


f)  Quattro  piani  che  non  appartengano  ad  una  stessa  stella  e  ài 
cui  tre  Qualunque  non  formano  fascio  dividono  io  spazio  in  quindici 
regioni  ai  cui  una  sola  è  completamente  limitata.  È  questa  che  co- 
munemente chiamasi  tetraedro  ed  è  questa  che  ora  intendiamo  desi- 
gnare, li  sistema  dei  quattro  piani  dicesi  tetraedro  completo. 
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Similmente 

1  cos(xz)   cosa 

cos{xy)  cos{yz)   cos^ 

COS{iVZ)     1  COSf 


n — sentsen{xz)cosB , 


cos{xy)  cos(xz)  cosi 
1  cos{yz)   cos^ 

cos{yz)    1  COSf    ; 


^isentsen{yz)cosC  , 


donde 


I    (  ) 

<x)soizz ■jf-'{cos{xz)sen(xy)cosA'^cos{xy)sen(xz)cosB-^scn(yz)cos C  > 

1     I  ) 

<iOS^::i—j-iCos{yz)sen{xy)cosk'^se7i(xz)cosB'^^  C }» 


1 

<?o^=: —\sen{xy)cosk-^cos{yz)sen{xz)cosB-^cos{xz)sen{yz)cosC 

0  più  brevemente  (indicati  con    wi^ ,    m, ,    m^    i  fattori  di 
sent  I  ' 


m. 


cos-xzz.- 


sent  ' 


cos^zz- 


m. 


W2, 


seni   '  5gn^ 


Questi  tre  coseni   sono   vincolati    dalla    condizione  (C) 

{n.''  12»  l-**),  e  perciò  sostituendo    nella    (C)    i    valori  ora 

trovati,  moltiplicando  4."  orrizzontale    e   4.*  verticale  per 
seni  si  ottiene 


1  cos{xy)  cos{xz)  w^ 

cos(cciy)  1  cos{yz)  vi^ 

cos(^:;)  cos{yz)   1  m^ 

m,  TWo         m^  sen^t 


=0, 
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1  cos{xy)  cos{xz)  m^ 

cos{xy)  1  cos{yz)  m^ 

cos{xz)  cos{yz)   1  m^ 


m,  0 


=0 


per  r  espressione  richiesta. 

Sottraendo  in  quest'  ultimo  determinante  dall'  ultima 
verticale  la  terza  moltiplicata  per  scn(xy)cosk,  la  seconda 
moltiplicata  per  sen{xz)cosB^  la  prima  moltiplicata  per 
sen(yz)cosG  (C  A.  R.  §  V)  si  annullano  il  primo,  il  se- 
condo, il  terzo  elemento  della  quarta  verticale  stessa,  e  il 
quarto  diviene 

— m^sen{xy)cosk — m^sen{xz)cosB — m^sen(yz)cosG, 

e  il  valore  del  determinante  (C.  A.  R.  §  V)  riducesi  aJ 
quarto  elemento  stesso  moltiplicato  per  seri^L  Pertanto 
l'equazione  precedente  potrà  scriversi  nel  termini 

^^^i=[?n35<?n(rz?y)co5A-4-mj^^n(i?;;a;)co5B-4-mj^^n(y>:)co5C[5É?n% 

ossia  mettendo  per  le  m  i  loro  valori,  sviluppando  e  ri- 
ducendo 

sen^tz=,sen\xyYcost\'¥-sen^(xz)cos^B-^sen'^[yz)cos^G 
^2ìcos{yz)sen{xy)sen{xz)coskcosB'^cos{xz)sen{xy)sen{yz)cosAcosG 
•^cos{xy)sen{xz)sen(yz)cosBcosC  j  (y). 

Quest'  equazione  è  di  2.°  grado  rispetto  a  cosA,  cosB, 
cosC^  e  quindi  non  muta  se  anche  si  mutano  A,  B,  C  ri- 
rispettivamente nei  loro  supplementi. 

2.°  Determinare  la  relazione  che  ha  luogo  fra  gli  an- 
goli diedri  interni  del  tetraedro  individuato  dai  tre  piani 
coordinati  xOy,  :rOz,  yOz  e  da  un  piano  qualunque  P. 
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Detto  X  r  angolo  del  piano  yOx  col  piano  xOz,  Y 
quello  del  piano  ooOy  col  piano  yOz,  Z  quello  del  piano 
xOz  col  piano  zOy,  e  come  aopra  A,  B,  C  gli  angoli  che 
il  piano  P  fa  rispettivamente  coi  tre  coordinati,  si  ha  (n.** 
1«,  3."  4.^), 

cosZ-^-cosYcosX  cosY  -^cosXcosZ 

^^■^)=      ..«Y.enX      '  ^^^*^^=      senXsenZ—' 

cosX-^cosYcosZ 
'''^y'^=       senYsenZ       ' 

sen\xy)     sev?{xz)       sen*(yz)       sen\xy)sen\xz)sen\yz) 
sen^Z  sen^Y         sen^X  senH  ' 


senH 
sen\xy)seri^{xz)sen^{yz)  ' 

dove 

1  — cosZ      — cosY 

sen^Tzz:    — cosZ  1  — cosX 

—cosY     — cosX        1 


e  combinando  colla  (y)  risorgo 

sen^l!zzse'n}Zcos^k'¥'Se'n}Ycos^B'^sen^Xcos^G 
'^2\{cosX'^cosYcosZ)coskcosB'^(cosY'^cosXcosZ)coskcosC) 
•^(cosZ  '■^cosYcosX)cosBcosC  \  (  y') 

3/  La  (/)  è  deducibile  pur  dalla  (C)  (n."  12,  1.").  Si 
applica  la  (C)  a  quattro  rette  0'z\  0'y\  0'x\  O'p  rispetti- 
vamente normali  ai  piani  xOy,  ooOz,  yOz,  P  condotte  da 
un  punto  0'  interno  al  tetraedro  dei  quattro  piani,  e  poi 
si  pone    eos{z'y)zzcos{l80'' — X)= — cosX,    etc. 
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La  stessa  formula  (y)  si  può  anche  ottenere  projettando 
ortogonalmente  sui  quattro  piani  le  facce  del  loro  tetrae- 
dro (§  I,  n.'  22,  12.*). 

Indicate  con  Kj ,    K^ ,    Kg ,    K   le  facce  del  tetraedro 
sui  piani  xOy,  xOz,  yOz^  P  si  avranno  le  equazioni 

Kj  — K^cosX — K^cosYzuKcosA 
— KjCO^X-i-K^  —K^cosZ  zzKcosB 
—K,cosY—K^cosZ  -4-K3         =KcosC  ^  ^^^' 

K^cosX-^K^cosB  -^K^cosC  =K 

fra  cui  eliminando  le  K    si  riproduce  la  ripetuta  formula 
(y  ),  e  cioè 

1        — cosX  —cosY  cosX     I 

i 
— cosX      1         — cosZ   cosB     I 

I  =0. 
— cosY  — cosZ        1         cosC 

cosA      cosB       cosC    l 


4."*  Eliminando  cosXy  cosB^  cosC  fra  le  (s)  si  ottiene 
K^=Kj«-hKj*-hK3*— 2(KjK,co5X-hK-K3(?oA^-4-K,K3C?05Z), 

cioè  la  relazione  tra  una  faccia  qualunque  di  un  tetraedro, 
le  altre  tre  e  le  mutue  inclinazioni  di  queste  tre. 

5.*  È  lecito  guardare  le  precedenti  formule  come  casi 
di  altre  più  generali. 

Se  si  ha  un  poliedro  di  n  facce  /, ,  /^ ,  ,  /«»   e  si  prò- 

jetta  ortogonalmente  il  medesimo  sopra  ciascuno  dei  piani 
a  cui  appartengono  le  facce  si  darà  luogo  a  n  equazioni 
(§  I,  n.°  22,  12."*),  dalle  quali  (eliminate  le  /)  si  otterrà 
un'  equazione  come  quella  del  n.°  12,  5."*  dove  le  e  siano 
ritenute  coseni  di  angoli  di  piani.  Da  essa  deriva  la  (y). 

Si  possono  pur  fare  le  seguenti  considerazioni. 
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—  Tó- 
si applichi  a  ciascuno  dei  piani,  1,  2,  ?i  del  po- 
liedro una  perpendicolare  per  modo  che  la  direzione  posi- 
tiva di  essa  appaja  ascendente  a  chi  si  colloca  sopra  una 
determinata  banda  del  piano  per  osservarne  il  senso  posi- 
tivo e  di  tale  lunghezza  h  che  si  abbia  in  valore  e  segno 
la  proporzionalità 

l,        l,        l.  In 


^  /i«  A3  f^n 

Si  potrà  allora  nella  equazione  (pag.  27)  sostituire  le  h 
alle  l,  e  cioè  scrivere 

ritenendo  (se  torna  comodo),    Cp^i ,    Cp,8  coseni   degli 

angoli  delle  perpendicolari  predette  con  una  perpendicolare 
al  piano  P  (pag.  27)  considerato. 

Da  questa  ultima  equazione  emerge  come  ogni  poligono 
formato  colle  h  trasportate  parallelamente  a  se  stesse  debba 
risultare  chiuso  e  quindi  ogni  poliedro  di  n  facce  sia  as- 
sociabile con  un  poligono  chiuso  di  n  lati  (*)  con  ispeciale 
corrispondenza  di  facce  a  lati,  e  come  pertanto  un*  equa- 
zione qualunque  tra  lati  ed  angoli  di  poligono  possa  appli- 
carsi a  facce  ed  angoli  diedri  di  poliedro  col  solo  cambia- 
mento del  significato  dei  simboli.  Cosi  (corno  ancora  è  stato 
sopra  avvertito)  nella  equazione  (n."  12,  5."*)  si  potrà  rite- 
nere Cro  coseno  di  angolo  diedro  di  due  piani. 

Cosi  nella  (C)  (n.**  12,  1.**)  si  potrà  ritenere  che  (a?y), 
(xz)^  etc.  significhino  angoli  diedri  di  quattro  piani  a  cui 
appartengano  le  facce  di  un  tetraedro. 

Da  essa  (C)  puro  deriva  una  equazione  tra  i  lati  e  le 
diagonali  di  un  quadrangolo  sferico  poiché  se  si  immagina 
una  sfera  di  centro  0  si  avranno  sulla  stessa  quattro  punti 
di  sortita  di  quattro  retto  Ox,  Oy,  Os,  OM  parallele  rispet- 

D  Vedi  Lefèburo  de  Fourcy  Góomètrie  etc,  n.**  541. 


Digitized  by  VjOOQ  IC 


—  74  — 

tivamente  ai  lati  di  un  quadrangolo,  o   perpendicolari  ri- 
spettivamente alle  facce  di  un  tetraedro  e  i  quattro  punti 
individueranno  sei  archi  di  ciixjoli  massimi,  etc.  etc. 
Cosi  si  potranno  stabilire  equazioni  come 

h'-^lt'-^ ^ln''^2l,l,C,^,^2l,l,C,^,-^ =0, 

nelle  quali  sarà  lecito  ritenere  l^  ,  l^ , ,  In  lati  di  poli- 
gono 0  facce  di  poliedro,  e  c,^, ,  c^^^ ,  etc.  coseni  di  angoli 
di   rette,  o  di  piani.  Cosi  in  tutto  ciò   che  è  stato  esposto 

(n.**  12,  10.**)  si  potrà  ritenere  l^ ,  l^  , ,  In   facce  di  un 

poliedro,  e  le  e  coseni  di  angoli  diedri  di  piani,  etc. 

6.**  Se  gli  assi  coordinati  divengono  fra  loro  ortogonali 
la  (y)  si  semplifica  e  diviene  1=ico5^A-hco5^B-»-co^C  . 

18.  1.**  Dati  gli  angoli  (xy),  (xz),  (yz)  delle  direzioni  po- 
sitive di  tre  assi  Cartesiani  Ox,  Oj/,  Oz  obbliqui,  gli  angoli 
A,  B,  C  che  un  piano  P  forma  rispettivamente  coi  tre  coor- 
dinati xOy,  xOz^  yOz  nell'  interno  del  tetraedro  dei  quat- 
tro piani,  gli  angoli  Aj ,  B^,  C^  che  un  piano  Q  forma  coi 
tre  coordinati  stessi  nelF  interno  del  rispettivo  tetraedro 
determinare  V  angolo  fo  dei  due  piani  P,  Q. 

Indicando  con  a,  ^,  y  gli  angoli  che  una  normale  al 
primo  piano  P  forma  rispettivamente  con  Ox,  Oy,  Ojj,  e 
con  «j ,  Pj  ,  Yj  quelli  che  una  normale  al  secondo  piano  Q 
forma  cogli  stessi  assi  Ox,  Oy,  0-3  (ritenute  fissate  le  dire- 
zioni positive  di  tali  rette  in  modo  conveniente)  si  avrà 
(n.°  17,  V). 

7)1^                                 7ÌÌ^                                 ?>?3 
COS0L= ,         COSizZ 7  ,         COSfZZ. ;  , 

sene  seni  seni 

'^''"'=£^'    ^^*^'=.-S7'    "^""•'=^' 

ritenuto  che  n^  ^  n^,  n^  significhino  ciò  che  divengono  m^ , 
mj,  m^  col  mutarvi  A  in  A^  ,  B  in  Bj ,  C  in  Ci  ;  e 
quindi  (n."  15,  1.*) 
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1  cos{xy)  cos(xz)  m^ 

cos{xy)  1  cos{yz)  m^ 

cos(xz)  €Os(yz)  1  m^ 

??j  rij  n,  0 


Sottraendo  dalla  4.*   verticale    la   3.*  moltiplicata   per 
sen(xy)cosk,  etc.  vedesi 

ossia  mettendo  i  valori  delle  n,  sviluppando  e  riducendo 

cossasenH:=iser?{xy)coskcosk^  '^sen^(xz)cosBcos^^  -^sen^yz^osGcosC^ 

-^cos(yz)sen{xy)sen{xz)  |  coskcosB^  -^cosA^cosB  [ 

'¥'Cos{xz)sen{xy)sen{yzy^coskcosG^  -^cosk^cosCl 

'^cos{xy)sen(xz)sen{yzy^cosBcosC^'^cosBiCOsC\       (t). 

Ponendo  a>=iO  si  riproduce  la  formula  (y)  (n.**  17,  1.*). 
2.**  Pel  caso  degli  assi  ortogonali  si  avrà 

cos'jìzizcoskcosk^  -^cosBcosB^  -^cosGcosG^ . 

Se  i  due  piani  P,  Q  sono  fra  loro  normali  sarà 

coskaosk^-^cosBcosB^-^cosGcosG^^^O . 

3."*  Si  potrà  eliminare  gli  angoli  piani  del  triedro  degli 
assi  e  far  invece  apparire  nella  data  equazione  gli  angoli 
diedri  Z,  Y,  X,  e  cosi  stabilire  una  equazione  fra  i  dieci 
angoli  diedri  Z,  Y,  X,  A,  B,  C,  A^  B^  Cp  o)  dei  cinque 
piani  xOyy  xOz,  yOz,  P,  Q,  la  quale  riprodurrà  la  for- 
mula  (y  )  (n.^  17,  2/)  per  cozzO . 

L*  equazione  fra  i  dieci  angoli  sarà  anche  deducibile  da 
quella  data  (n.*  15,  1.*)  applicata  dapprima  a  cinque    rette 
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Oz\  Oy,  0'x\  0'p\  O'q  rispettivamente  normali  ai  piani 
Oxy,  Oxz,  Oyz,  P,  Q,  e  poscia  etc. 

4.''  La  stessa  si  otterrà  anche  col  projettare  ortogonal- 
mente le  facce  K,  Kj ,  K^ ,  Kg  del  tetraedro  dei  primi  quat- 
tro piani  sopra  i  primi  tre  e  il  quinto. 

Si  rivedranno  le  tre  prime  delle  (e)  (n."  17,  3.**)  ed  inol- 
tre si  otterrà  una  quarta  equazione 

K^cosA^-^K^cosB^-^K^cosCiZzKcos'i}  . 

Eliminando  le  K  fra  le  quattro  equazioni  risulta 


1         —cosX  —cosY  cosk 

— cosX      1         — cosZ  cosB 

— cosY  — co^Z        1  cosC 

coA'Aj      cosB^      cosC^  cos'j) 


=0. 


Con  questa  si  riproduce  la  (y)  col  porvi  oj=0. 
Sarebbe  pure  deducibile  da  una  più  geneiale. 

19,  1.®  Determinare  un  area  piana  a  date  le  projezioni 
^1  »  ^«1  ^3  della  stessa  rispettivamente  sopra  tre  piani  coor- 
dinati Oxy,  Oxz,  Oyz  obbliqui,  essendo  a,  definita  da  rette 
proiettanti  a  parallele  all'  asse  0^,  cioè  uscenti  dal  punto 
all'infinito  di  quest'  asse  (§  I,  n.""  22,  IO."*),  a,  da  proiet- 
tanti parallele  ad  Oy  cioè  uscenti  dal  punto  ali  infinito  di 
Oj/,  «3  da  proiettanti  parallele  all'  asse  Ox  cioè  uscenti 
dal  punto  all'  infinito  di  Ox. 

Diciamo  a,  ^,  y  gli  angoli  che  una  ON  normale  al  piano 
dell'  area  a  fa  rispettivamente  cogli  assi  Ox,  Oy,  05,  indi- 
chiamo con  (zz)  V  angolo  formato  dall'  asse  Oz  con  una 
0/  normale  al  piano  xOy,  con  (yy)  V  angolo  formato  dal- 
l' asse  Oy  con  una  Oy  normale  al  piano  cvOz,  con  {xx) 
V  angolo  formato  dall'  asse  Ox  con  una  Ox  normale  al 
piano  yOz,  e  come  altre  volte  con  {(vy),  (xz),  (yz)  gli  an- 
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goli  degli  assi  e  teniamo  in  considerazione  che  gli  assi 
Ojs,  Oy,  Ox  riescono  normali  rispettivamente  ai  piani 
cc'Oy\  xOz';  yOz. 

La  intersezione  della  stella  di  rette  j  projettanti  dal 
punto  (centro)  all'  infinito  di  Oz  la  a  sopra  :2'0i/|  col  piano 
xOy  è  la  proiezione  p^  ortogonale  sopra  di  esso  piano  x'Oy 
tanto  della  a  come  della  a^ ,  e  quindi  si  può  (§  I,  n.°  22, 
11.'^)  ritenere  tanto  p^z=:acos-{,  come  p^=:a^cos{zz'),  e  quindi 
acosy=:a^cos{zz'). 

Analogamente  si  riconosce  che 

acos^=ia^cos{yy),    acos(x=ia^cos{xx')  , 
ossia  (n."  16,  1.") 


COS^ZZ 


asserti 


asen{xy)  ' 


cos^= 


arsene 


aseii{xz)  ' 


cosazz 


a^sent 


asen  {yz) 


Gli  angoli  a,  p,  y  devono  soddisfare  alla  (C)  (n."*  12,  1.°). 

Mettendo  in  essa  a  posto  di    cosa^  cos^,  cosy   i   valori 

ora  trovati,  moltiplicando  1*  ultima  orrizzontale  e  V  ultima 

a 

si  ha 


)   aei   aei 

ermmante 

\^ì    I»r 

T     SI 

sent 

1 

cos{xy) 

COS{pBZ) 

«3 

sen{yz) 

cos{xy) 

1 

cos{yz) 

^t 

sen{xs) 

cos{xz) 

cos{yz) 

1 

«i 

sen(xy) 

■       «3 

«« 

«1 

a» 

sen{yz)     sen(xz)     sen{xy)       senH 


=0. 


Da  questa  equazione  deducesi 
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a*=— 


«3 

coslxy)     cosixz) :- 

^  ^'  ^    '    sen{yz) 


cos{xy)     1  cos{yz) 

cos(xz)     cos{yz)      1 


«o 


sen{xz) 
a. 


sen(xy) 


«o 


a. 


' —     0 

sen(yz)     sen(xz)     sen{xy) 

ossia,  sviluppando  secondo  gli  elementi  di  4/  orrizzontale 
o  verticale  (C.  A.  R.  §  VII,  n.**  7,  formula  pei  determinanti 
simmetrici), 

-1-2 — 7 — ^^ 7 — Acos{xz)cos(xy) — cos(yz)\  . 

sen{xz)sen{xyy      ^    ^     ^  ^'         ^^  '» 

2.**  Quando  gli  assi  Oa?,  Oy,  0;?  sono  ortogonali,  a^ ,  a^ , 
a,  riescono  le  projezioni  ortogonali  dalla  a  rispettivamente 
sui  tre  piani  coordinati,  e  la  formula  ora  stabilita  riducesi 
alla  semplicissima  forma 


a^zia^j-i-a^^H-a^g  . 


3.*"  Esprimere  la  relazione  che  ha  luogo  tra  due  aree 
piane  a,  a'  e  le  loro  projezioni  a^ ,  a^ ,  ag ,  a\ ,  a', ,  o!^ 
sopra  tre  piani  coordinati  Oxy,  Oxz,  Oyz. 

Diciamo  a,  ^,  y  gli  angoli  che  una  normale  al  piano 
della  prima  area  a  fa  rispettivamente  cogli  assi,  e  a  p'  y 
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quelli  che  cogli  stessi  assi  fa  una  normale  al  piano   della 
seconda  area  ai  ed  co  T  angolo  dei  due  piani. 

Dalla  formula  (n."  15,  1.*)  (tenendo  presenti  le  date  1/) 
bì  avrà 


1 

cos{xy) 
cos(xz) 


a\sent 


cos{xy) 

1 

cos{yz) 
a\sent 


cos[xz) 

cos{yz) 

1 
a\sent 


a'sen(yz)       a'seii{xz)       a'sen{xy) 
o  più  semplicemente 


a^sent 
asen{yz) 

a^sent 
asen{xz) 

a^sent 
asen(inj) 

COSUì 


=0, 


1 

cos{xy) 

cos(xz) 

«3 

sen(yz) 

cos{xy) 

1 

cos{yz) 

«t 

sen{ocz) 

cos{xz) 

cosixiz) 

1 

«1 

sen{xy) 

< 

a\ 

< 

aa 

sen{yz) 

sen(xz) 

sen{xy) 

senH 

yOStÙ 

ancora 

1 

cos(xy) 

cos{xz) 

«3 

sen(yz) 

cos(xy) 

1 

cos{yz) 

«t 

aa'costo^z — 

sen{xz) 

cos(xz) 

eos{yz) 

1 

«1 

sen{xy) 

«'3 

a\ 

«'. 

0 

sen{yz) 

sen{xz) 

sen{o(n/) 
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Se  si  fa  coincidere  d  con- a  si  riproduce  una  formola 
già  (l."")  nota. 

20.  1."^  Data  T  equazione  di  una  retta  (riferita  ad  assi 
obbliqui  cartesiani  Ox^  Oy  e  collocata  nel  loro  piano)  nella 
forma  ax-^by-^czziO,  determinare  V  equazione  della  stessa 
nella  forma  normale  xcosa-^ycos^—pzziO  dove  (n."*  7)  p 
significa  la  distanza  della  retta  all'  origine,  a  V  angolo  della 
p  (direzione  positiva)  con  Ox  q  ^  con  Oy. 

Le  due  equazioni  (la  data  e  quella  a  determinarsi)  do- 
vendo rappresentare  la 'stessa  retta  non  potranno  differire 
fra  loro  che  per  un  fattore  p,  e  cioè  dovrà  essere  identi- 
camente 


e  quindi 


fi{ax-^by-^c)z=.xcos(x-^ycos^ — p  , 
pazzcosoL^  pbzzLCOS^^  pc= — p  . 


Tra  gli  angoli  (xy),  a,  ^  avrà  luogo  (§1,  n."*  24,  1.*) 
la  equazione 

1  cos{xy)  cosa 

cos{xy)  1  cos^      =0, 

COSOL        cos^         1 


ossia 


1  cos(xy)  pa 

cos(xy)  1  pft 

pa  p6  1 


=0, 


donde 


P= 


sen{xy) 


1/  a^'¥-h^—2abcos{xy)    . 
Pertanto  la  forma  normale  richiesta  sarà 
{ax-^by-^c)sen{xy) 


1/  a^-^b^ — 2abcos{xy) 


=0. 
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2."*  Se  gli  assi  Ox,  Oij  sono  ortogonali   la   forma    nor- 
male per  r  equazione  della  retta  ax-^by-^czzO  sarà 


V 


/a^^ 


:0. 


« 


3.**  La  distanza  dall'  origine  0  della  retta  ax-^by-^czzO 
nel  caso  degli  assi  obbliqui  sarà  (prescindendo  dal  segno) 


csen(xy) 
P=- 


xX  a^-^b^ — 2abcos{xy) 


e  gli  angoli  ot,  e  jB  della  p  cogli  assi  Ox,  Oy  saranno  de- 
terminati dalle  equazioni 


asen(xy) 

COSOiZZ 


noòfzz 


1/   à^-^-b^ — 2abcos{xy) 

bsen(xy) 
1/  a^-^b^ — 2abcos{xy) 


4.**  Nel  caso  degli  assi  ortogonali  si  dovrà  sopprimere 
il  termine  2abcos(xy). 

5.°  Determinare  la  distanza  d  di  un  punto  (X,Y)  del 
piano  ,rOy  dalla  retta  ax-^by-^c^iO  nel  caso  degli  assi 
obbliqui,  6  nel  caso  degli  assi  ortogonali. 

Nel  caso  degli  assi  obbliqui  sarà 


(aX-»-èY-Hc)*^n(j*y) 


ìy''  a*-+-&* — 2abcos{xy) 
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e  nel  caso  degli  assi  ortogonali 

aX-t-bY-t-c 


d=- 


y/a^ 


Il  valore  che  il  primo  membro  cur-^bij-^c  dell'  ociua- 
zlone  di  una  retta  assume  per  ^zzX  y=:Y  (essendo  X,  Y 
le  coordinate  di  un  punto  fuor  della  retta)  è  una  propor- 
zionale alla  distanza  del  punto    (X,Y)    dalla  retta  secondo 

1/  a^-^b^ — 2abcos{xìj) 


la  ragione 


sen{xy) 


nel  caso  degli  assi 


/: 


obbli(iui,   secondo    la    ragione  ■  /    a'-nè'    nel    caso    degli 

assi  ortogonali. 

21.  1.*  Determinare  la  condizione  perchè  tre  punti 
{^\  »  !/i).  (^2 .  i/«)»  {^\  1  l/s)  del  piano  Ojcuj  (essendo  0^' ,  0// 
assi  obbliqui  oppure  ortogonali)  siano  in  linea  retta. 

L*  equazione  della  retta  su  cui  dovranno  trovarsi  i  tre 

punti  avrà  e  nel  caso  degli  assi  obbliqui  e  nell'altro  dogli 

ortogonali  la  forma   ax-^by-^czzO;  e  dovranno   coesistere 

a        b 
rispetto  ad   — ,   —    le  tre  condizioni 

^  ce 


a  b 


a  0 


a 
e 

h 
•^3-^  e  !/3-*-l=0. 

e  quindi  (C.  A.  R.  §  Vili,  n.'  3) 

'■«i    Vi    1 

•*•«    Vt    1 

=0. 

^z  y»   1 
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Pertanto  si  può  dire  che  se  tre  punti  sono  in  linea 
Inetta  il  loro  detenuinante  è  nullo,  e  inversamente  se  il 
determinante  di  tre  punti  è  nullo  questi  sono  in  linea  retta. 

2/  Se  si  fa  correrò  il  punto  (j:.^  ,y^)  sulla  retta  indivi- 
duata dagli  altri  due,  gli  elementi  l."*  e  2.^  di  terza  orriz- 
zuiitale  del  prenotato  determinante  varieranno,  ma  il  deter- 
minante sarà  sempre  nullo. 

Adunque  V  equazione  di  una  retta  obbligata  a  passare 
per  due  dati  punti  (jr^ ,  y,)    {x\  ,  j/,)  sarà 


1    X     y 
1    J?«    yt 


=0, 


(Si  è  soppresso  V  indice  3  di  ^3  e  di  y^  e  si  sono  fatte 
circolare  le  orrizzontali  e  poscia  le  verticali  del  determi- 
nante l.""  oppure 

o  ancora,  posto     y, — !/t^=*     ^'t — *''i^'^    ^lUt — ^-jj/i^'  » 

fc,  li,  l  possono  assumere  un'  infinità  di  valori  per  la  stessa 
retta  per  ciò  solo  che  si  può  far  prendere  infinite  posizioni 
sulla  stessa  retta  al  punto  {^i\  ,  y J  e  intanto  che  sta  in 
una  si  può  mettere  in  infinito  V  altro  punto  (a\  ,  yj.  Cosi 
per  una  stessa  retta  si  potrà  scrivere 

k  x-^h  y-^l  =0, 
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k        h         l        k        h        l 

a  condizione  però  che  -rr  =-rr  =  ~,~  .   'ìj?  =^~rn  =it'  »  ®tc. 
k        à        e         fi         fi       i 

Se  pur  facendo  muovere  i  due  punti  {,(\  ,  y^),  (x^ ,  j/,) 
sulla  retta  si  terrà  costante  la  loro  distanza  d  si  man  te- 
ranno  costanti  A  e  A  (projezioni  della  d  sugli  assi),  e  quindi 
dovendo  sempre  sussisterò  la  Aj;-*-Ay-*-/=0  si  manterrà 
pur  costante  la 

10     0  1 


X' 


•V. 


i/2 


I 


la  quale  ha  il  rapporto  — ^-^  coli'  area  del  triangolo  a- 

vente  por  vertici   V  origine  e  i  due  punti   {j\  ,  //j),  {a\  ,  j/,). 
3."*  Se  il  punto  (.r,  y),  sorte  dalla  retta  dei  due  (.r, ,  y^), 
(•^'s^i/s)  tenendosi  sul  piano  ivOy,  il  determinante 

1 


1  1 


cessa  di  esser  zero  per  divenire  una  proporzionale  alla  di- 
stanza del  punto  {a-,  y)  dalla  retta  medesima  secondo  la 
ragione 


X' 

y 

^•i 

l/i 

a-. 

i/. 

|/(2/i— //J*->-(^^*«— '^'i)'— %i— !/2)0«'2— •^•i)M-^'i/) 
sen(jf}y) 

22.  1.°  Determinare  V  area  del  triangolo  dei  tre   punti 
A(ir,2/),    B(a?,  ?/j),    C{x,y^)  . 
Se  si  traduce  V  equazione 


X' 
X, 


y 

Vi 
!/« 


=  0 
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dì  una  retta  nella  forma  normale,  cioè  si  scrive  (n."  20,  1.") 

^    •'"     y    \  sen(xy) 

e  poi  si  fa  sortire  il  punto  {.v,y)  dalla  retta,  il  primo  mem- 
bro deir  or*a  scritta  equazione  diviene   il  valore  della   di- 
stanza del  punto  {x,y)  dalla  retta  congiungente  gli  altri  due. 
Moltiplicando  questo  valore  per 

|/    0/i-?/«)'-^K— -^i)'— 2(?/.— y^lC'^j— '»i) cos(xy)  ' 


=0  , 


cioè  per  la  distanza  dei  due  punti  {'i\  ,  j/,)  (a?, ,  y^)  si  ot- 
teiTà  r  area  di  un  reitangolo  doppio  del  triangolo  dei  tre 
punti    (a?,  y)    {x, ,  ?/,)    {x^ ,  y,)  . 

Cosi  sì  può  dire  che 


1     X     y 
1     ^i     Vi 

i     1       X,      i/. 


sen{xy) 


è  il    doppio    dell'  area   del    triangolo    di    tre    punti  {x,  y) 
(^i  f  Vt)    (^'2  '  Vi)   quando  essi  non  siano  per  diritto. 

2.*  Se  gli  assi  coordinati  si  prendono  ortogonali,  l'area 
del  triangolo  verrà  espressa  da 


1 


1     X     y 

1     '^i     Vi 
1     ^t    Vt 


3.*  Projettando  il  triangolo  ABC  su  di  un  asse  coordi- 
nato dal  punto  air  infinito  dell*  altro  si  dà  luogo  a  tre 
trapezii  aventi  per  lati  paralleli  lo  proiettanti  i    vertici,   e 


Digitized  by  VjOOQ  IC 


—  86  — 

per  Iati  non  paralleli  quelli  del  triangolo   e   le    rispettive 
proiezioni  suir  asse. 

La  relazione  fra  le  aree  T  del  triangolo  e  dei  detti  tra- 
pezii  (quelli  ad  esempio  che  hanno  per  basi  le  projezioni 
dei  lati  del  triangolo  sull'asse  Or)  viene  espressa  dall'e- 
quazione identica 


T= 


sen{ory) 


T      y 
^'h     Vi 


1     x^ 


Vt 


= — 2"^j(-^'-^i)(j/-^2/i)- 


{^—^t){yi'^yùM^2-^){y'^ytr^  • 


dove 


sen{xy) 


{x — •^i){y-^yi)  significa  l'area  del  primo  di  essi 


sen(xy) 


trapezii ,    — -^ — {x^ — ^^{yi-^y^   <1®1  secondo,» 


sen{xy) 


2        v-i      -2n^i  •  utf »  2 

(.r^ — ^){y'^y^)  del  terzo. 

Ad   esempio    posto      x=zy=zl     x^^ — V    i/i=2    .r,=0 

3        1 
y^=3    {xy)=90^      si    ha     T=— — =—  (6— 5-4),  cioè 

l'area  del  triangolo  equivale  alla  differenza  tra  quella  del 
primo  trapezio  o  la  somma  di  quelle  degli  altri  due,  etc. 

I      1        .T 


4.*'  Sviluppando  il  determinante 


1      .r, 
1      X. 


y 


per  gli 


'2      //«  I 

elementi  di  una  orrizzontale  o  di  una  verticale  vengono 
poste  in  evidenza  le  aree  di  tre  altri  triangoli  la  cui  somma 
algebrica  equivale  a  T. 

Sviluppando  per  la  prima  orrizzontale  si  ha 


T= 


sm{a^{\  X,  y, 


y,    1 


1    x^ 
1    x^ 


Digitized  by  VjOOQ  IC 


—  87  — 


^en{xy) 


X. 


dove  — h~^       '  "*       significa   1'  area    di    un    triangolo 
avente  per  vertici   T  origine  0  degli  assi   (^    i  due  {p\ ,  y^ 


(^*j»  y«)    ^«1  triangolo  ABC,       -^ — 


I  j/,  1  i 


significa 


l'area  di  un  triangolo  avente  un  vertice  sopra  una  paral- 
lela air  asse  0?/  condotta  pel  punto  (ir,j/)  e  gli  altri  due 
vertici  sopra  1'  asse  delle  y  alle  rispettive  distanze  y^ ,  y^ 

sen{xy)       Il    .r^   I 
dall'origine  0, — ?/  |   .  i  esprime  l'area   di    un 

e       •    ,    1    .r^   I 

triangolo  che  ha  un  vertice  sopra  una  parallela  all'  asse 
Or  condotta  pel  punto  (xy)  e  gli  altri  due  sopra  1'  asse 
O.r   alle  rispettive  distanze  .r\  ,  x^  dall'origine  0. 

Analoghi  risultati  si  hanno  sviluppando  per  gli  elementi 
di  2.*  oppure  di  3.*  orrizzontale. 

Sviluppando  lo  stesso  determinante  per  gli  elementi  di 
prima  verticale  si  ha 


T= 


sen(ivy)  i 


^1  i/i  |_^|  y  ^' 
•^'s  y*  \    \  ?/.  '-^t 


X    y 

^1  y. 


e  vedasi  che  T  equivale  alla  somma  (algebrica)  di  tre  tri- 
angoli che  hanno  il  vertice  nell'  origine  e  per  basi  i  tre 
lati  del  triangolo  ABC  rispettivamente. 

Sviuppando  per  gli  elementi  di  seconda  verticale  si  ha 


T= 


*en(a?j/)  i 


2/, 

y* 


X- 


1   y  I 


y    1 

2/.    1 


00. 


etc.  etc. 


5.""  Eguagliando  a  zero  la  formula  data  per  T  rivedesi 
la  condizione  per  cui  tre  punti  sono  per  diritto  e  pensando 
variabili  x  e  y  rivedesi  1'  equazione  della  retta  nella  forma 
ax-^by-^czzO  . 

6."  Esempio.  Dati  tre  punti  (1,  2),  (3,  4),  (5,  6),  coor- 
dinate obblique  ad  angolo  di  30°)  determinare  1'  area  del 
triangolo  che  ha  per  vertici  gli  stessi  punti. 
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Sarà 


{567130'=-^), 


area=- 


1     1     2 

, 

0     12 

1     3    4 
1     5    6 

I 
~  4 

0    3    4 
0    5    6 

:0 


I  tre  punti  sono  in  linea  retta  rappresentata  dall'equazione 

1     cv    y 

1     1     2    1  =0  ,     ossia     /y^.r-i-1  . 

.13     4    1 

23.  1.*  Detti  a,  b  due  lati  di  un  triangolo,  assunte 
come  assi  Cartesiani  le  due  rette  cui  appartengono  i  sem- 
menti  a,  b,  l'area  del  triangolo  è  esprimibile  colla  notazione 


sen{ooy) 


0  0 
a  0 
0    b 


\      sen(ab) 

1= — - —  af)  , 


e  quindi  si  riconosce  che  il  rapporto  dell'  area  di  un  tri- 
angolo al  rettangolo  di  due  lati  è  la  metà  del  seno  del- 
l' angolo  dei  due  lati. 

2.**  Considerando    ora    un    triangolo    di    vertici    (a\  y), 

(•^'i  ì  Vi)  (^2  »  ?/«)  ®  ^''  ^^^^  ^"^  *^^'  siano  ^  ^  ad  angolo 
qualunque  (ab)  si  ha 


sen{,ry) 


1     X      y 
1      ^2      Vi 


z=:absen{ab) , 


0  cioè  il  rapporto  tra  il  determinante  dei  vertici  e  il  pro- 
dotto di  due  lati  vale  quello  tra  il  seno  dell'  angolo  dei 
due  lati  e  il  seno  dell'  angolo  degli  assi. 
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3/  Consideriamo  tre  coppie  di  raggi  di  uno  stesso  fa- 
scio di  centro  O,  e  indichiamo  con  OX  OY  quelli  della 
prima,  Oj-  Oy  quelli  della  seconda,  O,/'  0//  quelli  della 
terza  copia. 

Ritenuti  OX  OY  come  assi  coordinati  e  tagliato  sopra 
ciascun  raggio  delle  altre  duo  copie  una  lunghezza  r  si  ha 

IX,     Y  J 
r^sen{,ry)=se7i(XY)  ^       ^ 

I  X'    Y' 
r*v/?n(.rV)=^^n(XY)  |  _./       ' 
.  ^?    ^  i 

(Xj,  Y,  significano  le  coordinate  dell'  estremo  delle  r  se- 
gnate sulla  prima  retta  Ox  della  seconda  coppia,  X, ,  Y, 
le  coordinate  dell'  estremo  della  r  segnata  sulla  seconda 
retta  Oj/,  etc). 

Supposti  ora  ortogonali  gli  assi  OX,  OY  e  quindi 
*^(XY)=1, 

X^-=zroos{orX),   Yj=rro^(.7'Y),    X,=rc?o^(yX),    Y^=roos(yY), 

X\=rcos{xX),  Y\=rcos{T'Y),  X\=rcos{y'X),  Y\=rcos{y'Y), 

le  precedenti  equazioni,  soppresso  il  fattor  comun(»  7'*,  di- 
vengono 


\co${,rX)  cos{.rY)  [ 
sen{xff)=i\       .  ^,        .  „.  ,,  sen{j't/)= 
^    '^     \cos{yX)  cos{y\)  \         ^    '' ^ 


cos{.v'X)  cos{^rY)\ 
cos[y'X)   cos{y'Y)\ 


Moltiplicando  sen{j'y)  per  sen(j'y)  si  ottiene  (§1,  24. 
2!*)  (C.  A.  R.  §  VI)  un'  equazione  conveniente  a  due  coppie 
qualunque  di  raggi  appartenenti  ad  uno  stesso  fascio,  e 
cioè 

I    COS(j\r)   COS{.ril)    1 

^  -^^      ^    -^       I  cos(y,v)   cos{yy)  \ 
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4.^  Si  può  stabilire  V  equazione  della  retta  sopra  il  piano 
Cartesiano  ih-y  considerando  che  V  area  del  triangolo  de- 
finito dalla  rotta  (^  dagli  assi  oquival(>  alla  somma  o  alla 
differenza  delle  aroe  dcù  due  definiti  dalla  stessa  i-etta,  da 
un  altra  condotta  dall'  origini^  ad  un  punto  qualunque 
M(.r,j/)  di  quella,  e  dagli  assi. 

L'  area  del  primo  triangolo,  se  le  retta  taglia  un  sem- 

mento  a  sopra  <)./•  e  un  semmento  b  sopra  C)y  si   esprime 

sen(j'ìf) 
col  prodotto  ab     -  -'     ,  e  V  area  degli  altri  due  si  espri- 

sen{:ry)  sen{xy) 

mono  rispettivamente  coi  prodotti  ay     —y~  ,   bx — -z — ' 

e  quindi  V  equazione  della  retta  è 


sen{xii)           sen(.mj)          sen{a^y) 
ib       -'     =ay-  —  -  H-ft.r — 


./•         y 

ossia  au-^ba=ab  o  ancora i--^:z:l 

^  ab 


24.  1."  Data  V  equazione  del  piano  nella  forma 

ax'¥'by'¥-cz'¥-d=0 

rispetto  ad  assi  Cartesiani  obbliqui  O.r,  Oy,  Oz  detenninarc 
r  equazione  dello  stesso  nella  forma  normale 

.rcosa-^ycOS^-^ZCOSx — />=0 , 

dove  (n.*  9,  1.°)  p  significa  la  distanza  del  piano  dall'  orì- 
gine e  a  r  angolo  della  p  (direzione  positiva)  con  0,/',  ^ 
con  Oy,  Y  con  0:; . 

Le  due  equazioni  (la  data  e  quella  a  determinarsi)  do- 
vendo rappresentare  lo  stesso  piano  non  potranno  differire 
fra  loro  che  per  un  fattore  p,  e  cioè  dovrà  essere  identi- 
camente 

p{au''^by-^czH-d)z:zxcoS'%H-ycos^'^zcos'{ — p 
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e  quindi 


pa=:cos^,  pb^cos^n,  pczzco.sy,  oò^zz — p. 
Gli  angoli  ^,  ^,  y  sono   {n.^  12,  1."  (C)j    vincolati  dalla 


=0. 


1  COS(Xìj)   C0S(XZ)    COSOL 

cos{xy)  1  ^^^iì/^)   cos^ 

cos{rz)   eos{ifz)    1  cos-; 

COSOL  COSfi  COS{  1 

Introducendo  il  fattore  —  nell'  ultima   orrizzontale    e 

? 

COSOL  COSfi  COS\' 

verticale  e  mettendo   a   per  ,  h  per ,  e  per 

P  9  ? 

si  ha 

1  cos{xy)  cos{xz)   a 

cos{xy)  1  cos(yz)   h 

cos(xz)  cos{yz)    1  e      =0, 

1 


donde  (C.'A.  R.  §  VITI,  n."  4)  deducasi 

1  cos{xy)  cos(xz)  a 

cos(xìi)  1  cos(yz)  b 

cos(xz)   cos{yz)    1  e 

a  h  e  0 


?' 


1  cos(xy)  cos(xz)[ 

cos(xy)  1  cos(yz)  ' 

!  cos{xz)   cos{yz)    1 


seni 
e  quindi    (n."  12,  9.')     r>=-y- 
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ritenuto      Y^=:a'sen^{yz)H-b^sen'^{ccz)H-c'sen'^(ori/) 

■^2ab^^cos{j'z)cos{{/z) — cos{xj/)\H-2ac\cos{imj)cos{yz)'-cos{jjz)\ 
-ì-  2&(;  j  cos{x'y)cos(xz) — cos(yz)  j  . 
Pertanto  la  forma  normale  richiesta  sarà 

sent 
(r?.7?-hft?/-+-c;2;-+-d)-^  =0  . 

2.°  Pel  caso  degli  assi  oitogonali  V  riducesi  ;i 
1/  a*-i-ft*H-c*  e  sent  all'  unità,  e  la  forma  normale  por 
r  equazione  del  piano  ax-^by-^cz-^d^i^)  sarà 

^     =  0  . 


l/a 


2h-&«-I-c7' 


S.""  La  distanza  dall'  origine  0  del  piano 
ax-^by-^cz-^dzzO  nel  caso  degli  assi  obbliqui  sarà  (pre- 
scindendo dal  segno) 

dserU 

Gli  angoli  poi  a,  p,  {  della  p  cogli    assi    Ox,  Oy,  0^ 
verranno  determinati  dalle  equazioni 

asent  bsent  csent 

00801=—-  ,  COS^=—-  ,  C05Y=— y   ^  • 

4.°  Nel  caso  degli  assi  ortogonali  risulterà 
d  a 

prZ -      ,         COSOLZH- 


l/  a«-h6  Ve'  l/  a'-h6*-i-c« 

r»05^=r —    ,      ras- fin — —  - 
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5.*  Determinare  la  distanza  d  di  un  punto  (X,  Y,  Z) 
dal  piano  au;H-&j/-*-c'5-*-tZ=rO  sia  noi  caso  degli  assi  obbli- 
qui  sia  degli  ortogonali. 

Nel  caso  degli  assi  obbliqui  sarà  (n.°  9,  2.'). 

Sdìltt 

rf=(aX-i-6X-i-cZ-Hd)-y-  , 

e  nel  caso  degli  assi  ortogonali 

aX-i-ftY-»-cZ-f-rf 


^=- 


V 


a*-i-&*-»-c* 


II  valore  che  il  primo  membro  aw-^by-^cz-^d  dell'  e- 
quazione  di  un  piano  (della  quale  il  secondo  sia  zero)  as- 
sume per  .i?^X  j/=Y  z=iZ  (essendo  X,  Y,  Z  le  coordi- 
nate di  un  punto  sito  fuor  del  piano)  è  una  proporzionale 
alla  distanza   del    punto   (X,  Y,  Z)   dal    piano    secondo  la 

V 

ragione     — j    nel  caso    degli    assi    obbliqui,    secondo    la 

ragione     l/^  a*-i-&'-i-c?*     nel    caso    degli  assi  ortogonali. 
25.  1."*  Determinare  la  condizione  perchè  quattro  punti 

siano  sopra  uno  stesso  piano. 

L*  equazione  del  piano  su  cui  dovranno  trovarsi  i  quat- 
tro punti  avrà  e  nel  caso  degli  assi  Ox,  O1/,  0:5  obbliqui  e 
nel  caso  degli  assi  ortogonali  la  forma  aiK?-i-6j/-i-c2-»-d:=0, 

a        b        e 
e  dovranno  coesistere  rispetto  ad   -7-  ,    —.-  ,    -,     le  quat- 
tro condizioni 
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~^^^^-J^>J,^-^-z,^l=o 


a           b 

e 

a            h 

e 

a            b 

e 

•1=0 


-1=0 


a?. 


y*-*-  Tr*4^-i=o . 


e  cioè  (C.  A.  R.  §  Vili,  n.»  3)  sarà 


a?,     2/,     z,     1 

^t  ì/t  -t  ' 
1 
1 


^3        Vi       ^3 


^4        y*        «4 


=0. 


Pertanto  si  può  dire  che  se  quattro  punti  sono  in  piano 
il  loix)  determinante  è  nullo,  e  inversamente  se  il  deter- 
minante di  quattro  punti  è  nullo,  questi  sono  in  piano. 

2.'  Se  si  fa  muovere  il  punto  (x^ ,  y^ ,  z^)  sul  piano 
individuato  dagli  altri  tre,  gli  elementi  1.°,  2."  e  3.°  di  4.* 
orrizzontale  del  prenotato  determinante  varieranno,  ma  il 
dutormlnante  dovrà  essere   sempre  nullo. 

Adunque  1*  equazione  di  un  piano  obbligato  a  passare 
per  tre  dati  punti  {x^ ,  l/^ ,  3^)  (*•, ,  »/, ,  3,)  {x^,  y, ,  3.,) 
sarà 

y     3 


I   1 

I  1 

I 

1 

!i 


X 


X, 


x^ 


=0. 


(si  è  soppresso  V  indice  4  di    x^  »  J/4  »   ^4    ©   si   sono  fatte 
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circolai'e  le  orrizzontaii  e  poscia  le  verticali  dei    deterini- 
nante  della  pagina  precedente)  oppure 


l    •/.   Si 

1   iP,   3, 

•'•  i  1 .'/,  «, 

—y 

I  a;,  3, 

1  1  //»  f  , 

1   -^'s  -Sj 

I  1  a?,  y, 

I   , 


=0, 


0  ancora  rappresentando  con  A,  h,  l,  m  i  quattro  detormi- 
aanti  ora  scritti  a  segno  incluso 

A,  A,  /,  m  possono  assumere  un^  infinità  di  valori  per 
lo  stesso  piano  per  ciò  solo  che  si  può  mettere  in  infinite 
posizioni  sul  piano  ciascuno  dei  tre  punti  dati. 

Cosi  per  uno  stesso  piano  si  potrà  scrivere 

k  x-^h  y-^l  z-^m  =0  , 


a  condizione  però  che 


k 


h 


l 


m 


k 


h 


m 


etc. 


Se  pur   facendo   muovere    i    tre   punti    (x^ ,    y^ ,   z^), 

K  »  2/2  »  ^t)'  (^3  »  1/3  »  ^3)  ^^1  PÌ*?o  ^i  ^^^^  (^"^'  ^  P^^" 
sibilo)  costante  V  area  s  del  triangolo  dagli  stessi  indivi- 
duato si  manterranno  costanti  k,  h,  l,  m  poiché  A,  h,  l 
hanno  un  rapporto  costante  colle  proiezioni  costanti  (pro- 
iezioni obblique)  sui  piani  yOz^  xi)z,  xOy  del  triangolo  dei 
tre  punti  (x^ ,  y^  ,  z^),  (x^ ,  y^ ,  z^\  {x^ ,  y^ ,  z^).  La 
costanza  di  A,  A,  /  include  pur  quella  di  m. 
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Dei  resto  si  può  riconoscere  che  m  ha  un  rapporto 
costaute  col  vohiine  di  uii  tetraedro  avente  costantemente 
il  vortice  neir  origine  e  la  base  (di  area  costante)  stri- 
sciante sopra  un  piano  fisso.  • 

3."*  So  il  punto  (j:\  ^i  -)  sorte  dal  piano  dei  tre 
G<>*i  »  ifi  1  -i)»    (^i .  Ut  '  -«)'     K  »  Vz  »  ^3)     il    determinante 

1  X    y   z 

1  ^'i  2/1  ^1 
1  x^  y^  z^ 

1  ^3  2/3  h 

oessa  di  essere  zero  per  divenire    una    proporzionale    alla 

distanza  del  punto  {x,  y,  z)    dal  piano    medesimo    secondo 

V    • 
la  ragione . 

SOflv 

26.  1.*"  Determinare  il  volume  S  del  tetraedro  dei  quat- 
tro punti     X{x,   y,   z),      B(x^ ,    y, ,   z,),    C{x^ ,    y, ,    z,), 

D(^'3»    !/3»    -3)- 

Se  si  traduce  V  equazione 


x 

y 

z 

•''1 

Ui 

3, 

*•, 

Vi 

^t 

^3 

2/3 

*3 

=0, 


nella  forma  normale,  cioè  si  scrive  (n.°  24,  1.*). 
1  X   y   z 

^  ^\  Vi  ^ì    seni 
1  x^  /y,  z^ 

1     -f'^3     Uz    h 


=0, 


ritenuto  che  sent  abbia  il  significato  attribuitogli   (12,  9."*) 
altra  volta,  e  che  i  coefficienti  a,  6,  e  (dei  quali  V  è  fun- 
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zione)  ora  significhino  i  determinanti  complementari  di  x,  y, 
z  e  precisamente  (si  cangi  segno  al  superiore  determinante) 


1    -5,    J.\ 


\    1    X 


1    Z,   J7,    I 
1     ^3    ^\      i 


1  !/i 

1    X, 


1  !/i  ^1    ■ 

I 

e  poi  si  fa  sortii'e  il  punto  k(x,  y,  z)  dal  piano,  il  primo 
membro  dell'  ora  scritta  equazione,  assume  per  valore 
quello  della  distanza  del  punto  k{x,  y,  z)  dal  piano. 

Moltiplicando  tale  valore  per  V  si  otterrà  il  sestuplo 
«lei  volume  S  richiesto  poiché  V  non  è  altro  che  il  doppio 
deir  area  della  base  BCD  del  tetraedro. 

Per  intendere  quanto  si  afferma  rispetto  a  V  si  rifletta 
che  (n:  22,  1.") 

j   1  2/1  «1 

'    1    !/2   2. 

I      1     2/3    ^3 

è  il  doppio  dell*  area  della  projezione  del  triangolo    BCD 
sopra  il  piano  y^)Zy  clie 


sen(xz) 


è  il  doppio  deir  area  della    projezione    dello    stesso   trian- 
golo sopra  il  piano  zOx^  che 


sen(yz) 


1 

h 

^. 

1 

h 

•". 

1 

«» 

a^a 

1  ^1  Vi 
1  ^1  2/. 
1  ^3  2/3 


sen{xy) 


è  il  doppio  dell*  area  della  projezione  dello  stesso  trian- 
golo sopra  il  piano  ;K)j/,  e  che  la  formula  data  (n.**  19, 
1.')  rispetto  ad  un'  area  a  piana,  e  sue  projezioni  «j ,  a, , 
a,  sui  piani  coordinati  viene  a  coincidere  colla  V  col  porro 

7 
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1  Vi  ^i 


1  z,  X, 


1  y^  z^      sen{yz) ,      a^=  j  1  z^  o\   \  sen{xz), 

1    2/3    ^»  i     1    ^3    ^3      I 

!  1  -^3  2/3  ! 

ed  estrarne  poscia  la  radice;  e  che  quindi  V  esprime  il 
doppio  deir  area  della  base  (opposta  al  vertice  A)  del  te- 
traedro proposto. 

La  formula  adunque  pel  volume  del  tetraedro  di  vertici 
k\x\  ìj,  z),     h{x^ ,  i/, ,  z,),    C(u:-, ,  y, ,  2,),    0(073  »  Vz  »  h)  ^ 

\     V     y     z 
1     X,     y,    z. 


S=- 


sent 
"6" 


1     x^    y^    z^ 

1       J7, 


-3        2/3        h       1 

E."*  Se  gli  assi  sono  ortogonali  sent:=.\,  e  il  volume  del 
tetraedro  sarà  espresso  da 

\     X     y     z      \ 


1 

1 

X, 

Vi 

2. 

F 

1 

X, 

Vt 

«. 

1 

•'•3 

Vz 

«3 

3."*  Esempi.  Dati  i  quattro  punti  (1,2,3),  (4,5,6), 
(7,  8,  9),  (10,  11,  12)  determinare  il  volume  del  tetraedro 
che  ha  per  vei'tici  gli  stessi. 

Sarà  il  volume  richiesto  espresso  da 


1     1       2 

3 

seni 

1     4      5 

6 

6 

1     7      8 

9 

1     10     11 

12 
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0 

1 

2 

3 

seni 

0 

4 

5 

6 

6 

0 

7 

8 

9 

0 

10. 

11 

12 

1 

a; 

y 

2 

1 

1 

2 

3 

1 

4 

5 

6 

1 

7 

8 

9 
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Aggiungendo  alla  1.*  verticale  la  2.*  e  poi    sottraendo 
la  3/  si  ha 


=0. 


Pertanto  i  quattro  punti  sono  in  uno  stesso  piano,  del 
quale  se  ne  definisce  V  equazione  per  mezzo  delle  coordi- 
nate di  tre  dei  quattro  punti.  Usando  quelle  del  1.*,  2."*, 
3.°  punto  ottiensi 


=0. 


Però  aggiungendo  alla  seconda  orrizzontale  la  4.*  e 
sottraendo  poi  la  3/  moltiplicata  per  2  vedesi  il  primo 
membro  di  quest'  equazione  identicamente  nullo.  Ciò  si- 
gnifica che  il  1  °,  2.'',  ò,""  dei  quattro  punti  dati  trovansi 
sopra  una  stessa  retta. 

Scrivendo  V  equazione  del  piano  col  mezzo  delle  coor- 
dinate del  1.°,  2/,  4."*  punto  si  ha 


=0. 


Aggiungendo  alla  prima  verticale  la  2.*,  e    poi    sottra- 
endo la  3.*  si  ha 


=0. 


1 

X 

y 

z 

1 

1 

2 

3 

1 

4 

5 

6 

1 

10 

11 

1- 

l-t-x—y  ,/• 

y 

s 

0              1 

2 

3 

0               4 

5 

6 

0              10 

11 

12 
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ossia  X-  y-^ì^zO.  Il  piano  è  parallelo  al  piano  biseganto 
r  angolo  diedro  dei  due  piani  coordinati  ^0^,  yOz,  e  taglia 
il  semmento  unità  sugli  assi  Ox^  Oy. 

Determinare  il  volume  del  tetraedro  che  ha  i  vertici 
(1,  2,  3)     (2,  4,  6)     (3,  6,  9)    (4,  8,  12). 

Sarà  il  volume  espresso  da 

1     1     2 


sent 


2 
3 
4 


3 
6 
9 
12 


=0. 


I  (juattro  punti  sono  iji  linea  retta  poiché  cercando  di 
stabilire  V  equazione  di  un  piano  per  tre  di  essi  si  ha  0=0. 

4.*  Projettando  il  tetraedro  ABCD  dal  punto  all'infinito 
di  un  asse  coordinato  sul  piano  individuato  dagli  altri  due  si 
dà  luogo  a  quattro  tronchi  di  prismi  aventi  gli  spigoli  (paral- 
leli) sulle  projettanti  i  vertici  A,  B,  C,  D  e  per  basi  le  facce 
del  tetraedro  e  le  projezioni  di  esse  sul  detto  piano  coordinato 

La  relazione  fra  i  volumi  del  tetraedro  e  dei  prismi 
(quelli  ad  esempio  che  hanno  per  basi  le  projezioni  delle 
facce  del  tetraedro  sul  piano  aOy)  è  resa  manifesta  dal- 
l' equazione  identica 


S=- 


sent 


X 
X, 

x^ 


y  .« 

Ut    2» 

seni  \ 

'73      3, 

\  j 

1  X   y 

1    »'3    Vi 


{z-^-z^-t-3,) 


1  ^i  Vv 
1  a't  Vt 

1  ^3  y» 

l  co   y 

1  *'t  y, 

1  .o^i  Vi 


(z.-l-2,-l-«,)- 


1  ^t  y. 

1  a?    y 

1  •'"^  y»  I 


(«t 


(z-k-z^-^z^)  ,       dove 
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sen(xy) 


1 

X 

y 

1 

X, 

Vi 

1 

x^ 

y» 

(z^z.-^z,). 


seni 
sen{xij) 


significa  il  volume  del  prisma  projettaate    la    faccia  ÀBD 

del  tetraedro  sul  piano  ivOy,  etc. 

5."*  Il  prodotto  di  un  elemento  qualunque  del   determì- 

se7ìt 
nante  dei  quattro  vertici  pel  suo  complemento  e   per  —^ 

vale  il  volume  di  un  tetraedro.  Perciò  sviluppando  il  de- 
terminante per  gli  elementi  di  una  linea  vengono  poste  in 
evidenza  le  espressioni  dei  volumi  di  quattro  tetraedri  dal- 
l' aggregato  (a  norma  di  segno)  dei  quali  risorge  S.  Vi  sono 
otto  quaterne  distint?  di  tetraedri  in  corrispondenza  del  hi 
quattro  orrizzontali  e  delle  quattro  verticali  del  determinante. 
Sviluppando  il  determinante  detto  per  gli  elementi  della 
prima  orizzontale  si  ha 


S=- 


serU\ 
6" 


2/,  «1 

1  y.  5, 

2/s  2« 

— X 

1  !U  h 

2/s    «3 

1  y»  -3 

!  1  ^x  2. 

1  •'^1  !/. 

y  1  u\  z. 

—  2     i    •'^t   V, 

1    37,   33 

1  -'"s  y» 

e  vedesi  S  risultante  dall'  aggregato  (a  regola  di  segno) 
di  quattro  tetraedri,  dei  quali  il  primo  possiede  i  vertici 
0,  B,  C,  D,  e  gli  altri  tre  hanno  (ciascuno)  un  vertice  in 
comune  nel  punto  A  e  per  altri  tre  vertici  rispettivamente 
le  projezioni  sui  piani  yOz,  j:Oz,  xOy  dei  punti  B,  C,  D. 

Al  comun  vertice  A  di  questi  tre  si  potrebbe  per  uno 
sostituire  un  punto  qualunque  di  un  piano  per  A  e  paral- 
lelo al  piano  yOz,  per  V  altro  un  punto  qualunque  di  un 
piano  per  A  e  parallelo  al  piano  xOz,  per  V  ultimo  un 
punto  qualunque  di  un  piano  per  A  e  parallelo  al  piano  xOy. 

Analogamente  sviluppando  il  determinante  per  gli  ele- 
menti di  2.*  orrizzontale  vedesi  S  equivalere  all' aggi^egato 
di  quattro  tetraedri  di  cui  il  primo  ha  per  vertici  A,  0, 
C,  D,  e  gli  altri  tre  hanno  il  comun  vertice  B  e  per  altri 


r 
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tre  vertici  le  proiezioni  di  A,  C,  D  sui  tre  piani  coordinati,  etc. 

Se  si  sviluppa  per  gli  elementi  di  prima  verticale  si 
riconosce  S  equivalere  alla  somma  (a  norma  di  sogno)  dei 
volumi  di  quattro  tetraedii  (ÌHCD,  AOCI),  ABOD,  ABCO. 

Sviluppando  per  gli  elementi  di  un'  altra  verticale,  e 
per  esempio  la  2.*  si  fa  manifesta  V  espressione  di  S  per 
mezzo  dei  volumi  di  quattro  tetraedri  aventi  le  basi  sul 
piano  yOz  e  appunto  le  pi'ojezioni  su  tal  plano  dei  trian- 
goli BCD,  ACD,  ABD,  ABC  o  por  vertici  rispettivamente 
A,  B,  C,  D.  etc. 

Sviluppando  per  prodotti  di  minori  complementari  di 
2.°  grado  e  per  esempio  scrivendo 


S= 


sent^ 


1   X 

1  .r, 


X 


vedesi  S  espresso  in  funzione  dei  volumi  di  sei  tetraedri, 
dei  quali  ciascuno  ha  due  vertici  sopra  un  asse  coordinato 
e  due  coincidenti  colle  proiezioni  (sul  piano  degli  altri  due 
assi)  di  due  dei  quattro  punti  A,  B,  C,  D. 

Così  il  primo  dei  sei  ha  due  vertici  sull'  asse  Ox  e  gli 
altri  due  vertici  sono  le  proiezioni  di  C  e  D  sul  piano 
yOz,  etc.  etc. 

6.*  L'  equazione 


X 


X, 


x^ 


y 

Vi 


=k 


dove  X,  y,  z  coordinate  ortogonali  vai-iabili,  oo^ ,  y^ ,  z^  , 
^t  »  J/s  »  ^2  »  ^3*1/31  ^3  coordinate  ortogonali  costanti  e 
k  una  costante,  rappresenta  un  piano  parallelo  a  quello  rap- 
presentato dalla 


X 


ce. 


00, 


a?o 


y 

2/1 
1/2 


z 
z. 


=0 
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È  lecito  considerare  il  punto  (x^  y,  z)  come  il  vertice 
mobile  di  una  piramide  tetraedrica  di  volume  costante  e 
di  cui  la  base  sia  un  triangolo  fisso  di  vertici  {x^ ,  j/,  ,  -sj, 
(^\ .  Vo ,  2,),    ('^3  >  J/3  '  -3)1     e  1'  altezza  sia 


1/ 


1  J/i  h 

1    J/s  «3    I 


1  X,  z, 
1  a?,  z^ 
1   a7«  ;5, 


1  ^i  Vi    * 

1   ^8  ì/s 


27.  1.°  Collocato  il  vertice  A  neir  origine  0  degli  assi, 
il  vertice  B  sull*  asse  Ox  ad  una  distanza  a  dall'  origine 
il  vertice  C  suir  asse  Oy  ad  una  distanza  b  da  0,  il  ver- 
tice D  sopra  0^  ad  una  distanza  (?  da  0  si  ha  pel  volume 
S  del  tetraedro  ABCD 


Szz- 


serU 


10  0  0 

1     a  0  0 

1     0  &  0 

1     0  0  e 


seni 


ossia  S:=  — —  abc.  Ciò  è  in  accordo  coU'esposto  (n.*  16,  6.*). 

Siccome  ora  gli  spigoli  a,  6,  e  sono  rispettivamente 
sopra  Ox,  Oy,  Oz  cosi  sent  può  essere  dichiarato  il  seno 
del  triedro  dei  tre  spigoli  a  b  e  e  indicato  colla  notazione 


sen(abc)j  e  quindi    S^abc 


sen{abc) 

"e 


Pertanto  se  a,  b,  e,  d,  e,  f  designano  i  sei  spigoli  del 
tetraedro  è  lecito  scrivere 

^^'=.àbcsen{abc)z=,aMsen{ad^^ 

Se  a=6^c:=r,  OS^r^^^rrr). 

2.*  Mettendo  i  vertici  A,  B,  C,  D  nei  punti  {x,  y,  z), 
(•^i  '  Vi  »  2;J,  (u  2 ,  ;(/, ,  3,),  (a?3 ,  y^ ,  z^)  rispettivamente, 
denotando  con  a,  6,  e    la  lunghezza   degli  spigoli  di    uno 
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dei  quattro  triedri  (per  esempio  quello  di  vertice  A)  del 
tetraedro  e  con  sen(ahc)  il  seno  del  triedro  si  fa  manife- 
sto che 

1 


abcsen{abc)=zsent 


X 
X, 

x^ 
x^ 


y 

Vi 

ih 


z 

5. 


in  toso  con  sent  il  seno  del  triedro  Oxyz  e  cioè  che  sia 
sent=:sen{icyz)  come  altrove. 

3."*  Formola  di  Staudt  per  due  terne  di  assi. 

Consideriamo  tre  terne  di  raggi  di  una  stessa  stella  di 
centro  0. 

Indicheremo  con  OX,  OY,  OZ  quelli  della  prima  terna, 
Ov,  Oy,  02,  quelli  della  seconda,  Ox\  Oy\  Oz  quelli 
della  terza,  e  noteremo  con  sen{XYZ),  sen(xyz),  sen{x'ìjz) 
rispettivamente  i  seni  dei  triedri  costituiti  dalle  tre  terne. 
Ritenendo  OX,  (.»Y,  OZ  come  assi  coordinati  e  tagliando 
sopra  ciascun  raggio  delle  terne  seconda  e  terza  una  lun- 
ghezza r  che  abbia  un  estremo  in  0  si  avrà  pel  sestuplo 
del  tetraedro  che  ha  per  vertici  0  e  gli  estremi  delle  lun- 
ghezze r  segnate  nei  raggi  della  seconda  terna 


r^sen{xyz)=,seYì^Y7j) 


X,     Y,     Z. 
Xj     1  j     Zj 

^3         ^ì         ^3 


(Xj ,  Yj ,  Zj  sono  le  coordinate  dell'  estremo  della  r  sopra 
il  primo  raggio  della  2.*  terna,  Xg ,  Y, ,  Z^  quelli  dell'  e- 
stremo  della  r  sopra  il  2.°  raggio  della  stessa  terna,  etc), 
e  per  il  sestuplo  del  tetraedro  che  ha  per  vertici  0,  e  gli 
estremi  delle  r  tagliate  nei  raggi  della  terza  terna 


r^sm(xyz')z=:sen(XYZ) 


x\    r,   Z\ 

X;     Y',    Z\ 

X'    r.  z\ 
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Supposti  ora  ortogonali  fra  loro  gli  assi    OX,   OY,  OZ 
si  ha  sen{XYZ)=ì, 

X^=rcos(xX),  Y^=rcos{xY),  Z, =rcos{xZ), 

X^=rcos{yX)y  Y^=rcos(yY),  Z^=rcos{yZ), 

X^=rcos{zX),  Y^=rcos(zY),  Z^=roos{zZ), 

X\=rcos{x'X),  Y\=rcos{x'Y),  Z\=rcos{x'Z), 

X\=rcos^y'X),  Y\zzrcos{yY),  Z\=rcos{yZ), 

X'^=rcos{z'X),  Y\=rcos{zY),  Z\=rcos{zZ), 

e  le  equazioni  precedenti  sopprimendo  il  fattor  comune   r^ 
si  semplificano  e  divengono 


sm(xyz)= 


s(m{xy'z')=. 


cos(xX)  eos(x^)  cos{xZ) 

cos(yX)  cos{yY)  cos{yZ) 

cos{zX)  cos{zY)  cos(zZ) 

cos(xX)    cos{xY)    cos{x'Z) 

cos(yX)  cos(yY)     cos(yZ) 
cos(ii^X)     cos(z'Y)     cos{zZ) 


Moltiplicando  (C.  A.  R.  §  VI,  n.*  7)  fra  loro  questi  due 
soni  e  tenuto  presente  la  formola  di  cos^  per  assi  ortogo- 
nali (n/  15,  4.°)  si  otterrà  un'  equazione  indipendente  dagli 
assi  OX,  OY,  OZ  e  cioè  la  formula  di  Staudt 


mi[xyz)sen{xhjz)'=z 


cos{xx)  cos(xy')  cos{xz') 
cos(yx')  cos{yy)  cos{yz') 
cos{zx)     cos{zy)    cos{zz) 


4.^  Si  può  stabilire  V  equazione  del  piano  nello  spazio 
Cartesiano  Oxyz  considerando  che  il  volume  del  tetraedi'o 
definito  dal  piano  e  dai  tre  coordinati  equivale    all'aggre- 
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gato  per  somma  e  differenza  dei  volumi  dei  ive  definiti  dallo 

stesso  piano  da    tre  piani  condotti  dagli  assi   ad   un    punto 

qualunque  M(./;,  //,  z)  di  quello  e  dai  piani  coordinati. 

Il  volume  del  primo  tetraedro  detti  a,  6,  e  i  semraenti 

che  il  piano    taglia   sopra    Ox\  Oy,  Oz   rispettivamente    si 

sent 
esprime    col    prodotto    abc--^  ,  e  i  volumi  degli  altri  tre 

si  esprimono  rispettivamente  coi  prodotti 


senlxìA      1         sent 


2^3       sen{xy)  ' 


sexi^xz)      1  sevd 

(ic — - — X-^  y 


3   ^  sen{xz)' 


sen  (yz)      1  sent 

bc — - — X-;^  X 


2      ^"  3       sen{yz)  ' 
e  quindi  V  equazione  del  piano  è 

sent  sent  sent  seni 

abc-^=ahz—^'^acy— — \-bcx—^  , 

0  più  semplicemente 

X       y        z 

H-T--* =1  • 

a       0        G 

28.  1."*  Determinare  V  area  del  triangolo  di  ti'e  rette 
nel  piano  xOy  rappresentate  in  coordinate  obblique  dalle 
equazioni 

a  x-^b  y-^c  =0  , 

a^x-^b^y-k-c^zzO  , 

a^x-^b^y-^c^^iO  . 

I  vertici  del  triangolo  hanno  per  coordinate 


lì  primo 


b 

e 

_ 

a 

e 

^ 

«1 
h 

«. 

e, 

a 

'     y  — 

a 

h  ■ 

«> 

h 

«1 

\  1 
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I  b 


il  secondo 

u..=. 

a 

h 

«, 

K 

1      * 

C^ 

il  terzo 

.rjzz 

Ci 

«. 

K 

l/l= 


a      e 


a,     e, 


a,     6^ 


I    «2       ^ 

quindi  T  area  richiesta  sarà  (n.''  22,  l."*) 


sen{xy) 


2K  -ai&)(a*,— a,&)(aj6,— a,&  J 


oJ^ — a  fi  bc^ — b^c  — {ac^—a^c)  j 
ab^—aj)  bc^—b^c  —{ac^ — a^c)  I. 
afi,—afi^  b.c^-b^c^  _(a^c,— a,c?,)ì 


Questo  determinante  non  è  altro  (a  differenza  di  segno) 
a     b      e 


che  il  reciproco  di 


^1     ^i     ^1 
a,    b,    c^ 


e  quindi  (C.  A.  R. 


§  VII,  n.**  1  )  si  potrà  esprimere  V  area  richiesta  nel  modo 

seguente 

a     b      e 
sen(xy) 


\ab^-  a,b)(ab^—afi){aj?,—aj?^) 


a,    b,    e, 
«i    K    ^2 


oppure 


anco  con 


sen(xy) 


2C,C,C 


a 


a,    b,     e. 


dicendo  C,  Cj  C^  i  com- 


a,    dg    e, 

plementi  degli  elementi  dell*  ultima  verticale. 

2.**  Se  le  tre  rette  concorrono  in  uno  stesso  punto  Taroa 
del  triangolo  è  nulla,  e  vedesi  per  condizione  di  concorso 
di  tre  rette  (quali  le  proposte) 
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b 
b. 


=0, 


^8        ^% 

Del  resto  questa  condizione  si  può  riconoscere  anche 
come  segue.  Nel  caso  che  le  tre  rette  concorrano  in  uno 
stesso  punto  {x^  y)  si  verificano  contemporaneamente  le  tre 
equazioni  proposte  per  gli  stessi  valori  di  a?  e  j/,  e  allora 
si  ha  la  condizione  precedente  stabilendo  (C.  A.  R.  §  Vili, 
n.**  3)  quella  di  coesistenza  delle  tre  equazioni  rispetto  alle 
due  lineari  x  e  y. 

3.*  Determinare  il  volume  del  tetraedro  individuato  da 
quattro  piani  rappresentati  in  coordinate  Cartesiane  obbliqne 
dalle  equazioni 

a  x-^b  y-^c  z-^d  =0, 

a^x-^b^y-^c^z-^d^-znO, 
a^x^b^y-^c^z-k-d^^zO. 

I  quattro  vertici  del  tetraedro  avranno  por  coordinate 
quello  dei  punti  di  concorso  dei  quattro  piani  presi  a  tre 
a  tre,  e  quindi  per  un  vertice  si  avrà 


xz 


b 

e 

fi 

K 

«. 

d. 

K 

e* 

d. 

a 

b 

e 

«, 

^ 

(^i 

«« 

h 

e, 

etc. 


Sostituendo  per  le  coordinato  dei  vortici  nella  formula 
data  pel  tetraedro  (n."  26,  1."*)  si  vedrà  nella  stessa,  appa- 
rire il  reciproco  del  determinante 

a     b      e     d    ' 

«1     ^     '\     ^'i 
rtj     ftj     c^     d^ 

«3        K       ^8       ^3 
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e  quindi  (C.  A.  R.  §  VII,  n."*  1)   il  volume  richiesto    sarà 
espresso  da 


a 

ft 

e 

'^    1 

seni 

n, 

*. 
^ 

1 

a    b 

e  1  a 

b    e 

a 

b 

e   \a. 

b,  e, 

^, 

6\  ft, 

e,' a, 

b,  e. 

a. 

K 

1 

b,  e. 

!  «3 

b. 

C3 

d. 

,«,  K 

<^j«3 

K  t-'si.^a 

K- 

^^\a.. 

K    '•:. 

oppure 

a 

b     e 

d      '■ 

» 

G 

scnt 

.t>" 

a, 
a, 

b,    e, 

rf. 

D3D,D 

d.    ' 

«3 

K  C3 

rf. 

dicendo  D,  D,  D^  D3  i  complementi  rispettivi  di  rf,  d^  rf,  (f^ 
nel  determinante  (a  J,  c^  dg). 

4/  Se  i  quattro  piani  concorrono  nello  stesso  punto  il 
volume  del  tetraedro  è  nullo  e  vedesi  per  condiziono  di 
concorso  dei  quattro  piani  proposti 


=0  . 


Questa  condizione  si  può  stabilire  direttamente  espri- 
mendo (C.  A.  R.  §  Vili,  n.*  3)  la  condizione  di  coesistenza 
delle  quattro  equazioni  proposte  rispetto  alle  tre  lineari 
^,  y,  2. 

29.  1.*  Dati  tre  punti  (x,  y,  z),  {x\  ,y,,z^  ),  (x^ ,  y^ ,  z^) 
nello  spazio  Cartesiano  determinare  1*  area  t  del  triangolo 
dei  tre  punti  in  funzione  delle  nove  coordinate. 

La  T  deducesi  dalla  formula  data  (n.*  19,  1.*)  per  un'a- 
rea piana  a  e  per  le  sue  projezioni  a^ ,  a, ,  a^  sui  piani 
coordinati.  Si  porrà 


a 

b 

e 

d 

«I 

h 

Ci 

d. 

«» 

K 

e. 

d^ 

«3 

*3 

e. 

rf. 
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'^-T 


e  quindi 


4t'=— 


X    y 


a,=- 


1 

1 

2      J7     ,                            1 

sen(jjy),    «,=^ 

l 

3.  j.\  \sen(xc), 

1 

Z,    X, 

1     y    z 

■\   1     !/.    5, 

5en(i/3), 

i  1   y,  «i. 

COS(Xìj) 


cos{xz) 


y 

z 

Vi 

'x 

y^ 

z. 

cos{xy)  cos{xz) 


cos(yz) 

l     z     X 
1     z,    X, 


cos{yz) 


1   y 

itf 

1     !/. 

2, 

1     2/t 

2.  1 

1      2 

a;  • 

1      ^. 

0?, 

1      Z, 

^. 

1     a? 

1/   ' 

1      X, 

1 

1     .r. 

»/.  1 

1     2,  a7j 


\    X    y    \ 
1    a;,  1/, 
1    a?,  3/, 


Nel  caso  delle    coordinate   ortogonali  si   avrà   sempli- 
cemente 


1      X 


4t»=    1 


1     ^i  2/« 


1     z 
l     -, 

1       5. 


X 


2."  Se  si  considerano  altri  tre  punti  (x,  y',  z),  (x\ , 
(/', ,  z\),  (x\,  y\,  z\)  e  l'area  t'  del  loro  triangolo  e 
r  angolo  fi>  dei  piani  dei  due  triangoli,  per  le  formole  (19, 
3.')  si  avrà 
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1     J/     3 

1 

cos{ry) 

cos{j[^z) 

1  J/.  «.  '■ 

;  1   2  a? 

oos(xy) 

1 

cos(yz) 

1  3,  ./;, 

ÌZ7COS'OZ=— 

1 2,  .'•,  : 

.   \  X    y    \ 

('0S{XZ) 

cos(yi) 

1 

1  ^.  2/ J 
!   1  a^j  »/«  1 

1  y'  z' 

ì  z'  y 

I  .^'  y' 

1  >j\  '\ 

1    Z,X, 

1          '         ' 

1  ^.!/i 

0 

1  y\  >\ 

1   z'    .V 

1  ^',2/', 

che  riproduce  la  procedente  (1.'*)  col  far  coincidere  t   con  t. 
3.°  Diciamo  r,  /•'  lo  distanze  del  punto  {j\  y,  z)   rispet- 
tivamente ai  punti    (x^  ,  j/j  ,  Zj),    {.r^  i  !/«  t  ^2)    ^    ^   1'  ^"'* 
gelo  dello  due  rette  cui    appartengono   i    semmenti  r,   r  . 

1  4t' 

Si  avrà     -^r'5^?nd=T,    e  quindi      5en*0=  -y^  ,     ossia 


5en*6= 


l     y    z     ^ 


1     1/1    ^1 

1      !/2    ^2 


5en*(j/a;)- 


K^-^ì)* 


I  |(rr-;^g«. 


|vedi  formula  di  4t*  (!.")  e  formula  (p")  (n.''  13,  4.*)j. 

Questa  formula  vale  anche  per  la  determinazione  del- 
l' aDgolo  6  di  due  rette  che  non  s'  incontrino. 

30.  1."*  Determinare  V  angolo  0  di  duo  rette  site  sul 
piaao  ooOy  e  rappresentate  in  coordinate  Cartesiane  obblique 
dalle  equazioni 
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Traducendo  queste  equazioni  nella  forma  normale  cioè 
introducendo  (n.®  20,  1.*)  nella  prima  il  fattore 

sen{j'tj)  _   sen{xy) 


\/   a*-i-ft* — 2abcos{xy) 

w 

nella  seconda  il  fattore 

sen(xy) 

sen{xy) 

|/  a''^b'^-^2a'b'cos{xy) 

?/ 

si  riconosce 

as67i{xy) 
cosa— ■  ,      cos&= 

bsen{xy) 

V 

,     a'sen(xy) 
cosoL  := 7 ,     cosp  = 

b'sen{xy) 

inteso  che  a,  ,3  denotino  gli  angoli  che  la  normale  alla 
prima  retta  fa  cogli  assi,  e  od,  ^'  gli  angoli  che  la  normale 
alla  seconda  retta  fa  cogli  stessi  assi  (direzioni  positive). 

Dette  p  la  distanza  della  prima  retta  ali*  origine,  e  x, 
y  le  coordinate  del  punto  d' incontro  di  essa  retta  colla  p, 
projettate  ortogonalmente  x^  j/,  p  sopra  Oa?,  sopra  Oy  e 
sopra  la  normale  alla  seconda  retta  si  hanno  le  equazioni 

x-^ycos(xy)  zzpcosa  , 
xcos{xy)-^y  :=ipcos^  , 
xcosa-^ycos^'zzpcos^  , 

fra  le  quali  eliminando  a*,  y,  p  si  ottiene 

1  cos{xy)  cosa 

cos{xy)  1  oos^     =0, 

coso!       cosfs!       cosb 
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donde 

1 


cosHzz:- 


1  •  cos{xy)  cosa 

cos(x\i)  1  cos^ 

cosa        cos^'       0 


od  anche 
^'os^sen\xìj)-=icos%cosa  -^cos^os^ — -^cosacos^ -^cosacos^^^cos(xy), 

e  quindi 

aà-^hV — (ab '^a'b)cos(xy] 

cos^= ; . 

w 

Si  ha  poi 

(a'b^(zb')sen{xy) 


sen^zzL- 


vv 


(a'b'-aV)sen(xy) 
tang^zz: — ,- 


'aa-^-hb' — {ab'  -^ab)cos(j:y) 

2,"  Se  le  rotto  proposto  fossero  tra  loro  porpendicolari 
dovrà  aversi 

aa  -^bb' — {ab'  '^a'b)cos{xy)zz:0, 

se  parallele 

a        b 
àb—ab'zziQ,   ossia     — r=-7r  • 
a        0 

S.*"  Supponendo  gli  assi  ortogonali  si  avrà 

db— ab' 

e  se  le  duo  rette  sono  fra  loro  perpendicolari  aa'-^-bb'zziO, 

a        b 
e  so  parallele  ancora     — ^'^'TT  • 

4."*  Determinare  1*  angolo  0  di  due  piani  rappresentati 
dalle  equazioni  ax-^bxj-^cz-^dzzfò^  dx-^-Vy-^-cz-^-d!':^^ 
in  coordinate  Cartesiane  obblique. 

Traducendo  le  equazioni  nella  forma  normale,  cioè   in- 

8 
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troducendo  nella  prima  (n.**  24,  1/)  il  fattore 


seni 


e  nella 


seconda  il  fattore 


sent 


(inteso  che   V    significhi   ciò    che 


diviene  V  col  porre  gli  accenti  ad  a,  &,  e)  si  riconoscono 
pei  coseni  degli  angoli  a,  p,  y»  «  »  P»  T  che  le  normali  ai 
due  piani  fanno  cogli  assi  i  valori 


a 


cosa=z-^sent,     cos^zz—sent,      cos-^-n-^sent, 
^      a'  ,      V  ,     e 


e  quindi  (n.*  15,  2.*) 
1 
-1 


cos^zz 


cos{xy)  cos{xz)    a 
cos(xy)  1  cos(yz)    b 

W     cos[xz)   cos(yz)    1  e 

a!  y  e  0 

od  anche 

V  V'(?o*6=:aa'5en*(i/2;)  -^W  sevl^(xz)  -^ccsen^(xy) 
-^{ab' -^a'by^cos(xz)cos{yz) — cos{xy)^ 
-^{ac-^ac)^cos{xy)cos{yz) — cos{xz)i 
-^{bc''^b'c)\cos{xy)cos{xz) — cos{yzy^  . 

5.**    Se    i    due    piani    proposti    fossero    tra    loro    nor- 
mali sarebbe    aasen^yz)^ =0,    se   paralleli 

VV'=aa'5en*(?/^)-4- ,    condizione  che  dovrà 

a        b        e 
equivalere  alle    — T=-7r  =  — r  . 

6.*  Nel  caso  degli  assi  ortogonali 


cos^-zz  - 


aa'-^bb'-^-cc' 


\/'^ 


•&*-i-c' 


'V 


/a' 


«^.ft'«^.c' 


f»  ' 
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\/{ah'—àb)^^{ad—dcf^{pc—ycf 


tangy 


ad-^-bV-^cc 


Supposti  i  due  piani  tra  loro  normali   aa'-hbb''¥'Cc:=:0, 

a        b        e 
Supposti  paralleli,     — r=  -77-=  —r  . 

31.  1.°  Riferendo  le  coordinate  Cartesiane  x,  y  di  un 
punto  mobile  in  piano  ad  una  variabile  unitaria  z,  e  le 
coordinate  Cartesiane  x^  y,  z  di  un  punto  mobile  nello 
spazio  a  tre  dimensioni  ad  una  variabile  unitaria  u,  le 
equazioni  della  retta,  e  del  piano 

ax-^by-^c^zQ,        ax-k-hy-^cz-^d^zO 

divengono 

X         y  X  y  z 

a 1-&  — -4-c?=:0,  a 1-6 kc HdzzO, 

z  z  u         u         u 

ossia 

ax-^by-^czzzO,        ax-^-by-^-cz-^-duzzO, 

e  si  presentano  omogenee  tanto  rispetto  alle  coordinato 
del  punto  come  rispetto  alle  a,  &,  e  (coordinate  di  rette) 
e  alle  a,  &,  e,  d,  (  coordinate  di  piano  ). 

Coir  equazione  ax-^by-^czzzO  (ritenute  x,  y,  z  coor- 
dinate variabili  di  punto,  e  a,  &,  e  coordinate  costanti  di 
retta)  si  afferma  che  infiniti  punti  (x\  y,  z)  sono  sostenuti 
da  una  stessa  retta  (a,  b,  e);  colla  stessa  equazione  (rite- 
nute X,  j/,  z  coordinate  di  punto  fisso  e  a,  ft,  e  coordinate 
variabili  di  retta  )  si  afferma  che  infinite  rette  (  a,  ft,  e  ) 
concorrono  (  formano  fascio  )  nel  punto  fisso  {x,  j/,  z].  Così 
la  aX'¥'by-¥-czzz(i  si  dirà  equazione  di  retta  nel  primo 
caso,  di  punto  nel  secondo. 
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Similmente  coli' equazione  ax-^by-^cz-^du^Q  (rite- 
nute .77,  y,  z,  u  coordinate  di  punto  mobile,  e  a,  6,  e,  d 
coordinate  di  piano  fisso)  si  afiFerma  che  infiniti  punti  (x,  y, 
z,  u)  sono  sostenuti  da  uno  stesso  piano;  colla  stessa  equa- 
zione (ritenute  x^  j/,  z,  u  coordinate  di  punto  fisso,  e  a, 
&,  e,  d  coordinate  di  piano  mobile)  si  afierraa  che  infiniti 
piani  concorrono  (formano  stella)  nel  punto  fisso  {a\  j/,  z,  ti). 
Così  la  ax-^by-^cz-^duziiO  si  dirà  equazione  di  piano  nel 
primo  caso,  di  punto  nel  secondo. 

2/  La  condizione  perchè  tre  punti  {x,  y) ,  (j-,  ,  j/,) 
(^2»  ì/i)  ^^  piano  Cartesiano  siano  in  retta    (n.°  21,  1.")    è 


X   y 
^1  Vi 


=0,  oppure  in  coordinate  omogenee 


X    y 


X, 


.r,  y,  z^ 


=0. 


La  condizione  perchè  tre  rette    (a,  6,  e),    (a, ,  6, ,  c^), 
(«2 ,  &g ,  Cj)  concorrano  in  uno  stesso  punto  (n.**  28,  2."*)  è 


a   b  e 


a,  b,  e, 

««    *2     ^3 


=0,  così  con  una  stessa  formula 


X   y   z 
^1  !/i  ^1 


=0 


tanto  si  esprime  V  allineamento  di  tre  punti  come  il  con- 
corso di  tre  rette  in  un  punto.  Si  ha  la  prima  affermazione 
se  gli  elementi  del  determinante  notato  sono  coordinate  di 
punti  (determinante  di  tre  punti),  si  ha  la  seconda  se  gli 
elementi  sono  coordinate  di  rette  (determinante  di  tre  rette). 
3,"*  Analogamente  la  condizione  perchè  quattro  punti 
{x,  y,  z),  {x, ,  j/i ,  5,),  {x, ,  y^ ,  z^\  {x^ ,  y^ ,  ^3)  nello 
spazio  Cartesiano  siano  in  uno  stesso  piano  (n.*  25,  1.*")  è 


j)   y   z 

1 

^•,  !/.  2. 

1 

X,  1/,  3, 

1 

a'3  !/3  «s 

1 

z=0,   oppure  in  coordinate  omogenee 


X 

y 

z 

u 

2/. 

!h 

^. 

"1 

X, 

Ut 

2j 

"j 

^3 

yz 

«3 

«3 

=0, 
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e  la  condizione  perchè   quattro   piani      (a,  b,  e,  d),    {a^ , 

*i  »  ^11  ^i)»    («« ,  *, ,  ^« ,  d^)    («3 .  ^  »  ^3  »  ^a)  concorrano 
in  uno  stesso  punto  (n.''  28,  4.**)  è 


la   b   e   d 
1  à,  6,  e,  d. 


(1,  6,  Cj  rfj 

«3    ^    ^3    ^J 


=0,      così  con  una  stessa  formula 


X 

y 

X 

u 

^} 

Vi 

«. 

«. 

^t 

Vt 

«t 

«t 

a?. 

Vt 

«. 

«, 

=0 


si  esprime  che  quattro  punti  sono  in  uno  stesso  piano, 
quando  si  ritengono  gli  elementi  del  notato  determinante 
come  coordinate  di  punto  (determinante  di  quattro  punti),  si 
esprime  che  quattro  piani  concorrono  in  uno  stesso  punto 
quando  gli  elementi  del  determinante  sono  ritenuti  coor- 
dinate di  piani  (determinante  di  quattro  piani). 

32.  1.*  Se  A=0,  B=:0  rappresentano  in  coordinate  Car- 
tesiane 0  due  equazioni  di  rette  come  a^-f-dyn-czzO, 
aja7-i-t?jt/-+-c?j=:0  oppure  due  equazioni  di  piani  come 
a*r-4-&t/-i-C3;-4-d=:0,  a^x-^b^y'¥'C^Z'^d^^zO ,  un'  equazione 
A-4-XB=0  (  X  arbitraria  )  rappresenta  o  una  punteggiata 
sostenuta  da  una  retta  che  passa  pel  punto  d*  incontro 
delle  due  A=0,  B=0,  oppure  un  piano  punteggiato  che 
passa  per  1*  intersezione  dei  due  A=0,  B=:0  poiché  i 
valori  di  X,  y  0  di  X,  y  e  z  che  mandano  a  zero  A  e  B 
insieme  mandano  a  zero  pure  Ah-XB. 

Facendo  variare  X  da  — ce  e  -f-cx),  A-i-XB=0  rappre- 
senterà man  mano  o  le  infinite  rette  che  concorrono  nel 
punto  AB,  o  gli  infiniti  piani  che  concorrono  nella  retta 
AB.  Cosi  la  formula  A-hXB=0  significa  o  un  fascio  di 
rette  di  centro  AB,  o  un  fascio  di  piani  di  asse  AB.  Colla 
notazione  AB  intendesi  di  accennare  o  il  punto  d*  incontro 
delle  due  rette  A=0,  B=0,  o  la  retta  intersezione  dei  due 
piani  A=0,  B=0. 

2.*  Ritengasi  che  il  simbolo  a  significhi  una  funzione 
Ai  X,  e  y  come  xcos(X'¥'ycosoL — j?,  e  p  una  funzione  come 
xcos^-^ycos^^p^ ,  allora  «=0,  ^=0  sono  le  equazioni  in 
forma  normale  di  due  rette,  e  a-i-Xp=zO  (dove  X  arbitraria) 
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rappresenta  una  retta  qualunque  di  un  fascio  di  centro 
a^,  e  in  essa  i  simboli  a,  ^  rappresentano  le  distanze  di 
un  punto  qualunque  della  stessa  retta  dalle  due  fondamen- 
tali a=0,  ^=0  rispettivamente,  e  quindi  X  vale  il  rapporto 
dei  seni  dei  due  angoli  che  la  retta  a-4-X^=:0  fa  colle  due 
a=0,  p=0  rispettivamente. 

Se  si  fa  variare  X  la  retta  a^-X^zzO  ruota  attorno  al 
punto  d' incontro  delle  due  fondamentali  azzO,  ^zrO  man- 
tenendosi in  un  determinato  angolo  di  esse  due  fondamen- 
tali finché  X  non  cangia  segno,  e  passando  nel  supplemen- 
tare tostochè  X  muta  segno. 

3.**  Se  azzO,  ^=0  significano  le  equazioni  di  due  piani  in 
forma  normale,  la  «+^^=0  rappresenta  un  fascio  di  piani, 
e  in  essa  equazione  a  e  ^  valgono  le  distanze  di  un  punto 
qualunque  di  un  piano  del  fascio  dai  due  «=0,  ^zzO,  e  X 
vale  il  rapporto  de*  seni  degli  angoli  che  tal  piano  qua- 
lunque fa  coi  due  azzO,  pzzO  rispettivamente.  Per  tutti  i 
piani  compresi  in  uno  degli  angoli  diedri  dei  due  azzO, 
^zzO,  X  avrà  un  certo  segno,  per  tutti  gli  altri  il  segno 
opposto. 

4.°  Nella  A-+-XBi=0  rappresentante  un  fascio  di  rette 
oppure  un  fascio  di  piani,  e  dove  A  e  B  non  sono  nella 
forma  normale,  A  e  B  significheranno  due  proporzionali 
alle  distanze  di  un  punto  di  una  retta  o  di  un  piano  del 
fascio  dalle  rette  o  piani  AzzO,  BzzO,  e  X  una  proporzio- 
nalo al  rapporto  dei  seni  degli  angoli  che  una  retta,  o  un 
piano  del  fascio  formano  colle  due  rette  o  piani  AzzO, 
B=0.  (•) 

5."  Se  date  le  tre  equazioni  AziO,  B=0,  CzzO  di  tre  rette 
nello  stesso  piano  (vOy  sarà  possibile  determinare  tre  fattori 


(*)  La  A-hXB=0  può  rappresentare  un  punto  sul  piano  Carte- 
siano oppure  nello  spazio  a  tre  dimensioni  in  retta  coi  due  A-^0, 
B=0,  se  le  variabili  siano  ritenute  coordinate  di  retta  o  di  piano. 
Nel  caso  X  significa  il  rapporto  di  due  proporzionali  alle  distanze  dì 
una  retta  (di  un  piano)  che  passa  pel  punto  àh-XB=0  dai  due  punti 
A=0,  B^O. 
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A,  A,  l  indipendenti  da  a?  e  j/  e  tali  che  AA-i-AB-i-/C=0 
risulti  una  identità  si  potrà  ritenere  che  i  valori  di  x  e  y 
che  soddisfano  contemporaneamente^  a  due  delle  tre  equa- 
zioni soddisfino  anche  alla  terza,  e  cioè  che  le  tre  rette 
concorrano  nello  stesso  punto,  e  inversamente  etc. 

Se  1«)  tre  rette  A=0,  B=0,  C=0  non  concorrono 
nello  stesso  punto  non  è  possibile  stabilire  1*  identità 
AA-i-AB-*-/C=0.  Nel  caso  vedremo  in  seguito  che  se  A, 
A,  l  si  considerano  come  tre  arbitrarie  oppure  arbitrarii  i 
rapporti  di  due  di  esse  alla  terza,  si  può  far  coincidere 
la  retta  ftA  f-AB-+-/C=0  con  una  qualunque  del  piano  xOy. 
d.""  Se  date  le  equazioni  Ai=0,  B=0,  C=:0  di  tre  piani 
sarà  possibile  deteiininare  tre  quantità  A,  h,  l  indipendenti 
da  0?,  y,  z  per  modo  che  sia  un'  identità  la  ftA-4-AB-i-ft)=0 
si  potrà  ritenere  che  i  valori  di  x,  y.  z  i  quali  soddisfano 
contemporaneamente  a  due  delle  tre  equazioni,  verifichino 
anche  la  terza,  e  cioè  che  le  x,  y,  z  dei  punti  della  retta, 
intersezione  di  due  dei  tre  piani  soddisfino  pure  all'  equa- 
zione del  terzo.  In  altre  parole  i  tre  piani  apparterranno 
allo  stesso  fascio. 

7.*  Se  i  ti*e  piani  hanno  un  solo  punto  comune  Tequa- 
zione  AA-i-AB-h/C=0  non  potrà  riuscire  un  identità  in  al- 
cun modo,  e  facendo  variare  k,  h,  l  o  meglio  il  rapporto 
di  due  delle  tre  quantità  alla  terza  il  piano  AA-i-AB-i-/C=0 
ruoterà  attorno  il  punto  individuato  dai  tre  piani  A=0, 
B=0,  C=0,  e  darà  luogo  ad  una  stella  di  piani.  L' inter- 
sezione a  due  a  due  dei  piani  della  stella  dà  luogo  ad  una 
stella  di  rette,  delle  quali  ciascuna  sarà  definita  da  due 
equazioni    AA-f-AB-f-iC=0,    A'A-HA'B-f-rC=0. 

8."  Se  date  le  equazioni  A=0,  B=0,  C=0,  D=0  di 
quattro  piani  si  potrà  stabilire  un'  identità  AA-1-AB-1-/C-1- 
mDzzO  (A,  A,  l,  m  indipendenti  da  x,  j/,  z)  sarà  manifesto 
come  i  valori  di  x,  y,  z  che  soddisfano  contemporanea- 
mente a  tre  delle  quattro  equazioni  soddisfino  alla  quarta, 
e  cioè  sarà  manifesto  il  concorso  dei  quattro  piani  nello 
stesso  punto,  ossia  la  loro  appartenenza  ad  una  stella. 
Se  i  quattro  piani  proposti  non  concorrono  in  un  punto 
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la  AA-4-AB-i-/C-*-mD=:0  potrà  rappresentare  ad  uno  ad  uno 
tutti  i  piani  dello  spazio  (come  in  seguito  dimostreremo) 
se  varieranno  k,  h,  l,  m,  oppure  i  rapporti  di  tre  delle 
quattro  arbitrarie  alla  quarta. 

9."*  A=0,  B=0  possono  rappresentare  due  punti  sul 
piano  Cartesiano  o  due  punti  dello  spazio  Cartesiano  (si 
guardino  come  coordinate  di  retta  o  di  piano  le  variabili 
di  cui  A,  B  sono  funzioni)  e  allora  A-4-XB=:0  (  X  arbitra- 
ria) rappresenta  un  punto  qualunque  della  retta  congiun- 
gente i  due  detti  punti. 

A=0,  B=:0  possono  rappresentare  due  piani  di  una 
stella  o  due  raggi,  e  allora  A -hXBiziO  rappresenta  un  ele- 
mento della  stella  che  coi  due  precedenti  appartiene  a  una 
stessa  forma  di  1.*  specie. 

Se  AniO,  BzrO,  CnO  sono  le  equazioni  di  tre  punti 
in  piano  o  nello  spazio  Cartesiano,  e  se  si  abbia  AA-4-AB-f- 
;C=0  identicamente  {k,  h,  l  indipendenti  da  a?,  y,  .  .  )  i 
tre  punti  sono  in  linea  retta,  etc.  etc. 

Dell'  interpretazione  dualistica  delle  equazioni  tratteremo 
esplicitamente  e  diffusamente  dopoché  avremo  fatto  repli- 
cato e  più  ampio  esercizio  di  coordinate  Cartesiane  nello 
spazio  a  due  e  tre  dimensioni. 
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§  III. 

Problemi,  Esercizi  di  1.^  grado  che  portano  alla  considerazione 
di  rette  sopra  di  un  piano  —  Teorema  di  Menelao  —  Teorema  di 
Ceva  —  Coordinate  baricentriclio  nella  punteggiata  e  nel  piano  — 
Problemi  di  2.^  grado  aiducenti  al  circolo,  air  elisse,  air  iperbole,  alla 
parabola  —  Fuochi,  direttrici,  diametri,  assintoti  —  Equazione  gene- 
rale di  2.*  grado  a  due  variabili  —  Sezione  ct  nica  —  Luoghi  geo- 
metrici di  equazioni  a  due  coordinate  puntali  variabili  di  grado  su- 
periore al  secondo  e  di  trascendenti  —  Concoide  —  Cissoide  — 
Lemniscata  —  Ovali  di  Cassini  —  Quadratrice  —  Cicloide  o  Trocoide- 
Parabolica  di  ordine  m  —  Cenno  sulla  risoluzione  grafica  di  un'e- 
qaazione  di  grado  m  a  una  incognita  —  Parabolica  per  m-4-i  punti 
—  Curva  piana  arbitraria  —  Equazione  generale  di  grado  m  a  duo 
variabili  —  Coordinate  polari  in  piano  e  Spirali  di  Archimede,  Iper- 
bolica, Parabolica,  Logaritmica. 

1.  I."*  Un  problema  relativo  alla  determinazione  di  un 
punto  sopra  di  un  piano  dark  luogo  ad  una  equazione  come 
f(x,  «/)=0,  o  a  due  distinte  f{x,  y)=0,  9(0?,  y)=0,  (a?,  y 
coordinate  Cartesiane)  a  seconda  che  ammetterà  un  numero 
finito  e  infinito  di  soluzioni. 

Nel  primo  c^o  le  infinite  soluzioni  del  problema  cioè 
gli  infiniti  punti  del  piano  xOy  le  coordinate  dei  quali 
soddisferanno  alla  /*(•/*,  i/)=:0  costituiranno  una  linea  retta 
0  curva  a  seconda  del  grado  di  f{jfj,  y)^  e  se  curva  a  uno 
0  più  rami  a  seconda  che  ad  un  valore  arbitrario  della  x 
corrisponderanno  uno  o  più  valori  della  y,  continua  o  di- 
scontinua a  seconda  che  variando  x  da  — qo  a  -4-x,  //  si 
manterrà  continuamente  reale,  oppure  diverrà  ad  inter- 
valli immaginaria. 
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In  ogni  caso  la  linea  si  dirà  il  luogo  geometrico  della 
/'(.r,  2/)=:0,  e  questa  a  sua  volta  Y  equazione  della  linea  in 
conformità  di  quanto  più  sopra  è  stato  avvertito. 

Nel  secondo  caso  le  soluzioni  del  problema  cioè  i  punti 
(in  numero  finito)  le  coordinate  dei  quali  soddisferanno 
contemporaneamente  alle  f{x^  2/)=0,  (p{x,  y)=:0  saranno 
i  punti  d*  intersezione  (reali  o  immaginari  o  parte  reali  e 
parte  immaginarli,  e  i  reali  distinti  o  coincidenti,  etc.)  delle 
due  linee  rappresentate  dalle  due  equazioni  f{Xf  t/)='\ 
rp{x,  y)=0. 

2.'  In  generale  un  problema  relativo  alla  determina- 
zione di  un  elemento  di  una  forma  di  2.*  specie  sarà  in- 
determinato o  determinato  a  seconda  che  darà  luogo  ad  una 
sola,  0  a  due  distinte  equazioni  fra  le  coordinate  di  quel- 
r  elemento. 

2.  1.*  Determinare  un  punto  sul  piano  a?Oj/  tale  che 
r  aggregato  di  due  proporzionali  alle  due  distanze  di  esso 
da  due  rette  date  nel  piano  abbia  un  valore  /. 

Adottando  per  assi  le  due  rette  date,  indicando  con  as 
y  le  coordinate  Cartesiane  del  punto  a  determinarsi,  le  due 
distanze  dello  stesso  alle  due  rette  saranno  ysen(xy) , 
xsen{ay),   e  dovranno  soddisfare  alla  condizione 

^hysen{xy)  '  '^kxsen{xy):=.l 

inteso  con  A,  k  numeri  di  proporzione. 

Il  problema  è  indeterminato  ma  il   luogo  del   punto    è 

sopra  una  di  quattro  rette  disposte  a  parallelogrammo  coi 

vertici  sugli  assi  Ox,  Oy,   i    due  suir  asse  Ox  di  ascisse 

-^       l       '  _       ; 

-4-7 7 — r,  e  i  due  sull'asse  delle  y  di  ordinate  n-i ; — r 

^ksen  {xy)  ^  ^^hsen{xy  ) 

Se  /=:0  le  quattro  rette  si  riducono  a  due  concorrenti 
neir  origine.  Se  inoltre  hz=:k=.\  le  due  concorrenti  bise- 
gano  gli  angoli  degli  assi,  e  il  punto  riesce  equidistante 
dagli  stessi. 

Se  ArzAzzil  e  non  sia  IznQ  avremo  quattro  rette  di  cui 
due  parallele  ad  una  blsegante  un  angolo  degli  assi,  e  le 
altre  due  parallele  alla  bisegante  V  altro. 
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Per  esempio  si  abbia  'Ìlj/"jr^=l-  Centro  iielT  origino 
con  l'aggio  =1  si  descriverà  un  cerchio  che  segherà  i  due 
assi  0.r,  Oy  in  quattro  punti  A,  B,  C,  D  alla  distanza  1 
dair  origine  e  il  luogo  sarà  costituito  dalle  quattro  rette 
AB,  BC,  AD,  DC  due  delle  quali  pal'allele  alla  bisettrice 
dell'angolo  (a;y)  e  le  altra  due  parallele  alla  bisettrice 
deir  angolo  supplementare  di  {ccy). 

Le  quattro  rette  sono  rappresentabili  coli'  unica  equa- 
zione di  4,^  grado 

(y^x—l)(y—x—l){—7j'¥'X-l){—y-x—l)=0, 
ossia 

y^-HiK?'_2(2/«iP«-f-y«-4-a?*)-+- 1  =0. 

2.*  Ponendo  gli  assi  Ox,  Oy  in  una  posizione  qualun- 
que rispetto  alle  rette  date,  si  dovranno  stabilire  dapprima 
le  equazioni  delle  stesse.  Tornerà  conveniente  porle  nella 
forma  normale  (§  II,  n.°  7,  1.*) 

xcosa-i-ycos^—pzzO,     xcosol -^ycos^ — p':=zO, 

Poscia  si  stabilirà  (§  II,  n.*  7,  2.°)  V  equazione 

'^{xcosa'k'ycos^—p)'^k(xcosci!'^ycos^' — p')'=-lj 

che  sarà  quella  del  luogo  cercato  ,  e  che  sarà  rappresen- 
tabile colla  notazione  abbreviata  iba+Aa'zz/,  quallora  si 
ritenga  che  in  essa  a  accenni  la  funzione  xcosx^ycosfi—p 
e  ^  la  funzione  xcosa-^-ycosfi' — p\ 

Se  A=A=1  e  teO  si  avrà  a+a'=:0  per  equazioni 
delle  bisettrici  degli  angoli  delle  rette  a=:0,  a'=0. 

3.""  Se  fossero  dati  gli  assi  0.r,  Oy  e  le  equazioni  dello 
due  rette  nella  forma  aa?-i-ft«/-+-c=:0 ,  a'.r-+-a'y-+-c'=:0 , 
bisognerà  moltiplicare  (§  II,  n.*  20)  la  prima  per 

se7i{xy) 


ì/  a*'¥'b*—2abcos(ay) 
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la  seconda  per 

sen(xy) 


^a''^V'—2ab'cos{xy) 

e,  cosi  ridurle  alle  forme  normali  che  diremo  a,  a',  e  poi 

scrivere  j^hajZkazzLl  per  equazioni  del  luogo  del  punto. 

Si  potrà  fondere  (se  convenga)  queste  quattro  equazioni 
in  una  sola  di  4.°  grado. 

3.  1."*  Determinare  sul  piano  aK)y  un  punto    di  cui    le 

distanze  a  due  rette  a=:0,  ^=0  siano  fra  loro  in  un  dato 

h 
rapporto   -y-  . 

Se  a,  p  sono  forme  normali  si    stabiliranno   senz*  altro 

,    g         h 
le  due   equazioni    jZ-t-  =-t-    (  §  H»   n.*   7  ),    se    invece 

P        ^ 
A-^zdx-^by-^c,    ^zuax-^b'y-^c     bisognerà  scrivere  per  il 
luogo  del  punto  cercato  le  equazioni  (§  II,  n.  20) 


a       hv 


ritenuto 


^^=1/   «*-*-&* — 2(ibcos{poy),     , 

^^'=1/  a'^-i-V^—2a'Vcos  {xy)    . 

Il  luogo  del  punto  è  sopra  due  rette  concorrenti  nel 
punto  d*  incontro  delle  due  a=:0,  ^=:0  una  in  un  angolo 
delle  due  «,  ?  e  T  altra  nell'  altro  (§  II,  n."  32). 

2.°  Determinare  un  punto  di  cui  le  distanze  a  tre  rette 
«=0,  ^=0  l'zzO  (a,  ^,  Y  forme  normali)  siano  a  due  a  due 

h        k        l 
nei  rapporti  ~T~  ^  "T  *  'T~  *     Si  hanno  le  condizioni 

4-iL_A       +J--—       +Ì-__i 

—  ^~k'       -   ce  —  l    '       —  Y  ~  A    ' 
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ossia 


k'x±h^=0,    ka±l-x=0,    h'(i±lx=0 


(Q) 


Veggonsi  quattro  soluzioni  date  dall'  incontro  della  retta 
Aa-4-A^-i-O    colle  due  Aa+fyzzO,    e  dalla  retta   fta— /i^=0 

colle  stesse  koT^lc^nO. 

I  quattro  punti  presi  a  due  a  due  stanno  sopra  rotto 
che  passano  pei  vertici  A,  B,  C  del  triangolo  a  p  y»  ® 
sono  i  punti  di  concoi'so  delle  sei  rette  (q)  considerate  a 
tre  a  tre. 

Uno  è  quello  di  concorso  delle  tre  rette  (§  II,  n.*  32, 
5.*)     ka-^h^znO,     fta-f-ZyzzO,     h^l(=0,     etc. 

I  quattro  punti  sono  adunque  vertici  di  un  quadrangolo 
completo  che  ha  per  lati  le  sei  rette  (q)  e  per  punti  dia- 
gonali i  vertici  A,  B,  C  del  triangolo  a  p  r- 

P,  Q,  R,  S  nella 
presente  figura  desi- 
guano  i  quattro  punti, 
i  quali  (  si  può  dire  ) 
separano  armonica- 
mente le  tre  rette 
azzO,  pnO,  Y=0  co- 
me più  avanti  si  farà 
manifesto. 

VPerk=h=l=l 
lo     (q)      divengono 

a±Pz=0,  a±T=0, 
?+Y=:0  cioè  le  equa- 
zioni delle  sei  bisettrici  degli  angoli  delle  tre  rette  a=0, 
^=0,  Y=^0,  e  ciascuno  dei  quattro  punti  riesce  equidi- 
stante dalle  tre  rette.  Uno  interno  al  triangolo  ABC, 
cioè  punto  di  concorso  dalle  tre  bisettrici  interne,  e  gli  al- 
tri tre  esterni,  e  cosi  punto  di  concorso  della  bisettrice 
interna  a — p=0  colle  due  esterne  a-4-Y=:0,  p-i-Y=0,  etc. 

Il  triangolo  riesce  il  diagonale  del  quadrangolo  PQRS 
delle  sei  bisettrici. 
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4*  Se  si  prende  k=icosA,  hzucosB,  l=:cosG  (A,  B,  C 
LQdicano  gli  angoli  interni  del  triangolo  ABC)  le  equa- 
zioni (q)  divengono 

TiCOsk^^osEz^O ,     oLCOsArJZx^^osCzziO  ,     ^osB';^^(CosG=:0 , 

cioè  tre 

acosA — ^osB=0  ,     (xcosk — ycosC=:0  ,    ^osB — (COsC=0  , 

le  equazioni  delle  tre  altezze  del  triangolo  A  B  C,  e  le 
altre  tre 

oLCOsA-^^osBznO,    oLCOsA-^fCOsC=:0,    ^cosB-^ycosC=:0 

le  equazioni  di  tre  rett3  esterne  passanti  rispettivamente 
pei  vertici  C,  B,  A  e  che  diremo  corrispondenti  delle  tre 
altezze. 

Le  sei  rette  concorrono  a  tre  a  tre  in  quattro  punti  dì 
cui  uno  punto  di  concorso  delle  tre  altezze,  e  ciascuno  de- 
gli altri  tre  punto  di  concorso  di  un*  altezza,  e  delle  cor- 
rispondenti alle  altre  due  altezze. 

5.**  Se  si  prende  k=:senA,  hzzsenB,  l=isenC  si  hanno 
le  sei  equazioni 

oisenA — ^enBzzO  ,    asenA — xsenC=:0  ,    ^senB — Y^é?nC=0 

(equazioni  delle  tre  mediane  del  triangolo  ABC), 

a5^nA-i-^^nB=0 ,     aseìiA'^ysenG::zO ,    ^enB'^ysenG=zO, 

equazioni  di  tre  rette  che  diremo  rispettivamente  corrispou- 
denti  alle  mediane  e  quali  sono  parallele  rispettivamente 
ai  tre  lati  del  triangolo. 

Le  sei  rette  concorrono  a  tre  a  tre  in  quattro  punti 
dei  quali  uno  interno  (punto  di  concorso  delle  tre  mediane) 
e  ciascuno  degli  altri  tre  esterno  punto  di  concorso  di  una 
mediana,  e  delle  due  corrispondenti  alle  altre  duo  mediane. 

6.*  Determinare  un  punto  pel  quale  la  somma  delle 
distanze  a  due  delle  tre  rette  a=0,  P=0,  y=0  sia  eguale 
alla  distanza  dalla  terza  («,  ^,  y  forme  normali). 
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Il  punto  verrà  determinato  da  una  delle  quattro  equa- 
zioni    +adb^=l!lT    0  meglio  scrivendolo  distintamente 

Vedesi  un'  infinità  di  soluzioni  ma  il  punto  ha  suo  luogo 
sulle  l'ette  di  un  quadrilatero  completo  rappresentabili  per 
r  equazione  di  4."*  grado  (in  x  e  y) 

(a-l-P-Kr)  («-*-P^)  (a-P-^i)  (a-P-Y)=0. 

La  prima  retta  a-i-3-4-Y=0  concorre  colle  due  oe-i-pz=0, 
Y=0,  colle  due  a-4-Y=0,  j3=0,  colle  due  ^+y=0,  ol=0. 
Similmente  la  seconda  (x-i-|3 — y=()  passa  pei  tre  punti 
(«-♦-^=0,  Y=0),  (a— Y=0,  p=0),  (^— Y=0,  «=0),  la  terza 
a— p-+-Y=0  passa  pei  tre  punti  (a— ^=0,  (y=0),  (a-i-Y==0, 
P=0),  (— p-i-Y=0,  a=0),  la  quarta  a— p— y=0  pei  tre 
(a-p=0,  Y=0),  («-Y=0,  p=0),  (-p-Y=0.  «=0). 

Emerge  il  seguente  teorema  di  posizione:  le  tre  biset- 
trici degli  angoli  esterni  di  un  triangolo,  oppure  due  bi- 
settrici interne  ed  una  esterna  incontrano  i  lati  rispettiva- 
mente opposti  in  tre  punti  situati  in  retta. 

4.  1.*"  Determinare  sul  piano  aOy  un  punto  equidistante 
da  due  rette  a=0,  p=0  (forme  normali),  e  pure  equidi- 
stante da  due  punti  {x\  j/'),  (x\  y"). 

Esso  dovrà  trovarsi   sul!'  una   o   suH'  altra   delle   due 

rette  «+^=0,  e  in  un  caso  e  nell'  altro  sulla  retta  (§  II, 
n.'  4,  3."). 

2x\x'-x''My'—yyos{anj)\'^2y\y'—y"Mx--^x^^^^^ 

—x'^—y^^x"^^y"^—2{xy'—x"tf)cos(xy)=0  (n) 

normale  e  bisegante  la  congiungente  dei  due  punti  dati, 

Si  hanno  due  soluzioni  date  dall'  intersezione  dell'  ul- 
tima retta  con  ciascuna  delle  due  prime. 

In  assi  ortogonali  la  (n)  si  semplifica  nei  termini 

Zx(x'—x")'^2y{y—y")^x'^—y'^'^x"^^y'^=Q. 
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Vedesi  che  la  tangente  dell'  angolo  che   la    retta    rap- 

x—x'' 
presentata  dall'  equazione  forma  colle  x  positive  è   — ~ ,\  - 

Or  la  tangente  dell'  angolo  che  la  congiungente  i  due 
punti     (a?',  ìp^    (x",  y")     forma  colle  stesse  x   posi4;ive    è 

y  — y 

__ — _.  (valore  inverso  del  precedente  e  di  segno  opposto), 

X  — X 

e  cosi  per  1*3  due  tangenti  si  ha 

2/  Determinare  un  punto  che  abbia  la  differenza  dei 
quadrati  delle  due  distanze  ai  punti  {x\  ]/),  (po'  y")  eguale 
a  k\ 

Dicendo  ^  il  primo  membro  della  (n)  avremo  per  e- 
quazione  del  problema  ò^zzA*. 

Cosi  il  punto  avrà  suo  luogo  sopra  una  retta  normale 
alla  retta  congiungente,  i  due  punti  dati  e  che  dividerà 
la  distanza  dei  due  punti  in  due  semmenti  il  cui   rapporto 

2d*-i-A* 
^^•-à    2dr=^     ritenuto 

d}={x'-xy-^{y-yy-^2{x'-x")(y'  -  y')cos(xy). 

Per  intendere  prontamente  sì  supponga  che  gli  assi  Oj\ 
Oy  divengano  ortogonali  e  i  due  punti  dati  siano  sull'asse 
Ox  ed  equidistanti    dall'  origine.    La   ò'^zzA*    riducesi    alla 

semplicissima  forma      ^=oT  »     donde  etc. 

3.**  Determinare  un  punto  equidistante  da  due  rette 

xcosoL-^ycos^ — p=:Oy    xcosa-^ycos^' — Pi^=^0  , 

o  tale  che  con  giungendolo  mediante  retta  con  un  punto 
(^'»  y)j  questa  retta  riesca  ad  angolo  6  colla  prima  delle 
due  rette  date. 

Le  soluzioni  vengono  date  dalle  equazioni  «+^=0 
(a  e  ^  significano  i  primi  membri  delle  equazioni  date)   e 

dalle  {x — x)cos{a—b)'Jz{y—y)cos{^'^^)=zO. 
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5.  1."  Dati  i  vertici  {jj,,  y,) ,  (;r, ,  t/,)  ,  (.^3 ,  j/ J  , 
(''*4  »  2/4)  <li  utt  quadrangolo  determinarne  i  tre  punti  dia- 
conali. 

La  retta  pei  due  primi  punti  e  quella  pel  terzo  e  quarto 
hanno  per  equazioni 


.r   y    1 

X    y    1 

^i  Vi  1 

=0. 

^3    J/S     1 

•^i  Vt  1 

•^4    i/4     1 

=0, 


quindi  il  primo  punto  diagonale  avrà  per  coordinate 


0?=- 


y=- 


^  {yi^—^\yt)(y—yA)-^yz^A—^zyA)(y—yt) 
(^•2— ^i)(y3— 1/4)— K-^'3)(!/i— 2/t) 


Formule  analoghe  per  il  secondo  e  terzo  punto  diagonale. 
2'  Dati  i  lati 

di  un  quadrilatero  determinare  le  tre  diagonali. 
La  prima  sarà 


X  y  1 

h^c,—b,c^   af^—a^c^   a^,—ap^ 


=0. 


La  seconda 


w  y  \ 

*i^3— *3^i    «3^1— «1^3  «1^3— «3*1 


=0. 
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La  terza 


X  y  l 


=0. 


6.  1  ."*  Dati  i  punti  A,  B,  C,  D  sopra  ten-eno  accessibile 
determinare  la  distanza  di  un  punto  M  inaccessibile  che  si 
trovi  per  diritto  coi  due  A,  B  e  coi  due  C,  D  da  una  retta 
accessibile  OH. 

Si  prenda  OH  per  asse  delle  v,  e  Oy  ortogonale  con  0./% 
e  siano  {x^ ,  y^\  (x^ ,  i/,),  {x^ ,  y^),  {x, ,  j/,)  lo  coordinate 
di  A,  B,  C,  D. 

Le  coordinate  a?,  y  di  'J  dovi'anno  soddisfare  contem- 
poraneamente alle  due  equazioni 


07  —  x^ 


X  — x^ 


^4-^3 

Va-    2/3 


y —ìfi     j/2— 3/i        y —Vz 

quindi  la  distanza  richiesta  sarà 

[x^y^—x^y,)(y—y,)—(X:,y—y^x,){y,—y^) 
(co—x;)(y—y,)—{x—x,)(y,—y^) 

2!"  Determinare  la*  distanza  dello  stesso  punto  M  da  una 
retta  che  passi  per  due  punti  accessibili  E,  F. 

Se  E  ha  le  coordinate  X,  Y,  e  F  le  coordinate  X',  Y', 
e  se  diciamo  A,  k  le  coordinate  di  cui  1'  una  k  è  sopra  no- 
tata, la  distanza  richiesta  sarà 


1 


^/' 


(Y— Yy-K(X— X')' 


f\i 


h  k  1 
X  Y  1 
X'    Y'    1 


3.®  L'  area  S  del  poligono  piano  i  cui  n  vertici  hanno 
per  coordinate  Cartesiane  ortogonali  rispettivamente  (a?,  , 
2/1)1  K  1  2/«)»  •  •  •  »  (^n  ,  2/n)»  sarà  (dette  x^ ,  y^  le  coor- 
dinate di  un  punto  del  piano) 


Digitized  by  VjOOQ  IC 


s=- 


—  131  — 

j  1  ar,  y,  !  I  1  .7-,  y, 
1  .r,  y,  i-t-j  1  .r,  y^ 
1  u;,  y,  !        1  07,  y. 


1  a^o  !/o. 

1    J^"»    J/n 


•-»-^«(i/.— !/»-i)j 


1( 

M  ) 


La  condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  gli  n  punti 
(•^i .  Vi)'  •  •  •  '  (^n ,  ^n)  siano  in  linea  retta  viene  espressa 
dall'  equazione 

^i(!/t— I/«)-»--»t(!/3— J/i)-^-  •  •  •  •  ->-a7«(!/,-y*-i)=0- 

4.*  L'  area  S  del  polilatero  piano  i  cui  n  lati  appar- 
tengono rispettivamente  alle  l'ette  rappresentate  dalle  equa- 
zioni a,J7-t-ft,j/-«-c,=0,  a,j:--»-6jj/-t-&=0,..,  aaJ:-^bay-*-c„:=0 
{x,  y  coordinate  puntali  ortogonali)  sarà 


g_    1  (^1^'.— ^t<^l  /"^ag»— <»»g3         «nCt— a,Cn\ 


ì 


•| 


^  Se  si  eguaglia  a  zero  questa  formula  si  ha  la  condi- 
zione necess'iria  e  sufficiente  di  concorso  delle  n  rette  in 
uno  stesso  punto. 

7.  1.*  Determinare  un  punto  sul  piano  xOij  che  divida 
nel  rapporto  min  la  distanza  di  due  punti  (x\  \J),  (x\  y"). 

Si  avrà 


donde 


X — jo      m 

y—y     w 

,v"—x~  n    ' 

y'—y      n 

tnx"-*-nx' 

my"-i-ny' 

m-^n 


m-i-n 


2^  Eliminando  m,  n  fra    le    due    equazioni  precedenti, 
che  possono  scriversi  ideila  forma  n(x—x')'^m(x — a?")=:0, 
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n(y—  '^)-*-m(y — j/ ")=0,    rivedesi  1'  equazione  di  una  retta 
obbligata  a  pass&re  per  due  dati  punti,  e  cioè 


X — X       x—x 

y-y'      y—f 


=0, 


ossia 


X    y     1 
X     y'    1 

X        ìf       1 


=0. 


3.*  Se  neir  equazione  a;p-f-&j/-f-(?=0:=A  si  sostituiscono 
per  X  e  y  ì  valori  in  funzione  di  x\  x\  y\  y"  sopra  de- 
terminati si  otterrà 


a(m.z?"H-na?')-f-6(mj/"-»-n?/')-i-c*(;u-+-n)=0, 


ossia 


m  ax'-^  by  -»-(? 

n  ax"'¥-by"-k'C 


A^ 


e  quindi  le  coordinate  del  punto  d' incontro  di  due  rette 
di  cui  una  individuata  da  due  punti  {x\  y'),  (x^\  y")  sa- 
ranno esprimibili  nella  forma 

^AV— AV  _AY—ky 

^-    A'— A"      '      ^""     A'-A"      • 

Sta  bene  osservare  che  il  rapporto  delle   distanze  A'r, 

M'v  dei  due  punti  {x\  y),  (x\  y")  dalla  Az=0  è  lo  stesso 

m 
che  —  .     Si  ritenga  (§  II,  n.^  20,  1.^) 


n 


sen{xy) 


ì/  a*'k'h^—2àbcos(xy) 

A't?,  A"t?  sono  dello  stesso  segno  od  opposto  a  seconda 
che  i  punti  {x\  y'),  {x\  y")  cadono  dalla  stessa  parte  della 
A=0,  oppure  uno  da  una  parte  e  V  altro  dall'  altra. 

4.*  Teorema  di  Menelao.  Si  consideri  un  triangolo  di 
vertici  k(x, .  2/j),  B^ ,  2/,),  G{x^ ,  j/3). 

Se  i  tre  punti  A',  B',  G  rispettivamente  posti  sui  lati 
BC,  AC,  AB  del  triangolo  ABC  sono  per  diritto,  i  serannenti 
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BA'=«,    À/C=a',     CB'=^,      Wa=^',     AC'=y,     CB=t' 
soddisfano  alla  condizione 


_«Pt__ 


«Py 


Inversamente  se  si  avvera  la  condizione   —rn^,-=. — 1,   i 

tre  punti  À',  6',  C  sono  per  diritto. 

Dette  X',  Y'  le  coordinate  di  A',  X",  Y"  quelle  di  B', 
X",  Y'"  quelle  di  C',  se  i  tre  punti  sono  per  diritto  si 
dovrà  avere  la  condizione  (§  II,  n.°  21,  1.') 


1     X'      Y' 

1     X"     Y" 
1     X'"    Y'" 


=0. 


Ora 


X'=- 


X"= 


(X-t-(X 


^,-t-P'a'j 


Y'= 


ay»-*-«yt 


X"'  = 


Ya7,-HY'a:', 


Y"=- 


ft/.-»-P'ì/, 


Y-t-Y 


'Y'f'.^ 


Y-f-Y 


(intendendo  incluso  in  <x,  «',  p,  ^,  y.  '('  in  segno  conve- 
niente), e  sostituendo  nella  precedente  equazione  e  togliendo 
poi  i  denominatori  si  ha 


Y-t-Y      YaJ.-t-Y'a?!      TJ/t*Y'yi 
ossia  (C.  A.  R.  §  VI) 

1     I     1 


a?,  a7j  a?. 


=0, 


«    «'     0 

P'    0     p 

X 

0     Y      Y 

%  y.   3/i 


=0. 
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Il  fattore 


1     I     1 


x^  J7,  .r, 


non  può  essere  xero,  altrimenti 


Vi   Vt  Vi 
(§  II,  n."  22)  scomparirebbe  il  triangolo   ABC,    e  quindi 


<x     a      0 

^    0    p 
0     Y      y' 


=0, 


ossia 


i^Y — a'^'Y'=0,      o     ancora 


Invei'samente  se  si  avvera  questa   condizione,   moltipli- 
candola per 


1      1      1 

»Z?«      Ol»     *X^i 

Vs    Vt    Vi 


si  otterrà 


1   X'  r 

1    X"    Y" 

1   X'"  r" 


=0. 


e  cioè  i  tre  punti  A',  B',  G  saranno  per  diritto. 

a  P         Y 

Uno  dei  tre  rapporti     —r  ,   -^  ,    — r  è  negativo  e  due 

a  P  T 

positivi,  0  tutti  e  tre  sono  negativi.  Cosi  due  dei  tra  punti 
A',  B',  C',  stanno  sul  perimetro  del  triangolo,  oppure  non 
ve  ne  sta  alcuno. 

Si  potrebbe  dimostrare  il  teorema  di  Menelao  anche 
nel  seguente  modo.  Supposti  in  retta  i  tre  punti  k\  B',  C\ 
e  stabilita  per  essa  l'equazione  E=:a^-»-62/-»-c=0,  e  indicati 
con  Ej ,  E, ,  Ej  i  valori  di  E  per  a?=a?, ,  2/=yi ,  etc, 
si  avrà 


a(aa?3-»-aa?j)-i-&(aj/3-f-a'j/j)-»-(?(a-»-a)=:0,  etc.,  e  quindi 
a  E.  3  _^  jr^__       JEj 


E,  '        P' 


E,' 


«Pi 


e  facendo  il  prodotto  di  questi  tre  rapporti,        ;^/,= — 1. 
Inversamente  etc. 
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Teorema  dX  Cera.  Si  consilc-ri  ancora  il  triangolo  di 
vertici  A(,r, ,?/,),  B(a?, ,  j/,),  G(x^ ,  y^,  un  punto  A'  sulla 
retta  BC,  un  punto  B'  sulla  AC,  un  punto  C  sulla  AB. 

Se  le  tre  rette  AA',  BB',  CC  concorrono  in  un  punto 
K  i  semmenti    BA'=a ,  A'C=oc,  CB'=^',    B'A=p,  AC'=r , 

C'BzzY  soddisfano  alla  condizione      ,^,  .=:1. 

Inversamente  se  si  avvera  questa  condizione,  le  tre  rette 
concorrono  in  un  punto  k. 

Rappresentando  con  x^  y  due  coordinate  variabili  l'e- 
quazione della  ]-atta  A  A'  sarà 


=0, 


e  liberando  dal  denominatore  a-ft-a ,  e  sviluppando  per  gli 
elementi  di  prima  orrizzontale 

Similmente    le    BB',   CC   saranno    rappresentate    dalle 
equazioni 

'^y\^,-^^x,-x',{^^(i')\=0. 

Se  le  tre  rette  concorrono  in  un  punto  k,  dovrà  (§  II, 
n:  28,  2.")  aversi 
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■a! 

a 

^tHi-^^y^  a?,)!/,— a?,j/3  »-,?/, -^,y, 

0 

-r 

X 

Vx-Vz       Vì—Vi       y—Vt 

T 

0 

X3 — a7j          x^ — x^        a?, — a?, 

0. 


0 

— Y 

Il  secondo  di  questi  due  determinanti  non  è    altro  (C. 
A.    R.    §    VI)     che     il     reciproco    p     del     determinante 

1       1       I 

cosi  la  condizione  può  scriversi  nel  modo 


X 


Vi    J/s 


P^=0. 


0  —a       a 
seguente:  ^      0  — ^^ 

— T        Y       0 
Non  potendo  p  essere  zero,  sarà 


0 

-«' 

a 

p 

0 

-^ 

r 

— T 

T 

0 

=0, 


ossia  a^x — «'^y'=0,  cioè      ^  ,  ,  =  1. 

aPY 

Dei  tre  punti  A',  B',  C  uno  0  tutti  tre  stanno  sul  pe- 
rimetro del  triangolo  ABC.  ' 

Anche  il  Teorema  di  Ceva  potrebbe  dimostrarsi  in  modo 
analogo  a  quello  indicato  in  secondo  luogo  pel  Teorema  di 
Menelao,  poiché  denotando  con  {x^ ,  j/J  le  coordinate  di  k 
si  potrebbe  scrivere 


«  _^i(y4— !/3)-^-'^4fi/3— yJ-^-^^sfai— 1/4) 

8.  l."*  Il  punto  di  coordinate 


etc.  etc. 


mx 


'YIX 


xz 


m+n 


:r-  •     y=~ 


my  -^ny 


m-^n 


(n.^  7,  10 
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può  guardarsi  come  il  baricentro  (centro  di  gravità)  di  due 
punti  M(j'',  y],  N(j-",  j/")  al  primo  dei  quali  sia  annesso 
un  peso  n  e  al  secondo  un  peso  m. 

Più  general  niente  intenderemo  con  n,  m  due  forze  pa- 
rallele. 

Prendendo  i  due  punti  M  e  N  sull'asse  Ox,  y  diviene 
zero. 

Temendo  fissi  i  punti  M  e  N  e   facendo    variare   m,  n, 

il  punto  di  ascissa    xzz percorre  la  retta  ,ge- 

nerando  sulla  stessa  una  punteggiata. 
Si  può  scrivere 

m 

n  x-^px 

07=  — 


m  1-f-p 

Ih 

n 


m 
e  siccome  fissato  un  valore  al  rapporto    — =p  ,     il  punto 

Tt 

d' ascissa  x  rimane  individuato,  cosi    il    rapporto   p   potrà 

I       chiamarsi  coordinata  barìcentrica  del  medesimo  riferito   ai 

due  punti  M,  N. 

m  Xm 

Il  rapporto  —  è  lo  stesso  che  ; —  (dove  X  è   un    arbi- 
i  ^'^  n  Xm  ^ 

I  traria),  e  i  due  termini  m,  n  del  rapporto  possono  chia- 
marsi coordinate  baricentriche  omogenee  di  un  punto  della 
punteggiata,  in  quanto  tenendoli  in  vista  nelle  equazioni, 
nelle  formolo  a  preferenza  di  p,  s'  induce  l'omogeneità  nelle 
equazioni  e  formule  stesse. 

j  2.°  L'  ascissa 

_a,p^-f-a^p^-f- -^a^Pv 

^^      p,-Hp,-H -Hp^ 

individua  il  baricentro  dei  punti  di  ascisse  a,,  f/^ , ,  a^ 

di  «una  punteggiata  ai  quali    siano   annessi   rispettivamente 
i  pesi  p, ,  p, ,  p^ , ,jp«  . 
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L*  ascissa  dei  baricentro  non  muta  moltiplicando  per 
un  numero  X  arbitrario  ciascun  peso  p. 

Prendendo  p^zzp^zn zzp^ ,  risulta 

«j-i-ag-f- -f-Or 

x= , 

r 

e  il  punto  d'  ascissa  ;r  può  nel  caso  chiamarsi  centro  delle 
medie  distanze  dei  punti  d'  ascisse  a, ,  a, ,  .  .  .  ,  «r .  Se 
yi=2,  il  punto  d'  ascissa  ,r  è  il  punto  medio  fra  i  due 
d'  ascisse  «j ,  a, . 

Pj ,  j9g  ,....,  p»  invece  di  pesi  possono  designai*e  forze 
qualunque,  pui'chè  parallele. 

3.*  Le  precedenti  formule  in  coordinate  baricentriche 
varranno  per  una  punteggiata  indipendentemente  dal  con- 
cetto di  assi  cartesiani  e  i-elativo  piano,  quallora  le  x  ven- 
gano ritenute  le  distanze  da  un  punto  fisso  0  della  stessa 
punteggiata. 

4."  Siano  0,{x, ,  yj,  0,(^, ,  j/,),  OJ,x^ ,  y^)  tre  punti 
non  in  linea  retta  del  piano  My,  e  portino  rispettivamente 
i  pesi  i^i ,  p, ,  Pa . 

Il  baricentro  ft  di  Oj  e  0^  sarà  individuato  dalle  coor- 
dinate 

Pi-^Pt      '  Pi-^Pt      ' 

e  il  baricentro  di  A  e  di  Oj^  (cioè  dei  tre  punti  0^ ,  O,  , 
Oj,)  dalle  coordinate 

{Pi-^Pt)^'^Pz^'3  (Pv-^PÙ^-^Piyz 


(Pi-^Ptì-^Ps      '      ^        {Pi-^Pz)-^Pz 


ossia 


•^= — ^  .  ^  .  ^ —  »    y= 


Tenendo  fissi  sul  piano  i  punti   Oj  ,  0, ,  Og ,  ogni  altro 
punto  M  del  piano  sarà    individuato    da   valori   corrispon- 
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denti  di   Pi ,  p^,  p^   o  meglio  dai  rapporti  di  una  p    alle 

altre  due,  e  per  esempio  da        =ip  ,       — =:p   . 

P3  ,  P3 

Questi  due  rapporti  possono  chiamarsi  coordinate  bari- 
centriche  ^i  M. 

Se  nelle  formule  in  vece  di  p,  p  tengonsi  in  vista 
j>, ,  p, ,  p^ ,  si  ha  apparente  V  omogeneità,  e  perciò  p^ , 
p^s  Pa  sono  da  chiamarsi  coordinate  baricontriche  omo- 
genee. 

5."  Il  baricentro  di  più  punti   0^ ,    Oj ,....,  0^  cui 

siano  annessi  i  pesi   p»  ,  p^ ,  » ,  Pv   è    individuato 

dalle  coordinate 

*"'""        Pi-»-p,-»- -^Pv         ' 

_Piyi'^Pty2'^ -^-p^yv 

^""  P,-Hp,-H -^Pv 

Si  può  moltiplicare  ciascuna  p  per  un  arbitraria  X  senza 
che  si  alterino  .r  0  ?/. 

Se  j:>i=Pt =Pr,    il    baricentro   dicesi    centro 

#  delle  medie  distanze  di  Oj ,  0, , ,  0„  . 

Se  i?=2  si  ha  il  punto  medio  tra  0,  e  0,  individuato  da 

^=— -,      J/=-2-. 
Se  v=:3  si  ha 

^i-»-a?,-t-a?,  yi-*-yt-*-y3 

x= 3 .     y=z 3-— 

pel    punto     di    concorso    delle     mediane     del      triangolo 
0,0,03.    ^^' 

9.  1.*  Supposto  che  le  rette  a  cui  appartengono  i  lati 
AB,  AC,  BC  di  un  triangolo  ABC  ruotino  rispettivamente 
attorno  a  tn^  punti  fissi  C',  B',  A'  in  linea  retta  mentr«»  i 
due  vertici  A,  B  corrono  rispettivamente  sopra    duo    rette 
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IK,   IH,    determinare    la    linea    gene-rata    dal    terzo 
vertice  C. 

Si  ritengano  K,  H  i  punti  d'  incontro  delle  rotte  IK, 
IH  colla  retta  C'B'A'.  Si  adotti  per  asse  delle  ascisse  ;/•  la 
C'B'A'  medesima  e  per  asse  delle  ordinate  y  la  CI. 

Posto  C'K=a,  C'H=a ,  C'I=ft,  C'B'=c,  GMz=c  si  avrà 

(§  II,  n."  3,  2.'')  por   la  retta  IK  l'equazione  — -k-|-=1, 


X 


per  la  IH  V  equazione    — 


y 


T-=:l,     e  (dicendo    X,  Y    le 

coordinate  di  C)  per  la  AC  l'equazione  (X— c)j/ — a?Y-i-cYi=0, 
per  la  BC  V  equazione  (X— c')j/— :rY-+-c'Y=0. 
Le  coordinate  di  A  saranno 


^v. 


aé(X— c)-KacY 
"  b(X—c)^aY 
e  quelle  di  B 

a'b{X—c')'^a'c'Y 


OPo 


_    &Y(a-c) 
^'-b{X—c)^aY  • 


ftY(a'-c') 


b(X—&)^a'Y 

I     0    0 

Siccome       1     x^   y^ 

G  sarà  definita  dall'  equazione, 
a'c—ac' 


1=0,    cosi    la   linea  generata  da 


ac{a'—  e') — a'c\a — e) 


X- 


1 


-Y=I. 


Il  grado  in  X  e  Y  di  quest'  equazione  dimostra  che  la 
linea  è  una  retta,  il  denominatore  &  di  Y  che  la  stessa 
concorre  in  I  colle  due  IK,  IH. 

2."*  Se  i  punti  fissi  C,  B',  A'  non  fossero  in  retta,  la 
linea  generata  da  C  risulterebbe  di  secondo  ordine. 

Si  prenda  per  asse  delle  ^  la  IK  e  per  asse  delle  y 
le  IH,  e  si  denotino  con  x\  y  le  coordinate  di  C,  con 
*^'"»  y'  quelle  di  B',  con  x"\  y"  quelle  di  A',  con  X,  Y 
quelle  di  C. 
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Si  ha  per  la  CA  1'  equazione 

{x-X){y"-Y)=(y-Y)ix"-X), 
per  la  CB  r  equazione 

{x-X)(y"-Y)={y-Y){a/"-X) 
dalle  qaali  si  apprende  che 

Xf—Yx"  x"'Y-y"'X 

IA=      ,,    ,.      .     IB=- 


/-Y 


X 


-X 


Pertanto  il  luogo  di  C  nel  caso  vien  rappresentato  dal- 
1*  equazione 

1  x'  y' 

Xif—Yj/' 


1 


1 


y 


0 


Yx'"—Xy" 


X 


=0, 


che  è  di  2.*  grado  in  X  e  Y. 

Se  i  tre  punti  C,  B',  A'  tornano  in  linea   retta,    e   se 

X       x"     x'" 
per  esempio       —r=:—n^i'y7r=::rn,      il    superior   determi- 

y      y     y 

nante  assume  il  fattore  X — mY,  e  sopprimendolo  si  ricade 
in  un'  equazione  di  primo  grado  rispetto  a  X  e  Y. 

10.  1."  Deteiminare  un  punto  sopra  il  piano  xOy  tale 
che  la  somma  dei  quadrati  delle  due  distanze  a  due  punti 
dati  abbia  un  valore  A*. 

Prendendo  gli  assi  ortogonali  e  in  modo  che  i  due  punti 

fissi  siano  suU*  asse  delle  x  e  alla   stessa   distanza  e   daU 

A* 
r  origine  si  ottiene   d?*-f-j/'=-p e*.  Vedesi  che  (§  II,  n.° 

4,  2.**)  la  locale  del  punto  è  un  circolo  di  centro    0    e  di 


raggio      r 


h/^ 


Se    -^=<?*     il  circolo  sì  riduce 


A* 


a  un  punto,    se    —<<:?*,     il  cii'colo  è  immaginario. 
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Se  k^-zzAc^y  il  circolo  ha  per  diametro  la  distanza  dei 
due  punti  dati. 

L'  equazione  ^;*-+-//'*'=:0    si  spezza    nelle    due   di   primo 

grado    a7-f-/y\/ — 1=0,    /?—//>/ — 1=:0,     così    nel    caso  di 
— =c^    potremo  anche  dire  che   il    luogo    dell'  equazioae 

è  costituito  da  duo  rette  immaginarie  per  V  origine. 

2!"  Determinare  sopra  di  un  piano  un  punto  M  che  ab* 
bia  le  due  distanze  MF,  MF'  a  due  punti  fissi  F,  F'  in  un 
rapporto  k. 

Adottando  per  asse  delle  x  la  retta  FF'  e  per  asse 
delle  y  quella  che  bisega  ortogonalmente  la  distanza  FF=2c 
si  ha  per  la  locale  del  punto  M(a?,  y)  V  equazione 


ossia 


Questa  locale  è  dunque   (§  II  n."*  4,  4.**)   un  circolo  di 

1-Hft* 

cui  il  contro  ha  T  ascissa    e- — r?    e  V  ordinata  zero,  o  il 

1 HT 

2kc 
cui  raggio  è   - — r^  .     Il  centro  cade  sulla  re.tta    dei    due 
1 — fi 

punti  F,  F'  ma  non  fra  essi.  Se  kzzl  il  contro  è  all'  infi- 
nito, il  raggio  è  infinito,  e  V  equazione  riducesi  alla  xzzO, 
cioè  air  equazione  di  una  retta. 

Variando  A  da  0  a  1  e  poi  da  1  a  oc  il  centro  corre 
suir  asse  delle  a?  da  F  all'  infinito,  e  poi  da  — ac  a  F. 

3.*  Determinare  un  punto  M  sopra  di  un  piano  che 
abbia  la  distanza  da  una  retta  AA'=:2r  media  proporzionale 
fra  i  due  semmenti  nei  quali  vi^n  divisa  la  AA'  dalla  pro- 
jezione  ortogonale  di  M. 

Assunta  la  AA'  per  asse  delle  a?  e  la  sua  bisegante  or- 
togonale per  asse  delle  y  vedesi  per  la  locale  di  ìA{x,y) 
V  equazione  t/'-f-.r*=:r'  .  È  circolo  di  raggio  r,  e  col  cern- 
irò ueir  origine, 
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4.*  Determinare  sopra  di  un  piano  un  punto  M  dal 
quale  due  punti  fissi  A,  A'  siano  veduti  sotto  un  angolo 
di  coseno  q. 

Prendendo  la  A  A'  per  asso  delle  j^  e  per  asse  delle  y 
la  bissante  ortogonalmente  la  AA'=2c  la  localo  di  ÌA(j\y) 
vioa  definita  dalle  equazioni 

,      2qc 


Vi-q 

Ciascuna  ha  per  luogo  un  circolo  che  ha  centro  sul- 
r  asse  delle  //,  e  che  possiede  i  punti  A,  A' 

Se  r  angolo  corrispondente  a,  q  è  rotto  V  equazione  ri- 
dacesi  alle  j/*-i-j^*z=c*  (circolo  di  centro  0  e  di  raggio  e). 

Se  g=l  r  equazione  diviene    //=:0.    Siccome    il    raggio 

e 
R-zz  — ==:  ,     cosi  il  raggio  per  A  farà  con  A  A'  un  an- 
v/1— }* 


gelo  dì  cui  il  coseno  sarà  —  =:V'l — g*.  Perciò  condu- 
cendo per  A  una  retta  inclinata  sulla  AA'  di  un  angolo 
complementare  del  dato  si  otterrà  il  centro  del  circolo  nel 
punto   d'  incontro  di  essa  retta  coir  asse  delle  y. 

11.  1/  Determinare  sopra  di  un  piano  il  luogo  di  un 
punto  M,  di  cui  le  projozioni  ortogonali  sopra  tre  rette 
del  piano  siano  in  linea  retta. 

Le  equazioni  delle  tre  rette  in  forma  normale  e  coor- 
dinate ortogonali  siano  (§  II,  n."*  7,  l."*) 

xcosa-^ysenoL  — p=:0,    xcos^-^-ysen^ — ^Pi=0, 
xcosy-^yseny — j9j=0, 

e  C,  B,  A  gli  angoli  (interni  del  triangolo  delle  tre  rette) 
delle  1/  e  2.\  1/  e  3.*,  2/  e  3A 

Rappresentiamo  con  oc,  ^,  y  rispettivamente  i  tre  valori 
dei  primi  membri  delle  tre  equazioni  quando  in  essi  la  .r 
e  ÌSL  y  denotino  le  coordinate  di  M,  e  supponiamo  dapprima 
che  le  proiezioni  ortogon^tU  di  M  sulle  tre  rette  non  siano 
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in  retta.  In  questa  ipotosi  si  ha  pel    doppio   dell'area    del 
triangolo  individuato  dalle  dette  projezioni  V  espressione 

Rimesse  in  retta  le  dette  projezioni  quest'  area  diviene 
zero.  Cosi,  la  locale  di  M  viene  definita  dall'  equazione 

^^senG-^oLysenB-^^(senk=:0  . 

Essa  è  di  2.*  ordine  (')  e  possiede  i  vertici  del  triangolo 
delle  tre  rette.  È  circolo  come  si  fark  manifesto  per  con- 
siderazioni che  faremo  più  avanti  (n.°  15,  5.''). 

L'equazione  «^-•-aY-»-^Y=:0  rappresenta  un  circolo  cir- 
coscritto ad  un  triangolo  equilatero.  L'  equazione 

a^enC  -^(xysenB  -^^ysenk  — kzzO 

rappresenta  un  circolo  concentrico  a  quello  circoscritto    al 

triangolo  delle  tre  rette.  Nel  caso  le  tre    projezioni    di    M 

k 
individuano  un  triangolo  di  area    —  . 

2.*  Determinare  sul  piano  delle  tre  precedenti  l'ette 
xcosoL-^ysena — •J9=:0 ,  etc.  un  punto  tale  che  la  somma 
(algebrica)  dei  tre  rettangoli  che  si  possono  formare  còlle 
tre  distanze  di  esso  alle  tre  rette  abbia  nn  valore  dato. 

Il  punto  giace  sulla  curva  di  2.°  ordine  rappi-esentata 
dall'  equazione  a^-f-aY-t-^Y^ico^/.* 

Se  il  triangolo  delle  tre  retto  fosse  equilatero,  detta 
curva  sarebbe  circolo  concentrico  col  circoscritto  al  triangolo. 

12.  1."  Determinare  sopra  di  un  piano  il  luogo  di  un 
punto  M  che  abbia  la  somma  oppure  la  differenza  delle 
sue  distanze  r,  r  a  due  punti  F,  F'  (fissi  sul  piano)  eguale 

ad  una  costante  2a,  e  cioè  sia    r'+7'=2a. 


(*)  Un  equazione  algebrica  razionale  intera  rispetto  a  due  coor- 
dinate X,  y  ha  comuni  (se  è  di  grado  n)  n  soluzioni  coli*  equazione 
di  1.®  grado.  Perciò  la  curva  rappresentata  da  queir  equazione  ha 
comuni  n  punti  (reali  distinti,  etc.  immaginari,  etc.)  con  una  retta; 
e  dicesi  di  ordine  n.  La  retta  $  Uuea  di  primo  ordine,  il  circolo  di 
secondo,  etc. 
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Adottata  la  FF'  per  asjse  delle   x   e  per  asse    dello    y 

la  retta  bisegaiite  ortogonalmeQto   FF'=z:2(? ,  indicata    con 

X    M  ascissa  ,    con  //  V  ordinata    di     M    si  ha  dapprima 

r''=zy--K((?-4-.r)%     r*=:y*-4-(c* —./•)*,    0  poscia  r'* — r*z=46\/-, 
ossia    (r'-*-r)(r' — r)=4c?u-. 

Noi  caso  di   r'-Hrzi:2a    deducesi    /'' — r=:—  -,  in  quello 


di    r — /•z=2a,    /•'-k/-=- 


2c\/' 


a 


a 

e    quindi      r  =:a-i 

a 


Si  conclude  por  la  locale  di  M  1*  equazione 

ossia  ahf'¥'(a^ — 6'*).r*=:a*(a* — c^')  . 

Nel  primo  caso  a' — c^=zb^y  nelT  altro   a' — c^zz—b^  ,    e 

bisoj^na  scrivere  a**/-~i~/A/*="t'3f*ft'  per  le  locali  di  M. 
Elisse. 

Dalla  ahf-^h\r''=aV,''   deducesi    //=+  -[/   a^—j-^    . 

Per  ./'zzO,  //  assume 
i  due  valori  ftzrOB, 
-ò=OB'.  Variando  ./• 
da  zero  ad  a=:OA,  il 
valore  assoluto  4'  ?/ 
«iecresce  da  A  a  zero. 
Variando  ;/?  da  a  all'  in- 
tinito,  y  si  mantiene  co- 
stantemente immaginaria. 
Variando  ./•  da  0  a  — a 
e  poi  da  — a  a  — ce,  y 
riprende  i  valori  prece- 
denti e  collo  stesso  ordine.  Pertanto  la  locale  di  M  è  una 
curva  (olisse)  AMBA'fi'  chiusa  ovale  più  estesa  nel  senso 
delle  X'  che  in  quello  dello  y.  * 

10 
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Se  i  due  punti  F,  F!  (fuochi)  si  allontanano  fra  loro, 
Telisse  si  allunga  assottigliandosi;  e  se  i  fuochi  si  avvici- 
nano la  stessa  tende  a  divenir  circolo,  e  diviene  circolo 
(olisse  equilatera)  di  centro  0  quando  i  fuochi  coincidono 
in  0.  La  equazione  a*y*-i-&*.r*z=«'ft*  si  riduce  in  quest'ul- 
timo caso  alla  x^-^if-zna^. 

Il  punto  0,  in  quanto  divide  per  metà  qualunque  corda 
per  esso,  dicesi  centro  dell'elisse.  AA'=2a  è  il  grand'asse, 
BB'=:26  il  piccol  asse. 

Neir  elisse  la  somma  dei  raggi  vettori  i\  r'  di  qua- 
lunque punto  M  della  stessa  eguaglia  il  grand'  asse. 
A,  A',  B,  B'  diconsi  i  vertici  della  curva. 

L'  equazione  a^if-^b^x^-zzaW  manifesta  che  qualunque 
corda  parallela  ad  uno  degli  assi  è  bisegata  dall'  altro,  ma 
dicesi  diametro  di  una  curva  qualunque  retta  che  divida 
per  metà  tutte  le  corde  della  curva  prese  in  una  data 
direzione  (parallele  fra  loro),  cosi  i  due  assi  sono  diametri. 
Sarà  lecito  chiamarli  conjugati  a  cagione  dell'  avvertita 
dipendenza.  Piegando  la  figura  lungo  A  A'  o  BE'  le  due 
parti  della  curva  si  sovrapongono  e  coincidono. 

Qualunque  retta  per  0  è  diametro  dell*  elisse,  sicché 
infinite  sono  le  coppie  di  diametri  conjugati  ammesse  dal- 
l'elisse,  ma  di  ciò  con  maggior  dettaglio  più  avanti. 

Fissato  r  estremo  di  un  filo  (lungo  come  il  grand'  asse 
AA'=:2a)  nel  fuoco  F  e  1'  altro  estremo  nel  fuoco  F',  teso 
il  filo  in  due  tratti  FM,  F'M  mediante  uno  stilo  in  M,  fa- 
cendo poi  scorrere  lo  stilo  lungo  il  filo  si  descrive  l'elisso. 

L'  equazione  a} — c^zzb^  insegna  la  costruzione  di  e  (ec- 
centricità) cioè  dei  fuochi  dati  gli  assi  2a,  2i.  Se  le  dimen- 
sioni dell'  elisse  sono  arbitrarie  è  pure  arbitraria  la  lun- 
ghezza del  filo.  È  pure  arbitraria  la  distanza  dei  fuochi 
entro  i  limiti  zero  e  2a. 

Si  può  anche  descrivere  V  elisse  per  punti  coli' ausilio 
del  compasso.  Con  raggio  eguale  ad  un  sem mento  del 
grand'  asse,  centro  in  ciascun  fuoco  si  descrivono  due  cir- 
coli, con  altro  raggio  eguale  alla  differenza  tra  il  gran- 
d'  asse  ed  il  precedente  raggio,  centro  ancora    nei    fuochi 
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si  disegnano  altri  due  circoli.  I  quattro  punti  d' intersezione 
(lei  due  primi  circoli  rispettivamente  coi  due  secondi  defi- 
niscono quattro  punti  dell*  olisse.  Collo  stesso  metodo  si  co- 
struiscono tante  altre  quaterne  di  punti  quante  si  vuole. 

b  .    / 

7/=Jl— 1/    a*— a?*     deducesi  che  V  ordinata 

PM  di  un  punto  M  delFelisse  sta  ali*  ordinata  1/   a* — x^ 

di  un  circolo  (di  centro  0,  di  raggio  a)  come  b  :  a.  Per- 
tanto descritto  con  raggi  OA=a  OBmft  due  circoli  con- 
centrici, segnato  sul  primo  circolo  un  punto  K  ad  arbitrio, 
il  punto  H  d'  incontro  del  secondo  circolo  colla  OK,  gui- 
data una  retta  per  K  parallela  al  piccol*  asse  un*  altra 
per  H  parallela  al  grande,  si  avrà  nell*  incontro  di  queste 
due  ultime  rette  un  punto  dell'  olisse,  etc. 

b'x' 
Si  ha  pure       /=6* ^  .     Cosi  se  sopra  l'ordinata 

^=:PM  di  un  punto  M  dell'  elisse  si  costruisce  un  triangolo 

rettangolo  MPQ  coli*  ipotenusa  MQrift  risulterà  PQ=: —  , 

a 

VM  b:v       a 

e  quindi    zzb  :  —  =  —  ,     ossia  VM=^/  .       Di  qui  un 

iV  a        .'/• 

altro  modo  di  descrizione  dell'  elisse.  Fissati  a  croce  orto- 
gonale due  regoli  Oa?,  Oy,  preso  un  terzo  regolo  VQ=:a-t-&, 
e  posto  uno  stilo  in  M  ad  una  distanza  MQ=?>  da  Q,  si 
faccia  muovere  il  regolo  VQ  in  modo  che  gli  estremi  Q  e 
V  abbiano  a  strisciare  rispettivamente  sui  due  regoli  fissi 
Ox,  Oy.  Lo  stilo  descriverà  l'  elisse. 

Costrutto  il  triangolo  MPQ'  coli'  ipotenusa  MQ'=6,  ri- 

bx      (a — blr  bx 

salterà    OQ'=i? =  —,  e  quindi  b  :  — :  IQ'Y  : 

a  a  a 

u?,  e  Q'V'zza — b.    Di  qui  s*  argomenta  un  altro  modo 

(simile  al  precedente)  di  descrizione  dell'  elisse,  e  cioè  col- 
r  ausilio  di  due    regoli  fissi  e  di  uno  mobile. 
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La  distanza  d  di  un  puuto  M  dell*  olisse  da  una  retta 

a* 
rappresentata  dall'  equazione      ./•= —      è 


e 


r       a^ — cj'     a* — e.//       e 

e  perciò  -7-= :      = — <1  . 

d  (i  e  a 


V  eli-tóe  adunque  si  può  ritenere  descritta  da  un  punùp 

M,  obbligato  a  rnuovei'si  in  modo  che  sia  costante  e  minurc 

deir  unità  il  rapporto  delle  distanze  di  esso  da   un   punto 

/        a"       \    ' 
fisso  F  (fuoco)  e  da  una  retta  l  j* "^^ì  direttrice  fissa. 

a} 

Oltre  la  direttrice  x -^=tì,      V  elisse  amette  un' al- 

e 

a" 
tra  direttrice   x'-i- — 1=0       in    corrispondenza     dell'    altro 

fuoco  F'.  Le  duo  direttrici  sono  parallele    fra    loro   e   al- 
l' asse  2b, 

Disegnati  gli  assi  kk\  BB',  notati  i  fuochi  F,  F\  de- 
scritto un  circolo  di  centro  0,  di  raggio  OAiira,  segnato 
il  punto  L  d'  incontro  del  circolo  con  una  retta  por  un 
fuoco  parallela  a  BB',  tracciata  per  L  una  normale  alla 
(  'L,  notato  il  punto  D'  d'  intersezione  di  essa  normale  colla 
AA',  costrutta  ODizOD',  e  le  DT,  DT  parallele  alla  BB', 
si  avranno  in  quoòte  due  ultime  rette  le  due  dii'ettrici 
dell'  elisse. 


Iperbole. 

Dalla  a^'ìf — ì)^x^=. — a'6*  si  deduce 


,=+ii/.^. 
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Per  x=0,  ij=rHy/'^i 
cioè  immaginaria,  per:^>0 
e  <^a,  y  è  pure  immagi- 
naria. Per  ,/?=a,  y=:0.  Per 
j?>a ,  y  ha  due  valori 
reali  di  segno  opposto  cre- 
scenti air  infinito  con  x. 
Variando  j^*  da  0  a  — ac, 
riproduconsi  per  y  i  prece- 
denti valori.  Pertanto  il  luogo  di  M  è  sopra  una  curva 
(iperbole)  composta  di  due  doppi  rami  estendentisi  ali*  infi- 
nito volgenti  la  concavità  verso  V  asse  Ox.  0  è  centro  della 
curva.  AA'=2a  dicesi  asse  reale  (transverso).  BB'=2Z^  asse 
immaginario  (non  transverso).  A,  A'  chiamansi  vertici,  o 
F,  F'  fuochi.  Si  ritenga  OF=OF'=c.  Gli  assi  sono  dia- 
metri conjugati.  Qualunque  retta  pel  centro  è  diametro,  o 
perciò  al  pari  dell'  olisse,  V  iperbole  ammette  infinite  cop- 
pie di  diametri  conjugati. 

Se  a=:6  Y  iperbole  dicesi  equilatera,  e  la  sua  equazione 
riducesi  alla  ?/ — .r'=: — a*. 

Neir  iperbole  la  differenza  dei  raggi  vettori  MF',  MF  di 
un  punto  M  eguaglia  V  asse  transverso. 

Sia  MF'  un  regolo  che  possa  ruotare  attorno  al  fuoco 
F',  e  MF  un  filo  (di  lunghezza  costante)  perfettamente  teso. 
Uno  stilo  che  partendo  da  M  spinga  e  costringa  il  filo  a 
distendersi  gradatamente  sul  regolo  descriverà  un  arco  MA 
d' iperbole. 

Se  r  iperbole  deve  avere  un  determinato  asse  transverso 
2a,  ed  un  altro  (non  tranverso)  26,  conviene  costruire  i 
fuochi  a  norma  dell'  equazione  a--f-6*=:c^  prima  di  collo- 
care il  regolo  ed  il  filo. 

Si  può  costruire  per  punti  1'  iperbole  col  mezzo  del 
compasso.  Con  raggio  arbitrario  A'H  si  descrivano  due  cir- 
coli uno  col  centro  in  F,  1'  altro  in  F,  con  altro  raggio 
AH  altri  due  circoli  uno  col  centro  F,  l'altro  F'.  I quattro 
punti  d'  intersezione  dei  due   primi   circoli  rispettivamente 
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coi  due    secondi   individuano   quattro    punti  dell'  iperbole. 

Collo  stesso  metodo  si  costruiscono  altre  quaterne  di  punti. 

L*  iperbole    al    pari    dell*  elisse   amette   due    direttrici 

x-^ — =0,  e  perciò  V  iperbole  viene  descritta  da  un  punto 
obbligato  a  muoversi  in  modo  che  sia  costante  e  maggiore 
dell'  unità  il  rapporto     \--j-/  ^^^1^  distanza  di  esso  da  uno 

fisso  F  (fuoco)  e  da  una  retta  fissa. 

2.^*  Parabola. 

Determinare  sopra  di  un  piano  il    luogo  di  un  punto  M 
egualmente  distante  da  un  punto  F  e  e  da  una  retta  VQ. 

Assunto  per  asse  delle 
X  la  retta  per  F  normale 
alla  direttriceVQ,  per  asse 
delle  y  la  Oy  bisegante 
ortogonalmente  la  VF=p, 
indicato  con  x  V  ascissa 
OP,  con  y  V  ordinata  PM 
di  M  si  ha 


MF=y'-^{x-^)  , 


y 

s 

,'""'^ 

-,. 

P- 

^ 

^^*v>^ 

/ 

/ 
/ 

1 

t 
1 
1 
1 

/           /'* 

0 

l          '; 

P   ar 

\ 
\ 

e 

\                               / 
\                          / 
\                    / 

^ 

(si  ritenga  MQ  parallela  ad  O.r,  e  cioè  normale  alla  \'Q) 
e  quindi  y^^2px  è  V  equazione  della  locale  dì  M. 

Per  x=0^  2/=0,  x  crescente  da  zero  all'  infinito,  valore 
assoluto  di  y  crescente  da  zero  all'  infinito;  per  x  negativa, 
y  immaginaria,  cosi  la  curva  (parabola)  consta  di  un  dop- 
pio ramo  che  si  astende  all'  infinito. 

11  punto  d'  origine  dicesi  vertice,  F  fuoco,  FM  raggio 
vettore.  O.r  è  diametro  bisegante  le  corde  parallele  ad  Oy. 
Qualunque  retta  parallela  ad  Ox  è  diametro,  etc. 

Si  appoggi  una  squadra  SQM  ad  un  regolo  direttore 
VS,  si  fissino  gli  estremi  di  un  filo  teso  e  di  lunghezza  MQ 
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costante  nei  punti  M,  F,  e  poi  con  uno  stilo  partendo  da 
M  si  costringa  il  filo  a  distendersi  sul  cateto  MQ  della 
squadra  intanto  che  la  squadra  mediante  V  altro  cateto  QS 
striscia  sul  regolo.  lu  questo  movimento  lo  stilo  descriverà 
1'  arco  parabolico  MO. 

Si  può  costruire  per  punti  la  parabola  coli'  ausilio  del 
compasso.  Segnata  una  MM'  uormale  alla  Ox,  centro  nel 
fuoco  F  con  raggio  VP  si  descriva  un  circolo.  Questo  seca 
la  MM'  nei  due  punti  M,  M',  punti  della  parabola;  etc. 

Si  può  anche  operare  nel  modo  seguente.  Si  segni  sopra 

la  Ox  il  semmento  OTzzZp  (parametro),  e  si  assuma  la  OP 
come  ascissa  di  punto  da  costruirsi.  Si  descriva  un  circolo 
sopra  la  TP  considerata  come  diametro,  e  si  costruisca  una 
doppia  ordinata  MM'zzCC.  Saranno  M,  M'  due  punti  della 
parabola,  etc. 

3."*  Riferendo  il  punto  M  ad  assi  Ox\  Oy  obbliqui,  di- 
cendo x\  y  le  coordinate  di  un  fuoco  F,  e  x\  y"  quelle 
deir  altro  F  nel  caso  dell'  elisse  e  dell'  iperbole  si  avrà 
per  equazione  del  luogo  di  M. 


y/{x-^xy^iy-ì/y'^2(x—x'){y^)cos(xy) 

±[/'(^-^yMy-yy^^^-^n{y-yyos{xy)\ 


=costante. 


Liberando  dai  radicali  e  riducendo  si  cade  in  un'  equa- 
zione della  forma 

ax^  -H2Aa7j/-K6t/*-K2fl'a?-i-2/j/-i-(?=:0 

(a,  h,  &,  p,  /■,  e  funzioni  di  x\  y\  etc). 

Per  la  parabola  rappresentando  la  direttrice  coli'  equa- 
zione xcosa-^-ycos^—qzzO  (forma  normale),  e  dicendo  x\ 
y  le  coordinate  del  fuoco  si  avrà 

(^'— a?')*-i-(j/ — yy-^2{x^x'){y  -  y)cos(iry)zz{xcoS(X'^ycos^'-qYy 
cioè  ancora  un'equazione  della  precedente  forma  aa?*-i-...=0. 
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Se  in  un  momhro  dell'equazione  sopra  stabilita  per  la 
parabola  (nel  secondo  per  esempio)  s' introduce  un  fattoi-e 
arbitrario  A*,  e  cioè  si  scrive 

{x--xy'^{y—yy-¥'2{x-of?'){y—y)cos{xy)=k^(xcosa'^ycos^'-'qY 

si  ottiene  la  equazione  di  una  curva    della    quale   ciascun 

punto  ha  la  distanza  da  uno  fisso  {x\  y)    nel  rapporto  k 

colla  distanza  da  una    retta  fissa    xcosoL-^ycos^ — ?=0,   e 

cosi  di  un  olisse  se  A<1,  di  un  iperbole  se    A>1,  di  una 

parabola  se  k=z\. 

x 
Ponondo  angolo  (.rj/)=90**zz^,  angolo    a=0,  qzz — -    , 

y  =0,  r  equaziono  si  semplifica,  o  diviene 


{x-a') 


-i-y*=k^\x-h-—)  , 


k 
ossia 

2x' 
y  ha  valore  nullo  tanto  per  x^O  come  per    xzn' — -. 

Cosi  detto  (come  più  sopra)  2a  il  grand'  asse  nel    caso   di 

2{a—c) 
k<^l,  e  e  V  eccentricità  ,    sarà    2azz— — —  ,         e  quindi 

e 
kzz —  ;     e  si  può  scrivere  per  equazione  dell'  elisse 


y«H —x^—2 x=0. 


^r  x=a,  y=±\/^^—c^     =±&, 


Per  .rzz/7,  yzz'jAX  ^  — ^  =IL&,  e  perciò  V  equa- 
zione dell'  elisse  riferita  ad  un  vertice  e  in  funzione  dei 
semiassi  a  e  b  sarà 

b^        2ft* 
t/*H — =-a?* xzzO . 
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Per  1'  iperbole  (A>1)  V  equazione  sarà 

Per  la  parabola  (/e=l)  si  avrà  y'^=:4u\x\  e  dicendo  p 
la  distanza  tra  il  fuoco  e  la  direttrice  si  rivedrà  V  equa- 
zione y^zz2px  . 

Si  fissino  due  rette  su  di  un  piano  ad  angolo  O<90*' 
(direzioni  positive),  ed  un  punto  F  sopra  la  prima,  si  pro- 
jettìno  ortogonalmente  i  punti  della  seconda  sulla  prima, 
si  (lesci'ìvano  circoli  di  centro  F  e  di  raggi  eguali  rispet- 
tivamente alle  projettanti,  i  punti  d'  incontro  di  tali  circoli 
colle  rispettive  projettanti  riesciranno  disposti  a  elisso  se 
0<45°,  ad  iperbole  se  0>45°,  a  parabola  se  Oz=45.° 

Assunta  la  prima  retta  come  asse  dello  cv,  F  come  ori- 
gine, r  asse  dello  y  ortogonale  con  quello  dello  .r,  dotta 
— j}  r  ascissa  del  punto  d'  incontro  di  quelle  due  rette 
r  equazione  della  curva  risulta  della  forma 

i/'-i-(  1  — tang*0)/r-— 2pirtang*0  — p*tang*0z=O  . 

Dal  confronto  di  quest'  equazione  con  quella 

aY±h%T^cy=±a^b^ 

(elisse  ed  iperbole  riferite  ad  un  fuoco)  oppure  colla 

t/»=2p(.r-|-) 

(parabola  riferita  al  fuoco)  s'  apprende  qual  valore  debba 
avere  V  angolo  6,  o  qual  posto  occupare  F  affinchè  la  co- 
struzione indicata  dia  luogo  ad  una  curva  a  dato  dimensioni. 

4.*  Dicesi  assintoto  di  una  curva  una  retta  alla  quale 
la  curva  continuamente  s' accosta  senza  mai  giungere  a 
toccarla. 

Le  equazioni  dell*  elisse  e  dell*  iperbole  sono  traducibili 
nella  forma 
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+    1* 
..  «^ —^  (al  crescere  di  x)  tende  a  zero,  cosi 

le  due  curve  tendono  a  confondersi  colle  due  rette 

j/=+ — J/    -f  1 ,    ossia   aV+6*^*=0  ; 

e  cosi  r  elisse  ha  due  assintoti  immaginari,  e  V  iperbole 
due  reali. 

La  parabola  non  ha  assintoto  a  distanza  finita. 

Le  equazioni  aj/-*-&ir-4-u=:0,  ay—bx-^v^O  rapppe- 
sentano  due  rette  rispettivamente  parallele  agli  assintoti 
{ay'^bx)(ay—bx):=zO    dell'  iperbole    à^y^ — &*«?*=— a*6*. 

Il  prodotto  delle  distanze  di  un  punto  qualunque  (x,y) 
dell  iperbole  a  quelle  due  parallele  sarà  (§  II,  n.°  20,  b!"} 

{ay'¥'bx'¥'v)(ay—bx'¥'v)         — a*6*-i-2aw/-H»* 

Se  V  tende  a  zero  le  due  parallele  agli  assintoti  tendono 
a  confondersi  rispettivamente  cogli  assintoti  stessi  e  il  pro- 

dotto  precedente  tende  al  valore  -j — tj,  dunque  il  pro- 
dotto delle  due  distanze  di  un  punto  dell'  iperbole  ai  due 
assintoti  è  una  costante,  ed  è  pur  tale  il  prodotto  delle 
due  coordinate  (rispetto  agli  assintoti  considerati  come  assi) 
di  un  punto  dell'  iperbole,  e  cioè  V  equazione  dell'  iperbole 

agli  assintoti  sarà  .ri/=xost.  e  appunto  xyzz — — -   . 
Facilmente  poi  s'  intende  che  se  le  equazioni 
xcosoL-^-ycos^ — 5=0,     xcost! -^ycos^ — ^'=0 

rappresentano  due  rette  riferite  ad  assi  cordinati  qualun- 
que, r  equazione 
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{xcosoL-^-ycos^ — q){xcos(X'^ycos^' — q')zzcosL 

rappresenterà  un  iperbole  che  avrà  per  assintoti  le  due 
rette. 

In  modo  più  generale  si  può  dire  che  se  A,  B  signifi- 
cano due  funzioni  di  primo  grado  in  a?  e  ^,  la  equazione 
k%=:cost.  rappresenta  un  iperbole  di  assintoti  À=0,  B=0. 

Sono  eguali  i  due  semmenti  di  una  secante  T  iperbole 
compresi  tra  la  curva  e  gli  assintoti.  Da  tanto  s*  argomenta 
una  facile  maniera  di  costruzione  per  punti  dell*  iperbole 
dato  un  punto  e  gli  assintoti,  e  cioè  sopra  ciascuna  retta 
del  fascio  che  ha  centro  nel  punto  dato  si  segna  un  sem- 
mento  a  partire  dall'  incontro  della  retta  con  un  assintoto 
eguale  a  quello  che  sulla  retta  stessa  intercede  tra  il 
punto  dato  e  T  altro  assintoto.  Con  ciò  si  ottiene  sopra 
ciascuna  retta  del  fascio  oltre  il  punto  dato  un  altro  punto 
dell'  iperbole.  Uno  dei  punti  costrutti  può  valere  come  cen- 
tro di  un  nuovo  fascio  di  rette  sulle  quali  collo  stesso 
metodo  si  costruiranno  altrì  punti,  etc. 

Ponendo  rrzzy  nella  xyzz. — - —  si  ottiene  per  l'ascissa 

e  per  V  ordinata  del  vertice  dell'  iperbole  riferito  agli  as- 

1  .    / e 

sintoti  il  valore     -p-|/     a  -kì*  =—  . 

Esercizii  sul  piano, 

1.  Determinare  un  punto  che  sia  ad  una  data  distanza 
R  da  un  altro  noto  di  posizione,  ed  abbia  le  due  distanze 
a  duo  rette  date  in  rapporto  k. 

IL  Determinare  un  punto  a  distanza  R  da  uno  noto,  o 
che  abbia  la  somma  delle  due  distanze  a  due  altri  pur  noti 
eguale  ad  un  valore  dato. 

III.  Determinare  un  punto  dal  quale  un  semmento  di 
retta  sia  veduto  sotto  un  dato  angolo,  ed  inoltre,  che  abbia 
la  somma  dello  due  distanze  ai  termini  del  semmento  eguale 
ad  un  valore  dato. 

IV.  Sopra  una  base  data  costruire  un  triangolo  che  ab- 
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bia  il  vertice  sopra  una  data  retta,  e    la    somma  dei  due 
Iati  eguale  ad  un  valore  dato. 

13.  Dai  precedenti  problemi  abbiamo  ottenuto  equazioni 
comprese  nella  forma  generale 

Mzz«r/r-f-2/i.r//-f-ftj/'-i- 25^^37 -1-2/// -f-c'zzO. 

Invei'sameute  consideriamo  ora  un  un'  equazione  di  2.'' 
grado  nella  detta  forma  generalo  e  cerchiamone  Y  inter- 
pretazione geometrica  nell'  ipotesi  che  a,  A,  b,  gr,  f,  e  siano 
costanti  arbitrarie  e  c/\  y  coordinate  Cartesiane  di  un  punto 
mobile  sul  piano  Mjy. 

L*  equazione  è  traducibile  nella  forma 

ritenuta  b  positiva. 

Sta  bene  toner  prosento  che  supposte  a,  ^  lo  radici  del 
trinomio  sotto  radicale  si  ha  identicamente 

(h''—ab)x^'^2(hf—gb).T'i'r'-bc=(h^-ab){cv—a){x—^). 

0  che  se  le  radici   sono   complesse   (e   cioè    della    forma 

P'\'Q\/      — '  /    ^'  trinomio  stesso  risulta  identicamente  p- 

guale  ad  (h'^^ab)\(o — pf-^Q'^l.  0  quindi  mantiene  costante- 
mente il  sogno  di  A* — ab  variando  .r  da  — zc.  a  -f- ac,  e  pre- 
senta il  solo  minimo  (A' — nb)q^\  che  a,  p  sono  reali  ed  eguali 
quando     (h\ — ^/>)(/'*—  bc)z=.(hf—gbY,    ossia     Discriminante 

I    ^     '*    9 

\   h    b    f      =0; 

\    9    f    e    ^ 

reali  e  distinte  quando  Discriminante  <0,  immaginarie  t 
complesse  quando  Discriminante  >0. 

/      '^  f\ 

La  y  consta  di  due  parti,  una  y — j-x — j-ì    da 


con- 
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siderarsi  comj  V  ordinata  di  un  punto  di  una  ratta  rappre- 
sentabile coli'  equazione 


(,/)=-  ^-.r-   -    , 


r  altra 


[±-^  \/(h'-ah),r'^2{hr--gb)j''^r—f^c  ) 


irrazionalo  e  con  doppio  segno.  Perciò  ad  ogni  ascissa  orr 
corrispondono  due  valori  di.jy  e  cioè  due  punti  M,  M'  tali 
che  la  corda  MM'  (parallela  all'  asse  0//)  vien  bisegata  dalla 
rotta  Aj*-4-6//-f-/i=0;  e  si  può  dire  che  (jualunque  sia  la 
natura    del    luogo    geometrico    della    proposta    equazione 


a./*-K2Aii?//-f- 


=0,     esso  ixwvk    sempre    un    diametro 


hx-hbìj-^/zzO    coniugato    coir  asse  delle  j/. 

Se  si  risolve  la  proposta  equazione  rispet^^o  ad  x\  colla 
stessa  facilità  s'  intende  come  la  a.r-^hy-^g^zO  sia  l'equa- 
zione di  un*  altro  diametro  di  detto  luogo  dividente  le  corde 
parallele  all'  asse  delle  x  cioè  conjugaco  con  quest'  asse. 

du      du 
Indicando  con    ,—  ,  y-  le  derivate  parziali  (C.  A.  H.  § 
CI*/*     f.iy 

X,  n."*  15)  di  u,  ì  due  avvertiti  diametri  sono  rappresenta- 

du  du 
bili  rispettivamente  colle  equazioni  — zzO,  — =rO,  e  qua- 
lunque altro  diametro    (che   possa   essere  ammesso    dalle 
«=0)  coir  equazione 

du  du 

dj-  dy 

dove  K  esprima  una  indipendente  da  J7  e  j/.  Detti  diametri 

a  h 
riescono  fra  loro  paralleli  quando 


A  b  I 


=0,  ossia 


a 
lì 


h 
T 
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Vi  sono  poi  tre  casi  a  discutere  cioè 

< 

h*—ab  >  0 . 

1."  Caso.  A*— a&<0. 

Questo  si  suddivide  in  tre  altri,  e  cioè 

a  h  g 
h  b  f 
9     f    e 

Nel  primo  «  e  p  sono  i-eali  e  si  può  scrivere 


< 

=  0 

> 


y=—-j,'±-A/  {h*-ab)(x-a){x-?>) 


Supposte  a,  p  positive  e  p>a  è  chiaro  che  variando  x 
da  —  oc  a  zero,  da  zero  ad  a  (a  escluso),  da  p  (p  escluso) 

il  radicale     1/    (h^—ab)(d'—a){x—^)   si   presenta 


':>o 


immaginario,  e  y  immaginaria  complessa.    Variando    poi  x 

h  f  h  f 

ila  a  di  ^,  y  varia  da  — -j-a, — j-  a  — r-p — j-  presen- 
tando neir  intervallo  continuamente  due  valori  ideali  la  cui 
differenza  nulla  dapprima  va   poi    crescendo   per   divenire 

massima  quando  J7z=— ^  ,    indi    va   decrescendo    e   torna 

nuovamente  zero  quando  xzn^  . 

Pertanto  nel  caso  che  or  si  considera  il  luogo  della 
u=zO  è  una  curva  ovale  (elisse)  inscritta  nel  parallelo- 
grammo definito  dalle  quattro  rette 

x—(x=0  ,    x—^=0  , 
/,(a;_.,/)-H%-y)=0  ,     k{:v-x')^b{y^y")=0  , 
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ritenuto  0;'=:—^,  e  //',  \f  i  duo  valori  di  \j  dati  dalla  uirO 

per  x'=Lx\ 

Se  a  e  ^  negative  1*  elisse  ancora  risultcrebbo  tutta  da 
una  banda  dell*  asse  delle  y.  So  a  positiva,  ^  negativa  To- 
lisse  sarebbe  segata  dal  detto  asse. 

Se  a^LÌ)  e  h^acos(xy)  V  elisse  diviene  rotonda  (circolo) 
(§  lU  n.^  4). 

Nel  secondo  caso  cioè  Dis.**  =0,  le  due  radici  a,  p  sono 
ancora  reali  ma  eguali,  e  quindi 

h          f 
presenta  jin  solo  valore  reale      — r^a t-      variando  x 

da  — X.  a  -H 00,  e  il  luogo  reale  è  costituito  da  un  solo 
punto  (elisse  infinitamente  piccola).  Siccome  in  questo  caso 
r  equazione  si  può  mettere  nella  forma 

-A±l/a&— A*|/-l         —f'-^aV/ab—h^W  —1 
,= ^ -^^ ^- '^— ^ "^ 

di  primo  grado  in  j?  e  j/,  cosi  (§  II,  n.**  3)  si  può  dire  che 

il  luogo  della  stessa  è  costituito  da  due  rette  immaginarie 

che  s' intei-secano  in  un  punto  reale  di  ascissa   xmcf.    e  di 

h  f 

ordinata    i/= — -z-ol 7-   . 

•^  ft  6 

Nel  terzo  caso  cioè  Dis.*  >0,  le  due  radici  a,    ^    sono 

immaginarie,  e  si  ha 


y=_-la,_-Z.+i-p/(A'^6)j(.-r;_|,)«H-g»j    , 

e  quindi  variando  a?  da  — 30  a  -hoc,    y  si    mantiene   co- 
stantemente immaginaria,  e  non  è  costruibile  alcun    punto 
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sul  piano.  Noi  caso  diremo  che  il  luogo  della  m=zO    è    un 
elissG  immaginaria  a  diametri  reali. 

2.°  Caso.  K'—abyO. 

Anche  questo  si  suddivide  in  tre  altri. 

Sia  Dis.**  <^0.     a,  p  sono  reali,  e 


h  /■_,    1  .     / 


è  continuamente  reale  variando  ;:r7daaa  — oc  e  da  fJ  a 
-h:c  ed  è  immaginaria  variando  j-  da  a  a  p.  Non  vi  è 
dunque  alcun  punto  della  curva  luogo  della  wziO  nella 
striscia  di  piano,  comprosa  fra  le  due  parallele  .r— a=0, 
X — jBzzO.  Dai  punti  d'  incontro  di  queste  parallele  col  dia- 
metro Aa?-H6?/-H/r=:0  la  curva  procede  alT  infinito  conti- 
nuamente divergendo  dal  diametro  in  doppio  senso  in  ma- 
niera da  presentare  due  doppi  rami  infiniti.  Questi  due  rami 
costituiscono  la  curva  iperbole. 

I  due  punti  di  essa  sul  detto  diametro  (cioè  quelli  che 
corrispondtmo  alle  ascisse  .r=a,  //=^)  sono  tutti  e  due  da 
una  stessa  parte  dell'  asse  Oy,  o  da  parti  opposte  a  seconda 
che  a,  ^  sono  di  segno  eguale  o  di  segno  opposto. 

Quando  Dis.®  >0,  la  quantità  sotto  radicale  nel  valore 
di  y  si  presenta  sempre  positiva  variando  a?  da — y:^  a  -h^ 

(siccome  della  forma  (h^ — ab)]{.r — p)^'^q^\f  ,  ed  è  minima 

per  .t=p,  e  va  sempre  crescendo  variando  a*  da  ^  a  —  zn 
e  da  j)  a  -H  x . 

I  due  punti  alla  minima  distanza  (presa  parallelamente 
ad  Oy)  dal  diametro  hj'-^by-k-fzzO  corrispondono  adunque 
alla  jj=p.  Da  tali  punti  partono  due  doppi  rami  divergenti 
continuamente  dal  diametro. 

La  curva  è  ancora  un  iperl)()le,  ma  non  attraveinsata 
dal  detto  diametro. 

Quando  Dis.«  z=0,  ai=^,  e 


_^—h±yh'—ah       t±  «  {/h^ 


'ab 
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e  cioè  la  uz=0  risulta  dal  prodotto  di  due  fattori  di  primo 
grado  in  X  e  y.  È  manifesto  come  il  luogo  sia  costituito 
da  due  rette  reali  che  s'  incontrano  in  un  punto  del  dia- 
metro di  ascissa  x=:a. 

Queste  due  rette  sono  a  ritenersi  come  limite  delle  due 
p.ecedenti  iperbole,  poiché  i  due  rami  doppi  dell'una  e  del- 
r  altra  tendono  ad  avvicinarsi  e  a  distendersi  in  linea  retta 
man  mano  che  il  discriminante  s*  approssima  a  zero  sia  per 
incremento  che  per  decremento. 

La  parte  irrazionale  del  valore  di  t/,  e  cioè 

±-j|/   (A*--a&)a;*-H2(A/'--(7&)a7-H r—bc 
può  tradursi  nella  forma 

-V^"-'^  (^  ,  ^/"-g^    yi  ,  (r-bc)(h?-ab)-(hf-gbY 

Da  questa  forma  si  apprende  che  se  si  fa  crescere  inde- 
finitamente x^  la  detta  parte  tende  ad  eguagliare 


[/h*-< 


ab/      hf-gb\ 


e  pertanto  si  può  dire  che  al  crescere  dell'  ascissa  le  or- 
dinate 


y 


h       /■  ,  1 .  / 

=  — -j-a>— v-±y|/  (h*—ab)a^-*-2{hf—gb)x-i-f*—bc  , 


tendono  ad  eguagliare  rispettivamente  le  ordinate   di   due 
}       rette,  e  cioè  le  ordinate 


h         f,Vh*-ab/      hf-gb\ 
^-r"-T- b V^*F=^/  ' 


11 


Digitized  byCjOOQlC 


—  162  — 

0  in  altre  parole  che  1'  elLsse  e  1*  iperbole  hanno  ciascunu 
due  assintoti. 

Quelli  deir  elisse   a   cagione   del    fattore   immaginario 

V  A* — ab      sono    immaginari!,    ma    s'  incontrano   in   un 

hf—gb 
punto    reale   di    ascissa     xzz, — z^ r    ,    e    ordinata 

h{hf—gb)       f 
2/=  r/f»_  rx  — iT  »    e  quelli  deir  iperbole  sono  reali. 

3.^  Gaso.  h^-^abzuO. 

Pur  qui  distìngueremo  tre  sottocasi. 

^hf—gby 
Il  Discriminante  (che  ora  riducesi  a  t è   mi- 
nore di  zero  tanto  se  hf—^b  <0  come  >0.    Si  ha 

y=-^x—^±\\/2{hf-gb)x^r-bc . 
Se  hf—gb <:^Q,  la  quantità  sotto  radicale  s'  annulla  per 

^-2{gb-hrr''' 
e  si  può  scrivere 

yz=:—^x—y±jy  2(hf-gb){x-a)  . 

È  evidente  che  il  radicale  s'  annulla  per  a?=ia ,  e  si 
mantiene  reale  e  crescente  variando  a?  da  a  a  — oc,  e  si 
mantiene  immaginario  variando  a?  da  a  a  -non.  Pertanto 
la  curva  luogo  della  uzzO  possiedo  un  punto  di  ascissa 
xzzoL  sul  diametro  Aa?-H&j/-H/==0,  e  procede  da  tal  punto 
verso  — X3  con  doppio  ramo  volgente  la  concaviti  al  dia- 
metro. Tal  curva  è  la  parabola.  Se  hf—gbyO  si  ha  ancora 
per  luogo  della  w=zO  una  parabola  ma  colla  concavità  ri- 
volta in  senso  opposto  al  precedente. 
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Quando  Dis.»  =0,  cioè  hf—gh=.0,  si  ha 

h         f   ,1.  / 

Per  /** — &c>0,  y  si  presenta  nella  forma  t/^itolb?,  e 
il  luogo  sarà  costituito  da  due  rette  parallele  al  diametro 
/ia?-i-Ji/-H/=0,  una  da  una  parte  e  V  altra  dall'  altra  del 
diametro  ed  alla  stessa  distanza  dal  medesimo.  Se  /**— 6c=0, 
le  due  rette  vengono  a  coincidere  col  diametro.  Se  /"* — &c<0, 
y  è  sempre  immaginaria.  Nel  caso  diremo  che  il  luogo  è 
costituito  da  due  rette  immaginarie  parallele. 

Le  equazioni  (  più  sopra  esposte  )  degli  assintoti  della 
u=0  dimostrano  ali*  infinito  gli  assintoti  della  parabola,  e 
cioè  coincidenti  colla  retta  all'  infinito. 

Se  a=:6=0  V  equazione  w=0  riducesi  alla 

2hxy'^2gx'^2fy'^cz=,0, 
ossia 

/        f\(       9\_m-hc 

Questa  ultima  forma  d'equazione  manifesta  che  la  curva 
luogo  è  un    iperbole   che   ha   per   assintoti    le   due   rette 

f  9 

rappresentate   dalle   equazioni      a?-»-— =0,       j/-h-t^=0  . 

Se  /=0  il  primo  di  questi  assintoti  coincide  coli* asse  delle 
y,  se  non  f  ma  g'=tì  sarà  il  secondo  assintoto  che  coinci- 
derà coU'asse  delle  x.  So  f=g=0,  sono  assintoti  i  due  assi. 
Cosi  in  ogni  caso  si  può  dire  che  i  punti  ali*  infinito 
della  curva  piana  di  2."*  ordine  (quadrica  del  piano)  sono 
i  punti  air  infinito  di  due  rette  per  1*  origine  rappresentate 
in  complesso  dall'  equazione 

Si  riassumono  nel  seguente  quadro  i  risultati  di  tutta 
la  precedente  discussione  della 


à  I 
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h^—ab<0 


Specie  Iperbole 
h^—ab>0 
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Discrim.®  <0  Curva  chiusa.  Eiisse  che 
talvolta  diviene  circolo. 

Discrim.?  =0  Punto  ,  o  Eiisse  infinita- 
mente piccola,  oppure  due 
rette  immaginarie  che  s'in- 
tersecano in  un  punto  reale. 

\  Discrim.^  ^0   Eiisse  immaginaria. 

Discrim.*  <0  J  -.  .    ,      .    .  ^    .. 

^     f  Due   rami   doppi    infiniti. 

Discrim.*  >0  )  Ip^^^ole. 

Discrim.^  =:0   Due  rette  che  s*  incontrano. 

Ihf—gh<CO  I  Un  doppio  ra- 
[    mo  infinito. 
hf—ghyO  ]    Parabola. 


Specie  Parabola 
h^—àb=0      ^ 


f^—bc^O  Due  rette  pa- 
rallele. 


Discrim.®  trO  / 


f* — 6c=0  Due  rette  coin- 
.     cidenti .    Retta 
doppia. 

/"* — 6c?<0  Due  rette  im- 
maginarie pa- 
rallele. 


Scorrendo   i   varii   casi   sopraesposti   si    riconosce   che 
a     h    g 

h     h     f 


quando  il  Discriminante 


=0,  il  luogo  è  costi- 


9     f    e 

tuito  da  due  rette,  o  immaginarie,  o  reali  distinte,  diver- 
genti 0  parallele,  e  talvolta  coincidenti  in  una  sola  o  pa- 
rallele immaginarie. 

14.  1.**  L*  intersezione  di  un  cono  a  base  circolare  (ob- 
bliquo  0  retto)  con  un  piano  è  una  linea  di  2!"  ordine. 


L'  equazione     a?*-Hj/*= 


r*      rappresenta  un  cono 
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se si  ritengano  v,  r  costanti  e  x,  y,  z  coordinate  puntali 
Cartesiane  variabili  prese  rispetto  a  tre  assi  Ox,  Oy,  Oz 
dei  qaali  i  due  primi  siano  fra  loro  ortogonali  e  il  terzo 
0^  diretto  ad  arbitrio  fuor  del  piano  Oxy.  La  base  (diret- 
trice) del  cono  è  un  circolo  di  equazione  xf^^^y^zzr*  ^  il 
vertice  del  cono  ha  le  coordinate  a7=iO»  j/i=0,  zzzv. 

Se  i  due  assi  Oa?,  Oy  fossero  obbliqui  tra  loro  la  detta 
base  a7*-Hy*=r*  sarebbe  un  elisse.  Si  tenga  presente  che 
tra  gli  infiniti  sistemi  dei  diametri  conjugati  di  un*  elisse 
76  n*  è  uno  in  cui  i  due  diametri  sono  eguali  fra  loro,  e 
che  se  2r  è  la  lunghezza  di  tali  diametri  1*  equazione  del- 
Telisse  riferita  ad  essi  è  r*a7*-Hr*j/*=irV*,  ossia  a7*-Hj/*=:r*. 

Trattando  come  coesistenti  la  posta  equazione  con  quelle 
(§  II,  9,  3-*)  Aa?-#-Aj/-Hm3-Hn=o,  A'a?-Hft't/-*-m'3-Hn'=o 
di  due  piani  ti*ovansi  due  terne  di  valori  di  a?,  j/,  z  sod- 
disfacienti  contemporaneamente  alle  tre  equazioni,  e  tanto 
significa  che  la  retta  intersezione  dei  due  piani  incontra  in 
dne  punti  la  linea  intersezione  dell*  uno  o  dell*  altro  piano 
col  cono. 

Questa  linea  è  dunque  di  2/  ordine  e  riferita  a  due 
assi  del  piano  in  cui  si  trova  sarà  rappresentabile  con  una 
equazione  di  2/  grado  uznO  quale  ò  stata  superiormente 
(n.*  13)  discussa. 

Per  questo  riguardo  e  secondo  antica  usanza  il  luogo 
della  u=0  qualunque  ne  sia  la  specie  suolsi  chiamare  se- 
zione conica  sebbene  da  un  cono  e  piano  reali  non  possa 
risultare  1*  elisse  immaginaria.  Seguendo  il  detto  costume 
da  ora  in  avanti  diremo  ognora  conica  la  linea  di  2."*  or- 
dine rappresentata  dall'  equazione 

M=aa;*-«-2Aa;t/-#-&j/*-#-25'a7-#-/j/-«-c=0  . 

2."*  Dalle  precedenti  osservazioni  s*  argomenta  come  me- 
diante proiezione  da  un  punto  qualunque  dello  spazio  un 
circolo  si  trasforma  in  un*  elisse,  o  in  un*  iperbole  etc.,  si- 
milmente un  elisse  in  un  circolo,  o  iperbole,  etc.  etc.  e  come 
da  teoremi  relativi  al  circolo  siano  facilmente  deducibili 
corrispondenti  teoremi  per  ciascuna  delle  altre  coniche. 
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3."*  Segare  con  un  piano  un  dato  cono  per  modo  che  la 
sezione  risulti  una  linea  a  parametri  dati. 

Sia  ad  esempio  un  cono  retto  a  direttrice  circolare,  e 
vogliasi  segarlo  in  modo  da  ottenere  un  elisse  od  un  iper- 
bole di  assi  2a,  2b  od  una  parabola  di  parametro  2p. 

Un  piano  per  1*  asse  del  cono  determina  due  genera- 
trici, un  altro  piano  normale  al  precedente  (che  a  tutta 
prima  supponiamo  segante  una  sola  delle  due  falde  coniche) 
taglia  sopra  di  una  delle  due  generatrici  un  semmento 
V0=^  (V  vertice  del  cono)  e  suU'  altra  un  semmento  VT, 
e  sega  il  primo  piano  lungo  una  retta  OT  (asse  della  se- 
zione conica). 

Detti  V,  0  gli  angoli  in  V  e  in  0  del  triangolo  VOT, 
assunta  la  OT  come  asse  delle  co,  e  una  Oy  (sita  nel  se- 
condo piano  ad  angolo  retto  colla  OT)  come  asse  delle  y^ 
si  può  rappresentare  la  conica  coU^  equazione 

senOsen{0'h'Y)  tsenOsen  V 

:; a?*-Hl/* ^ 07=0    . 

1  ^  1 

Si  faccia  ruotare  il  secondo  piano  attorno  ad  0  per 
modo  che  V  angolo  in  0  possa  ognora  ritenersi  come  an- 
golo del  piano  colla  generatrice  VO.  Finché  sarà  O-hV  < 
180^  r  equazione  precedente  si  presenterà  come  equazione 
di  elisse  riferita  al  vertice,  quando  O-hV=180^  come  e- 
quazione  di  parabola,  quando  0-»-V>  180^  come  equazione 
d'  Iperbole. 

Pertanto  se  la  distanza  ^  e  1'  angolo  0  verranno  sta- 
biliti in  modo  da  verificare  le  condizioni 

tsenV  6*      senOsen(0-\-V) 

=2a,      -r= 


5en(0-HV)        '       a}~  1 

cos^—V 

la  conica  risulterà  un  elisse  od  un'  iperbole  di  assi  2a,  26 
secondo  che  sarà  O-hV  <  o  >  180.^  Se  poi  si  porrà 
O-hV=180^,    e  si  determinerà  i  a  senso  della  condizione 
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t j— =2p  , 

cos^—y 

la  conica  risulterà  una  parabola  y*zz2px. 

15.  l."*  L'  equazione   aa?'-H2Aa??/-H6j/*-H5i7a?-H2/j/-HC?=0 

ha  sei  termini,  ed  è  pienamente  determinata  quando    siano 

dati  i  rapporti  di  cinque  dei  coefficienti  al  sesto  e  per   e- 

a       h 
sempio  —  ,  —  ,   etc.    Basta  dunque  per  individuare    una 
e        e 

conica  assoggettare  a  cinque  condizioni  di   primo  grado    i 

coefficienti  a,  b,  etc.  e  per  esempio  obbligare  la   conica   a 

passare  per  cinque  dati  punti  (x^  ,  j/J  ,    {x^  ,  y^)  ,  etc.  Si 

avranno  le  condizioni 


aa7*5-H2Aa?5Ì/5-H&j/%-H2gra?5-H2/V5-Hc=0, 

ed  eliminando  a,  2^,  .  .  .  .  fra  queste  e  1*  equazione  gene- 
rale si  otterrà  (C.  A.  R.  §  Vili,  n.*  3) 


x^    xy    y*    X     y     1 
<^i3/i    2/i*    ^1   Vi    1 


=0 


per  equazione  della  conica  per  cinque  punti  dati. 

Se  Ui=0,  ^4=0,  ^3=0,  ^4=0,  ^5=0,  Wj=:0   sono    sei 

coniche  fra  loro  indipendenti,  qualunque  altra  conica  uzzlQ 

sita  sullo  stesso  piano  delle  sei   sarà   rappresentabile   col- 

l'equazione  ku^-^hu^-^lu^'^mu^  -nnUj-f-pw^zzO  poiché    si 

k        h        l        m       n 
potranno  determinare  i  rapporti     —  ,  —  ,  —  ,  —  ,  — 

p       p       p       p       p 

per  modo  che  quest'  equazione  risulti  identica  alla  wzzO. 


Digitized  by  VjOOQ  IC 


—  168  — 

2.*  Come  abbiamo  (n.^  13)  avvertito  la  conica  è  circolo 

ab  h 

quando   — =— = — - — r  (qualunque  siano  i  valori  di  a, 

g,  A  e) ,  e  bastano  tre  punti  {x^  ,  j/j),  (x^  ,  y^,  {x^  ,  y^) 
per  individuarla;  e  cosi  rappresenterà  un  circolo  per  tre 
punti  la  equazione 


a?«  -Hj/*  -H2a?  y  cos  (xy)   x  y  l 

^x^'^yi^'^^^iyi<^os(xy)   X,  y,  1 

^t-^yt-^'^tVtOOsixy)   x^  y,  1 

^z^-^Vz^-^^zVzOOsixy)   x^  2/3  1 


=0, 


Le  coordinate  a,  ^  del  centro    di    questo    circolo    e    il 
raggio  r  deduconsi  (§  II,  n.*  4)  dalle  equazioni 


l        — \a'¥'^os[xy)\      — \acos(xy)'^^]^      a*-Hp*-#-2apco^(iPj/) — 7-' 


nella  forma   a=- 


9 

f 


cos{(vy) 
1 


asen\xy) 


P= 


1 
cos(ooy 


9 
f 


-1 


r'= 


a^senl^{poy) 


oc 

9 

9 

1 

f 

cos(xy) 

asen\xy) 

f 
cos{xy) 

1 


SI  dovrà  poi  porre 
^i    2/1      1 


a'=ip 


X. 


X. 


'^=T 


a?i*-H2/j*-H2a?jt/iC05(a?2/)     1  y,   | 

^t'^y^'^^^y^<^OS{xy)      1  y,    ! 

^3'-^y3*-*-2a732/3C05(a7y)     1  y,  | 

etc.  per  ottenere  a,  p,  r  in  funzione  delle  coordinate  dei 
tre  punti.  I  risultati  saranno  indipendenti  dall'arbitraria  p. 
Se  i  tre  punti  fossero  in  linea  retta  risulterebbe 

a=^i=r=  oc . 
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Se  angolo  {anf)=90\ 

Il  circolo  sai*à  reale,  o  immaginario  a  seconda  che 
g^-^f* — acy  0  <0.  Se  g^-^P — aczzrO  il  circolo  si  ri- 
duce ad  un  punto,  e  siccome  \  equazione  di  esso  è  tra- 
ducibile nella  forma 


-!-=±(v- :)(/-■ 


diremo  che  tale  equazione  ha  per  luogo  due   rette  imma- 
ginarie che  8*  incontrano  nel  punto  reale    y , ) . 

3.*  Per  quattro  punti  o  meno  passano  infinite  coniche. 
Se  i  quattro  punti  sono  individuati  da  quattro  rette  di 
equazioni  a=0,  p=0,  y=0,  5^=0  (a,  P,  y»  ^  funzioni  li- 
neari di  due  variabili  a?  e  t/)  la  conica  potrà  rappresen- 
tarsi coir  equazione  aY"*-*P^"*-0  (  *  arbitraria  ),  la  quale 
equazione  è  di  2."*  grado  rispetto  a  rz?  e  i/,  ed  ò  soddisfatta 
quando  a  ò  nulla  assieme  con  ^,  etc. 

Se  a,  p,  Y*  ^  sono  in  forma  normale  la  aY"*-*P^=0 
ammetterà  quest'  interpretazione:  Il  rettangolo  delle  due 
distanze  di  un  punto  di  una  conica  ai  due  lati  opposti  di 
an  quadrilatero  inscritto  nella  stessa  ha  un  rapporto  co- 
stante (indipendente  dalla  posizione  del  punto)  col  rettan- 
golo delle  due  distanze  dello  stesso  punto  agli  altri  due 
Iati  del  quadrilatero. 

La  equazione  a?y=A(a?-Hj/ — l)(a7-i-j/ — 2)  rappresenta 
una  conica  che  passa  pei  punti  d'  incontro  degli  assi  coor- 
dinati colle  due  rette  a7-Hj/ — 1=0,  a?-Hj/ — ^2=0. 

Determinando  k  viene  specificata  la  conica.  Per  esem- 
pio assoggettando  la  conica  a  passare  per  un  quinto  punto 
(a;=:3,  2/=3)  si  avrà  la  stessa  definita  dall*  equazione 

9(a?*-»-y*)— 2a?y— 27(a?-»-y)-*-18=a 


Digitized  by  VjOOQ  IC 


—  170  — 
È  uà  iperbole  della  quale 

182? -2j/— 27=0,     18y-2a?— 27=0 

sono  due  diametri  conjugati  rispettivamente  cogli  assi  Od?,  Oy. 

Se  i  quattro  punti  sono  individuati  da  due  coniche 
Mj=0,  Wj=0,  ciascuna  delle  infinito  coniche  per  essi  sarà 
rappresentata  dall'  equazione  Uj-h*w,=0  dove  h  t^rbitraria. 

Questa  forma  d*  equazione  comprende  anche  la  prece- 
dente aY-4-A^=0. 

Si  potrà  determinare  la  k  mediante  un  quinto  punto. 

4.**  La  conica  per  tre  punti  individuati  da  tre  retto 
azrO,  P=0,  Y=0  sarà  rappi-esentabile  coir  equazione 

APY-#-AYa-Hfap=0 

(A,  h,  l  arbitrarie  indipendenti  da  a?  e  y)  che  è  di  2/  grado 
rispetto  a  o'  e  2/  ed  è  soddisfatta  quando  ^  ò  nullo  as- 
sieme con  Y,  etc. 

L*  equazione  Aj/(a7-Hj/ — l)-HAa?(a7-Hj/--l)-Htej/=0  rap- 
presenta una  conica  che  passa  per  1*  origine,  e  pei  punti 
d*  incontro  della  retta  x-^y — 1=0  cogli  assi. 

5."*  Ritenuto  gli  assi  Oa?,  Oy  ortogonali  e  a,  p,  y  forme 
normali  quali 

azzixcosa^-^ysenoL^^-p  ^    ^z^xcos^^-k-ysen^^—p^  , 

Y=a7(?05Yi-*-J/«^Yi— P«  » 

stabilite  le  condizioni  per  le  quali  la  conica  k^y-^hya-k-la^ri^O 
è  circolo,  e  cioè 

0  più  brevemente 

A(?o^(jSj-i-Yi)-i-Aco5(Yi-Haj)-i-fco5(aj-#-Pj)=0, 
A5^(pj-4-Yi)-<-/wen(Yi-Haj)-#-faw(aj-i-Pj)=0, 
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dalle  qaali  (indicati  con  A,  B,  C  i  tre   angoli   interni   del 
triangolo  delle  tre  rette  «=0,  ^=0,  ^zzO)  deducesi 


h      sen{y^ — «j)     senB 
l  ^ sen{oi^'^^j)^ senC 

Si  riconosce 

per  equazione  del  circolo  circoscritto  al  triangolo  delle  tre 
rette  «=0,  p=0,  (=0. 

e.**  Abbiamo  sopra  (n."*  12,  3."*)  veduto  come  sia  una 
conica  la  curva  che  ha  la  distanza  di  ogni  suo  punto 
(x,  y)  da  un  punto  fisso  {x\  y)  esprimibile  razionalmente 
0  al  primo  grado  per  mezzo  delle  coordinate  x,  y  q  preci- 
samente come  tale  distanza,  ossia 


i/> 


(07— a?')*-i-(t/— j/')*-i-2(a7— a7')(2/— 2/')co5(a7j/) 


risulti  eguale  a  k{xcos(X'^ycos^—g),  e  quindi  come  un  fuoco 
(x\  y')  di  una  conica  goda  della  proprietà  di  avere  la  sua 
distanza  da  un  punto  qualunque  (a?,  y)  della  conica  espri- 
mibile razionalmente  e  al  primo  grado  per  mezzo  delle 
coordinate  x,  y. 

Ora  ponendo  (per  abbreviare  la  scrittura) 

xcosa-k-ycos^ — grzY         (direttrice), 

angolo  (o?j/)=90®,  a?'=j/=0  si  avrà  per  l'equazione  della 
conica  riferita  ad  un  fuoco  e  ad  una  direttrice  yz=0  la 
forma  a?*-i-t/*=AV- 
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Quest'  equazione  può  scriversi  nella  forma 

e  vedesi  che  tanto  la  retta  iramaginaria  x-^yV  —1=0 
quanto  la  retta  iramaginaria  x^-yy  — 1=0  incontra  la 
conica  e  la  direttrice  y=0  in  uno  stesso  punto  doppio,  e 
cioè  che  le  due  rette  immaginarie  dette  sono  due  tangenti 
immaginarie  della  conica  uscenti  dal  fuoco.  La  y=:0  può 
assumere  sul  piano  della  conica  infinite  posizioni  senza 
che  mutino  il  fuoco  {x=:0,  j/=:0)  e  le  due  rette  immagi- 
narie a7*-i-j/*=0,  cosi  è  manifesto  come  tutte  le  coniche 
aventi  comune  un  fuoco  posseggano  pure  in  comune  due 
tangenti  immaginarie  uscenti  dal  fuoco,  e  come  tutte  le 
coniche  aventi  in  comune  due  fuochi  abbiano  pure  in  co- 
mune quattro  tangenti  immaginarie  uscenti  due  da  un  fuoco 
e  le  altre  due  dall*  altro,  e  quindi  tali  coniche  possano 
riguardarsi  inscritte  in  uno  stesso  quadrilatero  (quello  delle 
quattro  tangenti  comuni).  L'equazione  (x — a?')*-H(j/ — j/')*=R* 
rappresenta  un  circolo  qualunque  di  raggio  R  qualunque, 
e  si  può  scrivere  nella  forma 

\x—x^  {y^)V—Ì  j  ìx—x'—  {y—y')\/:^  j=(0n?-H0y-4.R)S 

e  vedesi  che  qualunque  circolo  sopra  un  dato  piano  passa 
per  ciascuno  dei  due  punti  doppi  d*  incontro,  uno  della  retta 
X — x''k'{y—i/)V — 1=:0  colla  retta  doppia  (0a7-H0j/-HR)*=0 
(retta  all'infinito),  l'altro  della  retta  x — x — (j/— j/')y'--l=0 
colla  stessa  retta  doppia.  Siccome  le  due  rette 

x^yy/^—x'—yV^=0,    x—y\/—Ì—x'-^yV^=0 

sono  rispettivamente  parallele  alle  due  x-^yV — 1=0, 
X — 1/v^ — 1=0  (avendo  rispettivamente  gli  stessi  coeflìcienti 
angolari  V — 1  e  — V — 1)  cosi  si  può  dire  che  qualunque 
circolo  del  piano  passa  per  gli  stessi  due  punti  immaginari 
d*  incontro  (punti  ciclici)  delle  due  rette  a?*-Hj/*=0  colla 
retta  all'  infinito. 
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Pertanto  una  conica  ha  in  generale  quattro  fuochi  (due 
reali,  e  due  immaginarii)  i  quali  sono  vertici  del  quadri- 
latero delle  quattro  tangenti  alla  conica  uscenti  due  da 
un  punto  ciclico,  e  le  altre  due  dall*  altro  imnto  ciclico. 
Dei  sei  vertici  del  quadrilatero  due  sono  i  due  fuochi  l'eali, 
due  i  due  immaginari  e  due  i  punti  ciclici  pure  im- 
maginari (•). 

16.  È  conveniente  fare  esercizio  in  operazioni  grafiche 
che  abbiano  per  fine  la  determinazione  della  forma  di  una 
curva  piana  datane  1*  equazione  in  coordinate  Cartesiane 
puntali. 

Proponiamo  perciò  equazioni  di  vario  grado  e  natura 
da  costruirsi  rispetto  ad  assi  Ox,  Oy  ad  angolo  qualunque. 

1.    y=h—Vx'    . 

Per  a?:=0  j/=6=zOM.  y  poi  decresce  da  xz^O  a 
ipn+V  J5  ,  divenendo  zero  per  xz=,'^Vb^,  e  si  mantiene 
costantemente  negativa  e  di  modulo  crescente  variando  x 
da  -h\/&^  a  -f- ce,  e  da  — V^6*  a  — ce.  La  curva  sim- 
metrica rispetto  air  asse  delle  y  procede  senza  fine  tanto 
verso  destra  che  sinistra  allontanandosi  continuaroeute  da- 
gli assi.  Dicesi  una  ceratoide,  e  M  punto  di  regresso. 


II.     y=+{l—x)\/2— 


X 


ojzzO,  y=lÌlV^2,  iz?=l=OM  j/=0  ,  e  la  curva  passa 
per  M  (punto  multiplo),  a?=:2=0N  t/=0,  e  la  curva 
passa  per  N,  x^2  y  immaginaria.  ^  ariando  x  da  zero  a 
—X,  y  presenta  sempre  un  doppio  valore  a  modulo 
crescente. 


[II.      y=±{x—aYVx^b 


(*)  Salmoii  Sezioni  coniche  n.®  279. 
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Per  a?  variabile  da — oj  a  b,  y  immaginaria.  a?=:6=0B 
yzzO,  e  B  è  punto  della  curva.  Da  xzzb  a  cazza,  y  pi'e- 
senta  un  doppio  valore  il  cui  modulo  cresce  divien  mas- 
simo e  decresce  poi  fino  a  zero.  È  zero  quando  xzzazzO^. 
Crescendo  a?  da  a  a  -f- oc,  y  mantiene  sempre  il  doppio 
valore  con  modulo  crescente  all'  infinito.  Si  ha  una  Ram- 
foide,  È  simmetrica  rispetto  all'  asse  delle  x. 

IV.    y=±(2^x)V\-x  .  V     ^ 

xzzO  i/=lir2,  xzz\:=iOk  yzzO.  Per  x  compresa  tra 
l  e  2,  2/  è  immaginaria.  Per  xzz2zzOì/L  j/=0.  M  appar- 
tiene al  luogo  ma  è  isolato  (punto  conjugato).  Variando  x 
da  2  a  -f-'jc,  2/  è  sempre  immaginaria.  Per  x  negativa,  y 
ha  doppio  valore,  etc.  II  luogo  è  simmetrico  rispetto  al- 
l' asse  Ox. 


yz=rrxy  x — a  .  o. 

A 


V.  yz='^xVx—a . 
L*  origine  0  è  punto  conjugato,  etc. 

VI.  2/*— a?V=l  . 


Il  luogo  è  simmetrico  rispetto  a  ciascuno  dei  due  assi 
coordinati.  irz=Oj/=+l,  :r="hl  3/=  oc,  x^\  ìp<— 1  y 
immaginaria.  Si  hanno  due  rami  che  si  aprono  air  infinito 
ma  sempre  contenuti  fra   i   due  assintoti    07^1=0. 

VII.    y^=x(x—a){x'¥'h)  bQo     aCIX^ 

Per  xzzO    x=azzOk    o^zi— 6=zOB,     i/=0. 

Per  X  compresa  tra  0  e  a  ?/  è  immaginaria,  etc.  Il 
luogo  consta  di  un'  ovale  e  di  un  ramo  che  si  apre  all'  in- 
finito. È  simmetrico  rispetto  all'  asse  Ox. 
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I 
( 


a  a 

07=0  y=0,    ^=-g-    J/=l,     ^="4"    y=^'  ®*^- 

Il  luogo  consta  di  infiniti  rami.  Ha  infiniti  assintoti  tutti 
paralleli  ad  Ot/. 

IX.     yzzsenx  .  /'X^X'V.^ 

(v=0  t/=0,    ^="2-       y=l»  ©te. 

La  curva  (curva  dei  soni)  è  ondulata,  si  stonde  all'  in- 
finito a  destra  e  sinistra^  incontra  V  asse  Ox  in  punti  in- 
finiti. Ogni  arco  compreso  fra  due  di  tali  punti  successivi 
eguaglia  qualunque  altro  che  pur  sia  compreso  fra  due 
punti  successivi. 


X.     yz=.Logy  ossia  j/=ra* 


I  (a  base  dei  logaritmi).  a?=0  t/=:l,  xzzl  y=za,  eie, 
j  a?=— oc,  yzzO.  La  curva  (logaritmica)  ha  per  assintoto 
!     Tasse  delle  x. 

XI.  a?^— aa?*i/-H&j/*=0  . 

L'  origine  0  è  punto  triplo.  La  curva  è  simmetrica  ri- 
spetto all'  asse  Oy. 

XII.  (x'—a*y=ay'{3a'^2y)  . 


I 


Curva  simmetrica  rispetto  ad  Oy.  Ha  due  punti  dop- 
pii  suir  asse  Cx  di  ascissa  x='j^'a,  e  due  suU'  asse  Oy 
dei  quali  uno  doppio  di  ordinata  y=—a  e  l'altro  semplice 
..  a 

di    ordinata     y=-^,    etc. 
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Altri  esercizii  in  coordinate  ortogonali. 

XIII.  Segato  un  fascio  (a  centro  fisso  V)  di  rette  con 
una  retta  fissa  xx\  determinare  il  luogo  geometrico  del 
punto  M  che  sopra  ciascuna  di  quelle  rette  dista  r  dal 
punto  C  d' incontro  della  medesima  colla  xx . 

Assunto  la  xd  per  asse  delle 
X  e  per  asse  delle  y  il  raggio 
vettore  VO  che  projetta.  ortogo- 
nalmente V  sopra  la   xx    posto 

OC=:a,  VO=t>  si  ha  per  equa- 
zione del  circolo  (di  centro  C  e  raggio  r)  {x — a)*-f-j/*=r*, 
della  retta  VC  aj/=v(a; — a),  ed  eliminando  la  a  (variabile 
da  retta  a  retta  del  fascio)  risulta  ir*j/'=(r* — j/*)(i/h-w)- 
per  equazione  del  luogo  geometrico  di  M.  È  una  curva  a 
due  rami  che  si  stendono  all'  infinito  ed  hanno  per  assintoto 
r  asse  della  x.  Chiamasi.  Concoide  di  Nicomede.  V  è  punto 
conjugato  quando  r<j),  come  nella  superiore  figura. 

Se  r>r?,  la  curva  presenta 
un    nodo    in    V,  e  V    è    punto  "^V^V' 

doppio.  (Òl 

Se  r=:v,  il  nodo  scompare  e 
vedesi  in  V  un  punto  di  regresso 

XIV.  Sopra  una  retta  di  un  fascio  a  centro  fisso  O 
si  tagli  un  semmento  0A:=2r  (costante),  si  costruisca  un 
circolo  di  diametro  OA  e  la  tangente  geometrica  di  esso 
per  A.  Un'  altra  retta  di  quel  fascio  sega  il  circolo  in  0, 
e  in  altro  punto  F,  e  la  tangente 
in  un  punto  T.  Determinare  il  m^ 
luogo  dal  punto  M  che  sopra  o 
ciascuna  retta   del    fascio   dista 

OM=FT=R    dal   centro  0   del 
fascio. 

Assunta  la  retta  OA  per  asse  delle  x,  e  la  tangente  in 
0  del  circolo  per  asse  delle  y,  detta  a  la  tangente  trigo- 
nometrica dell*  angolo  di  una  retta  del  fascio  coli'  asse  Ox 
(direzione  positiva)  si  avrà  il  punto  M   risultante   dall'  in* 
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fersezione  di  essa  inetta  {y=zax)    col  circolo  a?*-i-j/*=R*,  e 

R 
quindi  l'ascissa  ne   sarà     -/.--.:  .    La  proiezione  ortogo- 

_  R 

naie  di   FT   sopra  Tasse  Ox  sarà  pure  — t^z:^  .  ricircolo 

fisso  avrà  per  equazione  j/'-r-x'' — 2ra7=:0,  e  cosi    V  ascissa 

2r      *  2r  R 

del  punto  F  sarà  . ^ ,  e  pertanto    2r=z-    -5-^-73=.-— 

^  1-f-a"      ^  l-f-««     Vi -Ha' 

ossia  2a*rr=Rv  l-na*  .  Eliminando  da  questa  equazione  le 

variabili   a,    R  per  mezzo  delle  yzzax,   :i?'-i-y'=zR*   si  ot- 

x" 
tiene  y*=5 per  equazione  della  curva  descritta  da  M. 

La  curva  {Cissoide  di  Diocle)  è  simmetrica  rispetto  all'asse 
delle  a?,  ed  ha  per  assintoto  la  AT.  0  è  punto  di  regresso. 

XY.  Determinare  il  luogo  di  un  punto  M  pel  quale  il 
prodotto  delle  due  distanze  (raggi  vettori)  a  due  punti  fissi 
F,  F  ha  un  valore  a'  costante. 

Assunta  la  retta  per  F,  F'  com'asse 
delle  X,  e  la  bisegante  ortogonalmente 
il  semmento  FF=2c  per  asse  delle  y 
si  avrà 

(a?*-f-i/')*-H2o*(y*— .>r*)=a^— c< 

per  equazione  del  luogo  di  M. 

Quando  a=c  la  curva  {lemniscata  del  Bcrnoulli)  pre- 
sentasi nella  forma  della  cifra  arabica  otto,  consta  cioè  di 
dae  ovali  riunite  a  nodo  nel  punto  d'  origine  0.  Quando 
a<^c  le  due  ovali  {ovali  di  Cassini)  riescono  distinte. 
Quando  à^c  le  due  ovali  si  confondono  in  una  sola.  In 
ogni  caso  la  curva  è  simmetrica  rispetto  agli  assi  coordinati. 

XVI.  Fissato  una  retta  OA=a  in  un  fascio  a  centro 
fisso  0,  determinare  il  luogo  di  un  punto  M  tale  che  la 
projezione  ortogonale  di  OM  sopra  OA  abbia  con  a  il  rap- 

porto    -^ — 0  :   "-    ritenuto  6  Y  angolo  dei  due  raggi  vet- 
tori OÀ,  OM. 

12 
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Assunta  la  retta  per  0  e  per  A  come 
asse  delle  x  ed  una  Oy  ad  angolo  retto 
colla  Ox  si  avrà  il  punto  M  risultante 
dall'  intersezione  delle  due  rette 

TT— 20 
yz:zxtang^,    v — a =0  .        Eliminando    0   si   ottiene 

nx 
fj=:xcotang^  per  equazione  della  curva  luogo  di  M.    E 

simmetrica  rispetto  air  asse  Oy  ed  amette  due  assintoti 
paralleli  all'  asse  stesso,  e  ciascuno  distante  2a  dal  mede- 
simo. Era  detta  quadratrice  da  Dinostrato  perchè  la  giu- 
dicava utile  per  ottenere  la  quadratura  del  circolo. 

XVII.  Mentre  un  circolo   di  raggio 
costante  r  ruzzola  sopra  una  retta  fissa    -^  ^-^    >^  \      ,. 
Oa?,  un  punto  M  della  circonferenza  de-       ^'      \       \^ 
scrive  la  curva  cicloide  o  trocoide  che         o      o        o 
ha  infiniti  rami,  e  infiniti  punti  0,  0',  0", di  regresso. 

Ritenuto  asse  delle  x  la  retta  fissa  Ox,  e  asse  delle  // 
una  Oy  ortogonale  con  Ox  si  ha  per  l'ascissa  del  punto  M. 

x=iaroo{senz=:z) — z,    se    3;=z+V  2rj/ — j/*, 
e  quindi  la 

+V2ry-^*  =zsen{x±V2ry~.^) 

definisce  la  cicloide. 

Se  il  circolo  iMizzola  sopra  un  altro  circolo  fisso  od 
altra  curva  il  punto  M  descrive  una  epicicloide.  Un'  altra 
specie  di  cicloide  si  ha  dal  supporre  il  punto  M  nell'  in- 
terno del  circolo  mobile. 

17.  1.*  L'  equazione 

yz=cuxf^'^bx^^-^  -f-  .  .  .  .  -¥-tx~^u  , 

dove  a,  6,  ....  ^,  M  reali  e  m  esponente  intero  e  posi- 
tivo, e  X,  y  coordinate  di  un  punto  sopra  di  uu  piano  ri- 
spetto a  due  assi  Cartesiani  0^,  0?/,  ha  per  luogo  geome- 
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frico  una  curva  (parabolica)  indefinita  ondulata  che  taglia 
Tasse  Ox  tante  volte  quante  radici  reali  ha  il  polinomio 
ax*^'¥'bx"^-^  -H  .  .  .  .  -^tx-^u  ,  cioè  quanti  vi  sono  valori 
che  me:$si  in  vece  di  x  mandano  a  zero  il  polinomio  me- 
desimo. 

Se  è  e  — k  sono  due  valori  che  messi  per  x  rendano 
il  valore  assoluto  di  ax"^  maggiore  del  valore  assoluto 
della  somma  dei  termini  6a?^— ^  -*-....  -i-to'-i-w,  le  inter- 
sezioni della  curva  con  Ox  accadranno  nell'  intervallo  che 
si  ha  da  xz=, — k  a  x-zzk. 

Variando  poi  x  da  —k  a  — oc,  e  da  -^k  a  -hoc,  il 
modulo  della  y  andrà  sempre  crescendo,  e  quindi  la  curva 
s'  allontanerà  continuamente  dall'  asse  0./;  da  una  parte  e 
dalP  altra  di  quell*  intervallo. 

La  curva  non  potrà  risultare  indipendente  dall'  asse  Ox 
che  nel  caso  in  cui  siano  tutte  immaginarie  le  m  radici  del 
polinomio  aa^^-^-bx^^-'^  -h  .  .  .  .  -r-w  .  Tali  radici  poi  non 
possono  essere  tutte  immaginarie  se  non  quando  si  abbia 
m  pari  ed  a  dello  stesso  segno  di  w.  (C.  A.  R.  §  XII,  n."*  IO). 

Se  per  esempio 

Per  a;=0,  j/=2.  Crescendo  x  da  zero  all'  infinito  ij 
ci-esce  da  2  all'  infinito.  Variando  x  da  zero  a  — l,  y  de- 
cresce da  2  a  1,  e  variando  x  da  — 1  a  — oc,  y  cresce 
da  1  a  c>r. 

Altro  esempio  a 

y=x^-2x'-x^2  J  ^  \  H  i 


Per  ^=0,  ?/=2=0A.  Per  j:,=1=0B,  y=0.  Per 
^=2=0C,  ?/=0.  Crescendo  a;  da  2  a  e»,  y  pur  cresce 
da  zero  a  oo.  Per  x-=. — I=OD,  j/=0.  Variando  x 
da  — 1  a  — co,    y  varia  da  zero  a  — oo. 

Z?  Si  può  costruire  la  parabolica 
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evitando  le  operazioni  di  moltiplica  x,x,  x^jx^  oc^.x,  etc. 
Lx,  r,x^  e  le  somme  o  sottrazioni  dei  risultati  w,  Ur, 
ra?*,  etc.  o  a  dir  meglio  operando  tali  calcoli  con  metodo 
puramente  grafico. 

Indicheremo  il  metodo  per  mi=4  che  per  facile  indu- 
zione si  potrà  poi  estendere  ai  casi  di  m=i2,  3,  5, ,  m. 

Scriviamo  pertanto 

y=:ax*'^bx^'^cj'^-^djf^-^e  . 

Costrutti  due  assi  Ax,  Aj/ 
dì  origine  A  ed  ortogonali  fra 
loro  si  tagli  suU'  asse  Ay  un 
semmento  lA  proporzionale  ad 
a  (si  può  ritenere  a  positiva  e 
adottare  lA  come  unità  di  misu- 
ra nelle  successive  costruzioni), 
e  quindi  si  costruisca  una  spez- 
zata lABCDE  rettangolare  tale 
che  la  lunghezza  dei  successivi 
lati  AB,  BC,  CD,  DE  di  essa  siano  rispettivamente  propor- 
zionali alle  6,  e,  d,  e,  ritenuto  che  i  lati  lA,  AB,  BC, 
CD,  DE  abbiano  a  rappresentare  le  a,  b,  e,  rf,  e  in  valore 
e  in  segno.  Cosi  la  AB  dovrà  rappresentare  un  valore 
positivo  o  negativo  a  seconda  del  segno  della  b  mentn» 
BA  dovrà  rappresentare  — b.  Similmente  dovrà  ritenersi 
BC=c  e  CB=-c,  CD=d  e  DC=— rf,  DE=e  e  ED=— r\ 
Si  deve  pur  ritenere  che  il  lato  BC  sia  stato  costrutto 
procedendo  da  B  nel  senso  lAy  se  a  e  e  di  segno  contra- 
rio, e  costrutto  invece  nel  senso  opposto  (come  nella  figura) 
cioè  nel  senso  Ay  se  a  e  e  dello  stesso  segno.  Similmente 
che  CD  sia  stato  costrutto  procedendo  da  C  nello  stesso 
senso  di  AB  cioè  nel  senso  Ax  se  6  e  (/  di  segno  opposto, 
e  costrutto  invece  nel  senso  opposto  cioè  nel  senso  Ax 
(come  nella  figura)  se  b  e  d  dello  stesso  segno.  Analoga- 
mente DE  deve  ritenersi  costrutta  procedendo  da  D  nello 
stesso  senso  di  BC  (senso  Ay)  o  nel  senso   opposto   (senso 


Digitized  by  VjOOQ  IC 


—  181  — 

Al/  come  nella  figura)  secondochè  e  oA  e   siano  di   segno 
opposto  o  delio  stesso  segno. 

HA 

Fissato  un  valore  alla  x  come     0;=^=^  (*)  sì  inscriva 

nella    spezzata    lABCDE    un    altra    spezzata    rettangolare 
IHKLT.  Risulterà  in  valore  e  segno 

ritenuto  TE  dello  stesso  segno  od  opposto  di   ^  a  seconda 
che  TE  avrà  il  senso  DE  oppure  ED- 
Dai  triangoli  simili 

lAH,    HBK,    KCL,    LDT 

deducesi 

IA_HB_KC_LD_  1 
HA""KB~LC""TD"""^  * 

Si  hanno  poi  le  eguaglianze. 

HB=HA->-AB=HA-f-&  , 

KC=KB-f-BC=KB-HC  , 

LDz=LC-f-CD=LC-f-d  , 

TE=TD-HDE=TD-f-e  , 

ossia 

EB=ax+b  , 

KC=:a?.HB-HC=aa?*-f-&a?-f-(?  , 

LD=a?.KC-Hrfi=:a.r-''-f-&ic?*-f-(7a?-f-d  , 

TE=a?.LD-f-(?=aa?*-H6ir^-HCJ7*-f-cte-f-c  . 

Pertanto  costrutta  AH,=HA  e  H,M=TE  (parallela  al- 
r  asse  Ay)  si  avrà  in  M  un  punto  della  parabolica. 


(*)  HA  si  deve  ritenere  dello  stesso  segno  di  AB=b  o  di  segno 
opposto  a  seconda  che  HA  avrà  il  senso  AB  0  BA,  cioè  a  seconda 
che  H  sarà  notato  a  destra  di  A  0  a  sinistra. 
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Mutando  la  posizione  di  H  sulla  Ax,  ripetendo  la  co- 
struzione della  spezzata  IHKLT  si  otterranno  altre  coppie  di 
coordinate  e  in  corrispondenza  altri  punti  della  Parabolica. 

Se  dovesse  in  una  di  tale  costruzioni   riescire   T    coin- 

HA 
cidente  con  E,  allora  per      xz^z—r^zEA 

sarà  ax*-^bx^-^cx'^-^dw-^e:=zO  . 

Di  qui  s'  argomenta  un  metodo  per  determinare  grafi- 
camente le  radici  di  un'  equazione  ax'^-hbx"^^^  -f- -i-w:=0, 

cioè  di  risoluzione  grafica  di  un'  equazione  ad  un'  incognita, 
il  quale  per  equazione  di  grado  secondo  come  (ZX^-^bx-^czzzO 
(nel  qual  caso  la  prima  spezzata  lÀB....  ha  solo  tre  Iati 
lA,  AB,  BC  e  1'  altra  IH....  solo  due  IH,  HK)  consisterà 
nel  costruire  un  circolo  di  diametro  IC  notando  i  punti 
d' incontro  H  di  esso  colla  AB,  e  per  equazione  di  grado 
superiore  consisterà  in  una  serie  di  tentativi  che  portino 
air  iscrizione  in  una  spezzata  rettangolare  di  m-i-l  lati  di 
un'  altra  di  m  lati  pur  rettangolare  per  modo  che  le  due 
spezzate  abbiano  lo  stesso  punto  finale  (*). 

La  parabolica  stessa  costrutta  con  molta  approssimazione 
potrà  valere  alla  risoluzione  grafica  dell'  equazione. 

3.**  L'  equazione  della  parabolica  yrzax^^-h- che  pos- 
segga gli  mn-l  punti    (x^  ,  j/,),    (x\  ,  j/,) ,  {Xm  ,  Vm)  è 

traducibile  (C.  A.  R.  §  XVIII,  n.*'  9,  formula  di  Lagrangia) 
nella  forma 

_       ((-^^  —X^){X—X^) {X—Xp^i){x—Xp^i)...„...{x—Xfn)      } 

^^  ^  \{j^^p—CC^){0^p—X,).,.,{Xp~Xp^l){Xp—Xp^l^^^^^ 

dove  si  ritenga  p  variabile  da  0  a  m  inclusivamente. 

Se  le  ascisse  degli  m-i-1  punti  fossero  in  progressione 
aritmetica,  e  cioè  si  avesse  x^izzXq-^-Ii,  x^zzx^-^h,  etc,  si 
poti'ebbe  per  mezzo  della  formola  Newtoniana  (C.  A.  R. 
§  VIII)  scrivere 


(')  Vedi  Metodo  di  Lill  accennato  da  Cremona  Calcolo   grafico 
pag.  50. 
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ir— a7„ 


y=y.-»- 


-^y.- 


per  equazione  della  parabolica. 

In  ogni  caso  poi  è  lecito   esprimere   1'  equazione  della 
parabolica  nella  forma 


y 

Vo 


jiSn        /Tr»lll— 1 


X, 


m     ,».  m— l 


0?; 


.r, 


X 


ym      OC^    X^ 


i— 1 


co„ 


1 


=0      (P). 


4/  Determinare  1*  equazione  di  una  curva  disegnata  ad 
arbitrio  sopra  di  un  piano. 

Riferita  la  curva  a  due  assi  0^:*,  Oy  si  segnano  w-r-l 
punti  della  stessa  (rimarchevoli  e  vicini  fra  loro  al  possi- 
bile) determinandone  le  coordinate.  Se  queste  coordinate 
siano  {x^ ,  y^),  (x, ,  y^),  .  .  .  ,  (j?m  ,  ym)  si  potrà  ritenere 
che  la  (P)  rappresenti  la  proposta  arbitraria  curva,  con  un 
grado  di  approssimazione  ^tanto  più  grande  quanto  più  lo 
sia  il  numero  m-nl  dei  detti  punti  e  quanto  più  siano  vi- 
cini fra  loro. 

Infinite  altre  equazioni  razionali  intere,  irrazionali,  tra- 
scendenti, etc.  potrebbero  stabilirsi  per  rappresentare  ap- 
prossimativamente la  detta  curva,  ma  il  più  spesso  tornerà 
utile  preferire  la  (P),  e  cioè  sostituire  una  parabolica  alla 
ripetuta  curva. 

S.""  L'  equazione 


a^y^~^a^o[?y**^-'^  -^a^x^y^ 


n«flim-2 . 


.-f-am-i  a?^~^  y-f-a^rr^riO 


(dove  m  intero  e  positivo,  a^ ,  a,  ,  .  .  .  reali,  e   a?,  t/  si- 
guificano  coordinate  di  un  punto  rispetto  a  due  assi  Car- 
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tesiani  Ox,  Oy)  rappresenta  un  fascio  di  rette  sul  piano 
xOy  che  ha  per  centro  0  poiché  V  equazione  risulta  iden- 
ticamente eguale  ad 

^o(y—^)(y—M{y—r'p) . .  . .  =o , 

e  quindi  equivale  al  complesso  delle  m  equazioni  lineari 
y=(xx,    y=^,    y=r^,    etc. 

Due  0  quattro  etc.  di  tali  rette  (anche  m,  se  w  è  pari) 
possono  essere  immaginarie  ma  tutte  hanno  il  punto  reale 
0.  Tutto  ciò  in  accordo  colle  osservazioni  altra  volta  (§  II, 
n.**  5,  S.**)  esposte. 

18.  l.""  Un'equazione  algebrica  razionale  intera  a  due 
variabili  x,  y  di  grado  m  espressa  nella  sua  forma  più 
generale  si  presenta  come  un  aggregato  di  m  binarie  (fun- 
zioni omogenee  di  due  variabili)  di  gradi  m,  m — 1, ,  2,  1 

e  di  un  termine  indipendente  da  a?  e  j/  (C.  A.  R  §  XV). 

Cosi  posto 

Vp=apX^'^bpXP''hj-^CpX^-^y^'^.  .  .  .-^rpxy^'^^Spy^  , 

ritenuto  przm,  m — I, ,  2,  1,  0,  e  v^  indipendente    da  a: 

e  2/)  la  proposta  equazione  sarà  esprimibile  colla  notazione 
y^  Vp=:0,  0  colla  più  dettagliata  Vm-t-^m-i  -^...-^v^-^v^zziO. 

m,...,0 

Se  la  d?  e  2/  si  riferiscono  ad  una  z,  V  equazione  diviene 
omogenea,  e  indicabile  colla  notazione    2  Vp«"*~^=0  ,    o 

m,...,0 

colla 

Il  luogo  geometrico  di  ossa  (guardate  a?,  y  come  coor- 
dinate puntali)  si  dirà  una  linea  d'  ordine  m  perchè  avrà 
comuni  m  punti  (reali,  immaginari,  etc.)  con  una  retta. 

Il  numero  dei  termini  della  stessa  è 

(m-f-2)(mH-l) 

7W-Hl-f-m-f-    ....    -1-2-1-1  = ^r , 
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e  la  linea  corrispondente  è  determinata  da 

(m-H2)  (?n-f-l)  wj(m-f-3) 

1=:^ — -  —     condizioni. 

m(m-i-3) 
Cosi  si  può  dire  che  in  generale  occorrono 

punti  per  individuare  una  linea  (luogo  geometrico)  d*  or- 
dine m.  Tali  punti  individueranno  effettivamente  la  linea 
se  le  loro  coordinate  sostituite   a   vece   di    x    e   y    nella 

V  Vp=:0    daranno  luogo  a  — L  condizioni,  od  equa- 

m,...,0  2 

zioni  che  dir  vogliasi,  fra  loro  indipendenti. 

Due  linee      2  Vi>=0,       ^S  ^^'p=0    ^'  ordine  m  Tuna, 

fn,...,0  n,....,0 

n  r  altra  sostenute  dallo  stesso  piano  hanno  comuni  (C. 
A.  R.  §  XV,  n."  8)  mn  punti. 

Se  per  particolari  valori  dei  coef&cienti  delle  due  equa- 
zioni avvenga  che  le  slesse  abbiano  più  di  mn  soluzioni 
comuni  allora  quella  di  maggior  grado  conterrà  come  fat- 
tore r  altra,  e  si  potrà  dii*e  rappresentante  di  duo  curve 
una  di  ordine  m   (w>n),  e  1*  altra  di  ordine  m — n. 

Se       ^  VpZizUhUk  ....  Mi=0 

m,...,0 

(ma  ,  Mjfe  ,  .  .  ,  M/  funzioni  di  gradi  h,  k,  ,  ,  ^  t  rispetto 
a  a?  e  y,  e  A-hA-h  ....  -f-/=m),  V  equazione  avrà  per 
luogo  un  complesso  di  linee  w/*=0,  Wa=0,  etc. 

Cosi  Ih  discussione   completa   della   equazione  generale 
^  i?p=0    porterebbe  alla  considerazione   delle   linee   di 

m,...,0 

tutti  gli  ordini  inferiori  a  m. 

2.*  Ponendo  x=a  neìV  equazione     2  ^^=0    si  otterrà 

m,...,0 

un  equazione  di  grado  m  in  //  che  risoluta  rispetto  ad  y 
farà  conoscere  gli  m  punti  della  linea  sopra  la  retta  a?=a, 
e  cioè  le  ordinate  y  di  tali  punti.  Facendo  poi  variare  a 
si  otterranno  altri  m  valori    di   y^   etc.   Costruendo  man 
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mano  i  punti  reali  indicati  dal  calcolo  si  potrà  stabilire 
poi  una  linea  continua  e  porgere  un  concetto  sufficiente 
della  forma  di  essa. 

Le  radici  reali  dell*  equazione  in  y  risultante  dal  porre 
x^za  sì  potranno  costruire  (determinare)  col  metodo  indi- 
cato per  la  parabolica  (n.*  17,  2.*). 

La  Vm=0  darà  la  direzione  degli  m  punti  ali*  infinito 
della  linea. 

Invero  consideriamo  quest'equazione  nella  forma  omo- 
genea Vm-^zVm-A-^  ....  '^z'^i\'=,0   (coordinate  omogenee). 

Per  ;5=0  riducesi  a  t?m=0,  ossia    (il'^h^x)(y'¥-h^x) 

(i/->-Am^)=0,  cosi  gli  m  punti  che  la  linea  (luogo  dell'  e- 
quazione)  ha  comuni  colla  retta  all'  infinito  sono  quelli 
all'infinito  delle  rette  j/-f-h,ir=0,  y-¥-h^x=0,,..,,  2/-f-Aw^=0. 

Per  la  conica  ax^-¥-2hmj'¥-by^-^2gx-¥-2fy'¥-c:=tì  abbiamo 
appunto  veduto  (n.°  13)  che  la  direzione  dei  due  punti 
(della  conica)  all'  infinito  è  data  dalla  ad:?*-H2Airj/-H&j/*=0. 

La  nozione  degli  assintoti  può  giovare  pel  disegno  della 
linea. 

In  proposito  osserviamo  dapprima  che  se  1'  equazione 
di  una  linea  d'  ordine  m  sia  traducibile  nella  forma 

«!«, a„»-H^*U=0 

(«j  ,  a, ,....,  am  ,  P  funzioni  lineari  di  a?  e  y)  si  può 
ritenere  che  ciascuna  delle  m  rette  «1=0,  «^=0,  .  .  .  .  , 
am=0  sega  la  linea  in  due  punti  coincidenti  in  un  solo 
appartenente  alla  retta  p=0,  e  cioè  che  le  rette  «^1=0, 
a,=0,  .  .  .  .  ,  oiim^=^0  sono  tangenti  della  linea  proposta 
rispettivamente  nei  punti  in  cui  essa  è  incontrata  dalla 
retta  p=0  C). 


(•)  €  Siccome  1*  equazione  aj  «^  .  ,  .  .  otni=0  rappresenta  un 
€  luogo  geometrico  d*  ordine  m  che  deve  avere  m*  punti  comuni 
«  colla  linea  proposta  così  le  dette  m  tangenti  oltre  i  detti  punti  di 
e  contatto  sopra  la  retta  doppia  ^*zzO  avranno  colla  linea  proposta 
€  comuni  altri  nì{m — 2)  punti  siti  sopra  una  linea  Ur:iO  di  ordine  m«— 2. 
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Poscia  avvertiamo  che  sì  possono  determinare  m  valori 
^1  >  ^2  «  •  •  •  •  1  ^m  tali  che  la  equazione 

(j/H-A^J7-f-Ai3)(j/H-A2.r-f-A,s)  ....  — 5'U=rO 

risulti  identica  alla  ??m->-^»m-i-+-  ....  -•-2**»v^j=0  ,  e  come 
perciò  la  linea  d*  ordine  m  abbia  in  generale  per  assintoti 
le  m  rette  i/-HAja;-i-A,3=0,  2/-f-A,rp-f-Aj2;=0,  etc. 

La  costruzione  degli  assintoti  reali  gioverà  (ripetesi)  a 
meglio  definire  V  andamento  della  curva. 

Se  h^zzh^  la  retta  all'  infinito  è  tangente  della  curva, 
se  \^zh^z=Lh^  un  punto  all'  infinito  è  triplo  (ivi  sì  ha  un 
inflessione),  etc. 

Se  neir  equazione     2  ^i»=0    manca  il  termine  in  j/^, 

w,...,0 

r  asse  delle  y  passa  per  un  punto  della  curva  all'  infinito, 
e  mediante  un*  equazione  di  grado  m — 1  vengono  determi- 
nati gli  altri  m—I  punti  della  curva  sull*  asse  delle  y.  Se 
pur  mancasse  nella  detta  equazione  il  termine  in  2/*"'"\ 
r  asse  delle  y  sarebbe  un  assintoto.  etc. 

19.  Coordinate  polari  in  piano,  e  spirali. 

Un  punto  M  di  un  piano  riesce  determinato  dalla  sua 
distanza  PM=r  (raggio  vettore)  da  un  punto  fisso  P  (polo) 
e  dall'  angolo  0  che  il  raggio  vettore  forma  con  una  retta 
(asse)  fissa  PK  (direzioni  positive). 

Le  coordinate  polari  7',  0  riescono  utili  più  che  altre 
specialmente  nel  caso  che  sia  richiesta  1'  equazione  di  una 
curra  spirale. 

l.'*  Una  retta  PM=r  ruota  attorno    un   punto   fisso   P 
allungandosi  man  mano  e   proporziona- 
tamente al  viaggio  angolare  0.  La  spi- 
rale descritta  da  M   sarà   definita   dal- 
l'equazione  r=zM    {h  costante). 


«  Vedremo  più  avanti  il  metodo  a  tenersi  per  rappresentare  con 
<  equazione  la  tangente  della  linea  in  un  punto  qualunque  di  essa, 
«  e  come  in  generale  le  tangenti  possono  essere  di  ausilio  per  meglio 
€  definire  1*  andamento  di  una  curva  ». 
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Sebbene  rinvenuta  da  Conone  questa  spirale  dìcesi  d'Ar- 
chimede che  primo  la  studiò. 

2.*  Spirale  iperbolica.  Ha  per  equazione  rOzrc?  (e*  costante). 

Ha  per  assintoto    una   parallela   al- 
l' asse  (distante  e  da  esso)  e  gira  con-  !  | 

tinuamente  attorno  al  polo  P  senza  mai  "^  /  ' 
giungervi.  /   | 

3."  Spirale  Parabolica. 

È  rappresentata  da  un  equazione  rzzclb v  jjO  (c,  p 
costanti  ). 

4.**  Spirale  logaritmica. 

Sua  equazione  G=iogrr  oppure  rzza  (  a  base  dei  lo- 
garitmi ). 

La  Spirale  logaritmica  può  fare  ufficio  di  tavola  dei 
logaritmi. 

La  sua  costruzione  per  punti- riesce  agevole. 

Si  dispongano  (*)  due 
rette  Pa,  P&  ad  angolo  àPh 
piccolissimo.  Fissato  il  pun- 
to a  sulla  prima,  e  b  sul- 
r  altra  si  può  ritenere  il 
triangolo  Vdb  come  un  tri- 
angolo formato  da  due 
raggi  vettori  della  spirale 
e  da  un  archetto  piccolis- 
simo della  medesima.  Si  segni  la  retta  ab  poi  una  retta 
bc  per  modo  che  angolo  PJc  risulti  eguale  all'  angolo  PflJ, 
e  poi    la    ed    parallela   ad    ab   e  poi  la  de  parallela  alla 

bc,  etc,  insomma  si  disegni  la   spezzata  abcdefg in 

modo  che  i  lati  riescano  paralleli  ed  antiparalleli  ad  ah. 
Si  otterranno  tanti  triangoli  elementari  Ptìrft,  P6c,  Pfrf, 
etc.  ■  simili    fra  loro  e  sarà 


(')  Cremona  saddetto.  Calcolo  grafico. 
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Pa^Pb^Pc      Pd__  ^ 

P6  "  Pc  ~  P7i"  p7"  •-••—?» 

e  cioè  ciascuno  dei  raggi  Pa,  P&,  Pc\  etc.  sarà  medio 
proporzionale  tra  il  precedente  e  il  susseguente. 

Disegnato  pertanto  un  fascio  di  raggi  PA=iPa,  PBziPft, 
PC=Pc,  etc.  per  modo  che  V  angolo  di  due  raggi  succ(»s- 
sivi  sia  costantemente  eguale  ali*  angolo  aPb  si  congiun- 
gono a  mano  libera  i  punti  A,  H,  C,  .  .  .  .  mediante  curva 
che  risulterà  tanto  più  approssimata  alla  ()=zLogr  quanto 
più  piccolo  sarà  stato  preso  V  angolo  aPb. 

Si  potrà  anche  disegnare  degli  archetti   AB,  BC,  CD 

«li  circolo  tali  che  ciascuno  abbia  il  centro  (centro  di  cur- 
vatura) nel  punto  d*  incontro  della  retta  che  bisega  orto- 
gonalmente la  corda  sottesa  dall'  archetto  colla  retta  bise- 
gante  V  angolo  supplementare  delT  angolo  dei  raggi  vettori 
degli  estremi  dell*  archetto.  Se  i  punti  A,  B,  C, si  ap- 
prossimano fra  loro,  si  approssimano  pure  fra  loro  i  centri 
di  curvatura  degli  archetti  AB,  BC,  etc.  dando  luogo  ad 
una  curva  (curva  dei  centri  di  curvatura  della  spirale  od 
anche  dei  circoli  osculatori  della  spirale)  che  si  suole  chia- 
mare evoluta  della  spirale.  Così  chiamasi  poiché  se  si  ad- 
dossa un  filo  alla  evoluta  e  poi  lo  si  stacca  da  ossa  in 
modo  continuo  e  tenendo  teso  in  linea  retta  il  tratto  stac- 
cato, V  estremo  del  filo  descrivo  la  spirale.  Questa  a  sua 
volta  si  dice  evolvente. 
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§iv. 

Problemi  nello  spazio  pantef^gialo  —  Equazioni  in  coordinaie 
puntali  Cartesiane  di  superficie  e  di  lince  —  Coordinate  baricentriche 
nello  spazio  —  Rette  e  piani  —  Superficie  cilindriche,  coniche»  di 
rivoluzione  —  Toro  —  Conoidale  —  Elissoide,  Iperboloide,  Parabo- 
loide e  loro  piani  diametrali  e  superficie  assintotiche  —  Luoghi  di- 
versi —  L'  equazione  generale  di  2.®  grado  a  tre  variabili  —  Qua- 
drica  per  nove  punti  —  Caso  della  sfera. 

1.  1.*  Uu  problema  relativo  alla  determinazione  di  un 
punto  nello  spazio  punteggiato  ammetterà  un  numero  finito 
di  soluzioni  tuttavoltsi  che  le  condizioni  del  medesimo  pos- 
sano dar  luogo  a  tre  equazioni  distinte  tra  le  coordinate 
^'>  y»  ^  (*)  ^®^  punto  quali  f(x^  y,  2)=0,  F{x,  y,  z)z=:0, 
(p{x\  2/,  z)=0. 

Quante  terne  di  valori  di  x,  y,  z  saranno  deducìbili 
dalle  tre  equazioni,  altrettanti  saranno  i  punti  di  soluzione. 

Il  problema  ammetterà  un  infinità  di  soluzioni  quando 
non  sia  traducibile  che  in  una  o  due  equazioni  in  x^  t/,  z. 

I  punti  di  soluzione  individuano  in  generale  una  super- 
ficie di  certo  genere  quando  si  ha  una  sola  equazione,  una 
linea  quando  due,  uno  o  più  punti  dello  spazio  quando  tre. 

a)  L*  equazione  f{x,  y,  2)=0  porge  zzz^{x^  y).  Posto 
^•=a=OH,  i/m&zzHP  (fig.  pag.  11)  risulta  ;2;=^(a,  &)=PM. 
Facendo  ora  variare  .r  e  j/  in  modo  continuo,  la  PM    va- 


(*)  In  questo  i  riterremo  sempre  che  i  simboli  x,  y,  z   rappresene 
tino  coordinate  puntali  Cartesiane, 
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riera  di  posto  e  di  lunghezza  mantenendosi  sempre  parallela 
air  asse  0^,  e  intanto  il  punto  M  descriverà  una  super- 
ficie. Se  accada  che  la  z=^(j;,  y,)  presenti  due  o  più  va- 
lori in  corrispondenza  di  ciascuna  coppia  di  valori  di  x  e 
y,  bisognerà  costruire  sulla  retta  CM  altrettanti  punti 
M,  M',  M",  etc.  i  qualj  al  variare  di  x  e  //  andranno  de- 
scrivendo altrettante  falde  della  superficie. 

In  generale  e  in  conformità  di  quanto  altre  volte  è 
stato  avvertito  diremo  che  un'  equazione  a  tre  coordinate 
puntali  variabili  ha  per  luogo  geometrico  una  superficie, 
come  invei^'samente  diremo  che  una  superficie  proposta  è 
rappresentabile  con  un'  equazione  a  tre  coordinate  puntali. 
Abbiamo  già  dato  altrove  notizia  delle  superficie  più  semplici 
(§  li,  n.''  9,  10,  13,  equazioni  del  piano,  della  sfera,  etc). 

Anche  quando  .r,  //»  z  significhino  coordinate  di    piano 

I     il  luogo  di  un'  equazione  f(Xy  y,  z)z=:0  si  dirà  una  superficie 

(superficie-inviluppo),  ma  di  ciò  più  oltre  a  miglior  posto. 

b)  Due  equazioni  f{x,  y,  ^)=0,  F(»/%  j/,  :2;)=0  avranno 
per  luogo  geometrico  comune  la  linea  curva  o  retta  inter- 
sezione delle  due  superficie  rappresentato  dalle  due  equa- 
zioni, poiché  i  valori  di  x,  y,  z  che  soddisfano  contempo- 
raneamente alle  due  equazioni  appartengono  a  punti  comuni 
alle  due  superficie. 

In  generale  adunque  si  dirà  che  due   equazioni    a   tre 
I     coordinate  puntali   J7,  y,  z   individuano    nello   spazio   una 
linea,  e  ch9  inversamente  una  linea  dello  spazio  è  rappre- 
sentabile per  mezzo  di  due   delle   equazioni    delle    infinite 
superficie  delle  quali  essa  linea  è  1'  intersezione. 

La  linea  sarà  qualificata  piana  o  gobba  (a  doppia  cur- 
vatura) secondochè  potrà  tutta  giacere  o  no  in  uno  stesso 
!     piano. 

e)   Tre    equazioni    t\x ,   y ,    2)=0,      F{x ,    y ,   z)=0, 
9(07 ,  «/ ,  z)=z    coesistendo  definiscono  una  o  più    terne   di 
''     valori  di  x,  y,  z  e  quindi  altrettanti  punti  dello  spazio. 

Diremo  in  generale  che  tre  superficie  hanno  comuni 
[  uno  0  più  punti  d' intersezione  reali  o  immaginarli,  o  etc. 
I         V  Eliminando  z  tra  le  due  equazioni   /"{x ,  y ,  z)z=0, 
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F(a7,  j/,  3)=:0  di  una  linea  dello  spazio  si  otterrà  una 
'|(:r7,  2/)=0  la  quale  rappresenterà  la  superficie  cilindrica 
projettante  la  linea  sul  piano  coordinato  rr//,  cioè  avente 
le  generatrici  parallele  all'  asse  Oz  (*). 

L'  intersezione  della  detta  superficie  cilindrica  col  piano 
xy  cioè  la  projezione  della  linea  sul  piano  stesso,  sarà  de- 
finita dalle  due  equazioni  ^(v,y)zzO,    z=iO. 

Similmente  eliminando  y  fra  le  due  equazioni  si  otterrà 
un  'Il  (^»  z)zrO  a  dirsi  equazione  del  cilindro  projettante 
la  linea  sul  piano  :rz. 

Le  due  equazioni  '|,(./\  2;)=zO,  //rzO  rapqresenteranno  la 
projezione  della  linea  sul  piano  xz. 

Eliminando  x  fra  le  due  equazioni  si  avi'à  una 
'p^{y,z)^zO  per  equazione  del  cilindro  projettante  la  linea 
sul  piano  yz.  Le  equazioni  ^^{y^  z)=0,  ./;=0  saranno  quelle 
della  projezione,  dalla  linea  sul  piano  yz. 

Due  delle  tre  equazioni  rappresentanti  i  cilindri  pro- 
jettanti  la  linea  sui  piani  coordinati  definiscono  la  linea,  e 
saranno  sostituibili  alle  due  f{x^  y,  z)zzO  ,  F(r,  j/,  ;5)=0 
proposte. 

Se  la  linea  intersezione  delle  due  superficie  /'{x,y,z)i=zO, 
F(x,y,z)z:zO  sarà  una  retta  V  accennato  calcolo  di  elimina- 
zione condurrà  a  tre  equazioni  della  forma  ct^-^by-^czizO, 
a^x-^b^z-^c^-^O,  a^y^b^z-^c^^iO  che  saranno  dette  e- 
quazioni  dei  piani  projettanti  la  retta  sui  coordinati.  Le 
equazioni  a.r?-i-&j/-f-c?=0,  ^=0  rappresenteranno  la  proje- 
zione della  retta  sul  piano  xy,  etc. 

3.**  Una  superficie  cilindrica  avente  la  generatrice  pa- 
rallela ad  un  asse  cooi'dinato  come  Oz  sarà  in  generale 
rappresentabile  con  queir  equazione  a  due  variabili 
(p{x,  2/)=0  che  associata  alla  zzzO  definisce  la  curva  base 
(direttrice)  del  cilindro  sul  piano   xy;    poiché    V  equazione 


(')  Si  tenga  presente  che  la  superfìcie  cilindrica  è  generata  da 
una  retta  mobile  che  lambe  una  linea  lissa  mantenendo  continua* 
mente  la  stessa  direzione. 
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9(ir,  y)=0  s*  adatta  a  qualunque  punto  di  una  retta  paral- 
lela ad  Oz  che  incontri  il  piano  xy  in  un  punto  le  di  cui 
coordinate  x,  y  soddisfino  alle  stessa  9(j?,  t/)=0. 

Cosi  la  yzz.ax'^b  rappresenta  un  piano  parallelo  al- 
l' asse  Oz,  la  xz^a'z-^b'  un  piano  parallelo  all'  asse  Oy, 
la  y-zzal'Z'^V*  un  piano  parallelo  all'asse  Ox,  la  j?*-i-j/*=ir* 
un  cilindro  a  base  circolare  od  elittica  a  seconda  che  gli 
assi  Ojp,  Oy  siano  fra  loro  ortogonali  od  obbliqui,  la 
x^z=Zpz  un  cilindro  avente  per  base  sul  piano  xz  una 
parabola,  la 

un  cilindro  avente  per  base  sul  piano  xOy  una  conica,  etc. 

4/  Le  superficie  algebriche  come  le  curve  piane  alge- 
briche si  classificano  secondo  il  grado  delle  loro  equazioni. 
Così  si  dirà  di  ordine  m  la  superficie  di  cui  1'  equazione 
sia  di  grado  m,  il  qual  ordine  poi  non  ò  altro  che  il  nu- 
mero de'  punti  in  cui  la  superficie  è  incontrata  da  una 
retta  qualunque  Invero  trattando  come  coesistenti  l'equa- 
zione della  superficie,  e  le  due  (  equazioni  di  due  piani  ) 
della  retta  si  avranno  my^ly^lzzm  soluzioni.  È  pur  ma- 
nifesto che  una  superficie  d'  ordine  m  ò  segata  da  un  piano 
qualunque  secondo  una  linea  d'  ordine  m. 

ò*  Una  curva  dello  spazio  si  classifica  a  seconda  dei 
pnnti  d' incontro  di  essa  con  un  piano.  Cosi  se  una  delle 
equazioni  della  curva  è  di  grado  m  1'  altra  di  grado  n, 
la  curva  dicesi  d'  ordine  mn,  perchè  le  superficie  rappre- 
sentate dalle  due  equazioni  sono  segate  da  un  piano  se- 
condo due  curve  di  ordini  m,  n  rispettivamente,  e  queste 
due  curve  s' incontrano  in  mn  punti. 

6.**  Tre  superficie  di  ordini  rispettivi  m,  n,  p  s' incon- 
trano (C.  A.  R.  §  XV,  n.^   11,  12)  in  mnp  punti. 

7.^  Un'  equazione  x — a=zO  rappresenta  un  piano  paral- 
lelo al  piano  coordinato  yz.  Un'  equazione 

13 
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rappresenta  m  piani  paratieli  al  piano  yz,  piani  tutti  reali 
o  tutti  immaginarli  o  parte  reali  parte  immaginarii. 

In  generale  un'  equazione  di  grado  m  ad  una  sola  va- 
riabile rappresenta  m  piani  paralleli  ad  uno  dei  tre  coor- 
dinati. 

2.  1.**  Siano  A  (a?,  ,  y^  ,  z,),  B  (a?,,  j/j ,  z^)  due  punti 
dello  spazio  e  M  (a?,  j/,  z)  un  terzo  punto  in  linea  rettii 
coi  precedenti.  Indicato  con  min  il  rapporto  dei  due  sem- 
menti  MA  BM  (distanze  di  M  da  A  e  da  B)  sarà  indicabile 
colla  stessa  notazione  il  rapporto  delle  proiezioni  dei  due 
semmenti  sopra  un'  asse  (projezioni  secondo  il  piano  degli 
altri  due)  e  cioè  si  avrà 


x* — u\ 


y—y 


z—z^ 

z^—z 


m 


n 


e  quindi 


ma?o 


•nx\ 


0?=- 


m-i-n 


y= 


m-i-n 


m-i-n 


Due  di  queste  equazioni  e  per  esempio 


X — X, 


'i'—^\_  y—y, 

ir,— a;""  j/j— 2/  '       x^—x'^z^—z 

valgono  ad  individuare  la   retta   dello    spazio   obbligata  a 
passare  per  due  dati  punti  (a?,  ,  y,  ,  z^),  (x^ ,  y, ,  s,). 
Le  stesse  equazioni  possono  scriversi  nelle  forme 

\     X    y  \     X    z  {     y     z 

I     a?i  j/j    =0,       1     X,   z^    =0,      I     y,    z^    =0. 

\     x^y^  1     x^   z^  1     y,    «, 

I  primi  membri  di  queste  sono    deducibili   dal    sistema 

\    X    y    z 

I     x^  j/i  z^        col  sopprimervi  successivamente  la  4.',  la 

1     x^  y,  z^ 
3/,  la  2/  verticale. 
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Sopprimendovi  la  prima  verticale  si  ottiene  un  4.*   de- 
X    y    z 
terminante.       x^   y^   z^       che  in  generale  si   annulla   coi 

^t   Vf  ^t 
tre  precedenti. 

2.**  Consideriamo  tre  punti  (x^ ,  2/1 ,  «,  ),  (x^ ,  j/, ,  z^\ 
(^3»  Vai  ^3)  d^llo  spazio  che  non  siano  in  linea  retta.  Un 
punto  qualunqne  che  divida  nel  rapporto  min  la  retta  con- 
giongente  i  due  primi  avrà  per  coordinate 

mx^-^nx^  ^J/«-»-wj/i  mz^-^nz^ 

x= ,     y= ,      z= , 

e  un  punto  qualunque  che  divida  nel  rapporto  m-t^nil  la 
congiungente  i  due  punti  {x^ ,  y^ ,  2^3),  (x,  t/,  z)  avrà  ana- 
logamente per  coordinate 


mx,-^nx. 
{m-^n) — - 

-»-tej 

= 

ma?j-#-nj7j-f-te3 

(m-t-n)-i-l 

m-i-n-i-/ 

Y= 

tny^'^ny.'^ly. 

z- 

3.*  Si  ha 

n(X- 

— a7,)-f->n(X- 

-a;^H-/(X. 

-a^,)=0  , 

«{Y- 

-y.)H.m(Y- 

-2/.)+^(Y- 

-!/,)=0  , 

n(Z— ;5,)-f-m(Z— 2?,)-+-/(Z— a;3)-f-0  . 

Eliminando  fra  queste  tre  equazioni  (C.  A.  R.  §  Vili, 

n       m 
n.*  3)  i  rapporti    -7-1-7-    si  ottiene 
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X — a?,  X — x^  X — X3 
Y-2/,  Y-j/,  Y-y, 
Z—z,      Z—z,      Z— ^3 


=0,  ossia 


1  X  Y  Z 

1  ^1  Vi  -1 

1  07,  y,  ^, 

1  ^3  J/a  h 


=0, 


e  rivediamo    l' equazione    del    piano   per    tre    dati   punti 

{0^1 1  Vi .  ^i)'    K»  J/si  ^«)     (^3  »  2/31  ^3)  (§  II»  n-'  25,  2."). 
3.  1."*  Le  coordinate 


J7:=- 


na?j-i-ma?j 


n-i-m 


y=- 


wj/i-+-my. 


n-i-m 


2^- 


nz^-^mz^ 


n-i-m 


supposto  n  un  peso  annesso  al  punto  A(a?j ,  y^ ,  jSj)  e  m  al 
punto  B(a?,,  j/j,  ;$,),  individuano  il  baricentro  di  A  e  B. 
Similmente  le  coordinate 

mx.-^mx^-^lx^         ny.-^my^-^ly^         nz^-^mz^-^lz^ 

individuano    il   baricentro    di    tre    punti     A(a7j,   yj,   i^i), 
B(^«  »  2/«  •  ^2)'  ^(a;, ,  j/3 ,  3:3)  rispettivamente  pesanti  n,  ni,  /. 
Si  può  guardare  n,  m,  l  sotto  un  aspetto    più   generale  0 
cioè  come  forze  parallele  applicate  ai  detti  punti. 
Analogamente 

_P,x,^p,x^^p,x,  '^p.x^     jp,y,  •^P^y.'^p^y.'^p.y, 

^""         P,'^P^'I-P^'^P,        '   ^^       Pi-^Pi-^P^-^Pi 
^JP.z.-^PtZ^^p^z^-^p.z, 
Pi-^Pt-^Pz-^PA 
sono  le  coordinate  del  baricentro  dei  quattro  punti 
H^i .  J/i.  ^1)^    B(a7,,  j/,,  ^J,    C(a;3,  y^,  z^),    D(a;,,  y,,  z,) 
pesanti  rispettivamente  Pi ,  1?, ,  JO3 .  p^ . 


(*)  Vbnturoli.  Meccanica  Gap.  VI. 
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Prdndendo  p^^zp^znp^^zp^  veggonsi  per  le  coordinate 
del  centro  delle  medie  distanze  dei  quattro  punti  i  valori 

_^i-»-^«-»-^^3"^^4      JHi-^yi-^yz-^Vi      _g^"H^,-f-g3-t-z, 

^-  4  ^  y-  ^4         .  —         4  • 

Ritenuto  uno  dei  quatro  punti  fuor  del  piano  degli 
altri  tre,  il  centro  delle  medie  distanze  è  il  punto  di  con- 
corso delle  quattro  congiungenti  i  vertici  del  tetraedro 
ABCD  rispettivamente  coi  punti  di  concorso  delle  mediane 
dei  triangoli  (faccio)  opposti,  ed  è  anche  il  punto  di  con- 
corso delle  tre  rette  congiungenti  i  punti  medii  di  due 
spigoli  opposti.  Ciascuna  di  queste  ultime  congiungenti  di- 
vide per  metà  le  altre  due,  e  ciascuna  delle  quattro  pre- 
cedenti divide  le  altre  tre  nel  rapporto  3:1. 

2.*  Qualunque  punto  (x,  j/,  z)  dello  spazio  può  guar- 
darsi come  il  baricentro  di  quattro  punti  fissi  A,  B,  C,  D, 


il  determinante  dei  quali,  e  cioè 


1 

X, 

Vi 

*\ 

1 

^t 

Vt 

«« 

1 

»3 

Vz 

«3 

1 

^A 

Vi 

«4 

non 


sia  nullo,  e  siano  caricati  di  pesi  convenienti,  o  animati 
da  forze  parallele. 

Pertanto  i  tre  rapporti  di  una  delle  Pj ,  J9, ,  p, ,  p^ 
alle  altre  ti-e  possono  prendersi  come  coordinate  baricen- 
triche  dei  punti  dello  spazio  rispetto  a  quattro  punti  fissi 
vertici  di  un  tetraedro. 

Tutte  quattro  le  Py,  p^,  p^,  p^  potranno  chiamarsi 
coordinate  baricentriche  omogenee  poiché  tenendo  in  vista 
esse  stesse  nei  calcoli  non  i  loro  rapporti  riesce  apparente 
r  omogeneità  nelle  emergenti  equazioni. 

^  P\*  Pt^  Pz^  Pi  s^^o  proporzionali  alla  distanza  del 
punto  che  individuano  dalle  quattro  facce  del  tetraedro 
fondamentale.  (*) 


(*)  Baltzbh.  Stereometrìa  §  11. 
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4.  !.•  Le  equazioni  date    (n/  2»  1."*)    possono   scriversi 


nella  forma 


X  —07,     y  —y. 


—z. 


Vi-Vi     \—^x 


oppure 


X — x^ 


messo 


x^—x^=h,    y^—y^zzk. 


z^ — z^z=L  Tenendo  fisso  il  punto  (x^ ,  j/, ,  z^),  e  facendo 
muovere  nello  spazio  il  punto  {x^ ,  y, ,  z^)  varieranno 
h^  k^  l  e  le  notate  equazioni  man  mano  si  adatterranno 
alle  singole  rette  della  stella  che  ha  il  centro  {x^ ,  j/, ,  z^). 
Cosi  una  retta  qualunque  dello  spazio  che  possegga  il 
punto  (x^ ,  y^ ,  z^)  sarà  rappresentabile  per  mezzo  di  due 
delle  tre  equazioni. 

Per  ragione  di  brevità  gioverà  scrivere 


x—x. 


y—Vi 


z — z. 


h 


l 


Dalle  equazioni  (§  II.  n.""  13,  6."*)  deducesi  che  se  a,  ^, 
Y  sono  gli  angoli  che  la  retta  forma  cogli  assi  Oa?,  Oj/,  Oz^ 
rispettivamente,  e  r  la  distanza  tra  il  punto  fisso  (x^ ,  y^ , 
z^  e  il  mobile  (Xy  y,  z)  le  h,  k,  l  sono  rispettivamente 
proporzionali  ai  tre  determinanti 


cosa  cos{xy)  cos{xz) 
C05j3  1  cos{yz) 
cosy     cos{yz)       1 


1  cosa  cos{xz) 
cos{xy)  cos^  cos{yz) 
cos(xz)   COS^'  1 


1         cos{xy)    cosa 
cos{(vy)      1  cos^ 

cos{xz)  cos{yz)     easy 


Sostituendo  nelle  tre  prime  equazioni   delle    (E)   (§  II, 
n."*  12,  1  "*)  X — a?i  ,  y — y^ ,  z — z^  in  vece  di  a?,  t/,  z  rispet- 
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tivamente,    e    posciu    ponendo      x — x^zzhfy      y — y{=-kf, 
z — z^:=:lf    si  riconosce 

COSùi  cos^ 

h^kcos(a)y)  -+-  lcos(xz)~~  hcos{xy)  -i- A  '^lcos{yzf 

cos^  f 


hcos{xz)'^kcos{yz)'^l      r 

D:i  retta  a  retta  di  una  stessa  stella  col  centro  ali*  in- 
finito non  variano  cosa,  cos^,  cosy^  perciò  h,  /e,  l  man- 
tengono invariati  i  mutui  l'apporti.  Cosi  i  rapporti  di  due 
dei  tre  numeri  al  terzo  potranno  dirsi  coordinate  di  una 
direzione  e  i  tre  numeri  coordinate  omogenee  della  stessa 
direzione. 

2,*  Se  gli  assi  sono  ortogonali  si  ha 


cosa      cos^ cosy ,       ycos^a-^cos^^-t^cos^y 1 

a)  Per  una  retta  rappresentata  dalle  equazioni 

x^t      y—d       z 
xzzivz-t^L    ijz=:vz'¥'t\    ossia = — j-  =-r-  sarà 

V  t/ 

cosa= .  -  ,       cos^zz- 


'/v^^v'^^l  '  /t;*-i.v'*^  1 


1 
cos^zz. 


/,  (^  0  sono  le  coordinate  del  punto  d*  incontro  della  retta 

col  piano  xy. 

X        y       z 
h)  Per  la  retta  7nx=:ny,  3=0  si  pone  — = — =-7r  » 

e  si  scorge 

n                                    m 
C0Sa= y. r^  ,       COS^=—  — ,     COS-f^O, 
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.*  S^  le  equazioni  della  retta  fossero  date  nella  forma 
,  ,^  v-^Ov-»-d=0,    a'a?-i-&'t/-i-c'^-fr-d'=0,    conviene 
t.:.-t  vvu  quelle  delle  projezioni  su  piani  coordinati. 

Kliminando  y  si  ha  t = j-, . 

Bliminando  x,       = -, . 

a  a 

bd'—b'd  a'd—ad' 


bd—b'c  ed — da    aV — a!b 

e  ponendo  per  brevità 

/=[/(a6'— a'ft)*H-(&c— i'c)*-i-((?a— c'a)* 

ai  avrà  per  i  coseni  degli  angoli  dalla  retta  coi  tre  assi 

bd — Ile  ed — da         ab'— db 

— y— .       —f-^       — 7—  • 

5.  1."*  La  condizione  perchè  due  rette,  date  per  le  equazioni 

ax-^by^ez^dzztì  I 

[     la  prima, 
dx-^b'y'¥'dZ'^d=Q         ] 

d'x'^b"y^c"z-¥'d'=Q      J 

[     la  seconda 
d"x^V"y^d"z^d''=0   ] 

in  coordinate  obblique  od  ortogonali,  s*  incontrino  si  deter- 
ga collo  stabilire  la  condizione  di  coesistenza  delle  equa- 
nì  date  rispetto  a  a?,  3/,  2,  cioè  col  porre  (  C.  A.  R. 
nn.  n.'  3). 
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a  b  e  d 
a'  V  d  d! 
a"     V     e'     d" 


a 


d'" 


=0. 


Questa  è  anche  la  condizione  (come  sapevamo  §  II,  n/ 
28.  4.**)  perchè  quattro  dati  piani  abbiano  un  punto  comune 
oioè  formino  stella  attorno  ad  un  punto. 

Indichiamo  con  P=0,  P'=0,  P"=0,  F"=0  le  quattro 
equazioni  proposte,  e  con  A,  h,  /,  m  quantità  arbitrarie. 
L'  equazione  feP-4-AP'i=:0  è  quella  di  un  piano  che  passa 
per  r  intersezione  dei  due  P  e  P'  cioè  per  la  prima  delle 
due  rette  proposte,  e  /P"-i-mP'"=:0  è  quella  di  un  piano 
per  la  seconda  retta.  Facendo  rotare  il  piano  AP-i-/iP'=0 
attorno  la  prima  retta  finché  venga  a  passare  per  la  se- 
conda (ciò  è  possibile  nel  caso  che  le  due  rette  s' incon- 
trino), e  facendo  rotare  il  piano  iP"-+-mP'"=0  attorno 
alla  seconda  finché  venga  a  passare  per  la  prima  risultano 
identiche  le  equazioni  dei  due  piani  cioè  è  un*  identità 
r  equazione    AP-HAP'=/P%-mP'". 

Pertanto  se  proposte  le  equazioni  (P=0,  P'=0),  (P"=0, 
F'zzO)  di  due  rette  sarà  possibile  determinare  tali  valori 
K  h,  /,  m  che  risulti  ftP-i-AP'  identica  a  ;P"-#-mP"'  verrà 
accertato  Y  incontro  delle  due  rette  e  il  piano  da  esse  in- 
dividuato sarà  rappresentabile  coir  una  o  coir  altra  delle 
due  equazioni  AP-f-AP'=0,  ^P"-HmF"=0. 

Se  le  equazioni  delle  due  rette  fossero 


x:=imz^u 


\.\ 


la  condizione  d' incontro  sarebbe 


xzrmz-^u 
yzznz-^v 


2.\ 


\  ì  0  m  u 

0  1  n  V 

1  0  m'  u' 
0  1  n'  t/ 


=0. 
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ossia 


(m — m')(v—v)z={n — n')(u —u'). 
Ammessa  questa  condizione  vedesi  identica  la 
(w  —n'){x—f7iz  —u)  -+-  {m! —m){y  —nz — i?) =0 


alla 


(n — ri)(x — niz — m') -K(m' — m)(y — n'z — r?')=0  , 


e  quindi  V  una  o  1'  altra  di  queste  rappresenta  il  piano 
individuato  dalle  due  rette. 

Qualora  vogliansi  determinare  le  coordinate  del  punto 
d' incontro  delle  due  rette  (P=0.  P  =0),  (P"=0,  P'"=0), 
supposta  verificata  la  condizione  d'  incontro,  sì  calcole- 
ranno  i  valori  di  x,  y,  z  soddisfacenti  a  tre  delle  quat- 
tro equazioni  delle  due  rette  cioè  le  coordinate  del  punto 
d'  incontro  di  tre  dei  quatro  piani  P,  F,  P",  P"'  . 

Per  esempio  prendendo  i  primi  tre  si  avrà 


x-zz 


b 

e 

d 

V 

e' 

ce 

b" 

e" 

d" 

a 

b 

e 

a! 

b' 

e' 

a" 

b" 

e" 

etc. 


2/  Esprimere  la  condizione  perchè  la  retta  x-zzmz-^u^ 
yzznz-k-v  giaccia  sul  piano  ax-^by-^cz-^dzzO.  Si  ha  dai>- 
prima 

a{mZ'^u)'^b{ììZ'¥'V)-i-cz^d=zO 


da  cui       2=- 


au-^bv-f-d 


z  deve  essere  indetermi- 


am-fr-èn-i-c 

nata,  quindi  le    condizioni    richieste   sono    rti«-i-&t;-+-d-f-0, 
am-+-&n-fr-c=0. 

Se  le  equazioni  della  retta  fossero  dal^  nella  forma 
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IAa?-i-Ay-*-/;j-*-m=0, 

si  avrebbe  eliminando  a?,  y  fra  esse  e  quella  del  piano  dato 


k     h     Iz-i-m 
a     b     cz-^d 


=0,      ossia 


e  quindi  le  due  condizioni  sarebbero 


k 

h 

m 

K 

K 

m, 

a 

b 

d 

k 

h 

l 

K 

K 

h 

a 

b 

c 

h  h  m 
A,  A,  »w, 
a     b     d 


=0, 


k     h     l 
a     b     c 


=0. 


3.*  Dato  il  piano  ax-^by-^cz-^d^iO  (coordinate  orto- 
gonali) determinare  le  equazioni  di  una  retta  perpendico- 
lare al  piano,  e  condotta  per  un  punto  {x\  y\  z'). 

La  perpendicolare  al  piano  fa  cogli  assi  degli  angoli 
a,  g,  Y  i  cui  coseni  sono  (§  II,  n.*  24,  4.^) 


a 


|/a* 


Cosi  le  equazioni    della   perpendicolare   sono,   abbando- 


nando   \/a*-H6*-*-c* , 


X — X 


a 


y—y 

b 


z^z' 


4/  Date  due  rette 
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— 

x—d 

= 

y  y 

cos^ 

= 

^-/ 

cosa 

cos-^    ' 

X — X 
cosa 

= 

y-f 

cos^ 

•  = 

easy 

(coordinate  ortogonali)  determinare  i  coseni  degli  angoli 
cha  una  perpendicolare  alle  due  rette  forma  cogli  assi  e 
le  equazioni  di  una  parallela  a  detta  perpendicolare. 


X 

cosa 

X 
cosa 


y 

cos^ 

jy_ 

cos^ 


z 


cosy 

z 


cosy 


sono  due  rette  parallele  rispettivamente  ai  le    date,    e    che 
passano  per  V  origine. 

Un  piano  per  1'  origine  ha  un'  equazione  della  forma 
z^aób-^by,  e  questo  piano  coinciderà  con  quello  delle  due 
rette  condotte  per  l' origine  se  si  verificheranno  le  condizioni 


cosa  cos^ 

z=2a z  -I-  b z, 

cosy  cos  Y 


cosa 
zz=,a z  • 


ossia 


acosa-^-bcos^zzcosy^ 


donde 


I  cosy      cosfi 
_|  cosy'     cos^' 


I  cosa      cos^   I 
I  cosa       COS^   I 


cosS 
b—^z, 
cosy  easy 

acosa  ^bcos^z=,cosy 

j  cosa      cosy   I 
,_|  cosa      cos^(    I 


I  cosa       cos^ 
I  cosa       COS^' 


Cosi  r  equazione  di  un  piano  per  1*  origine  e   parallelo 
alle  due  rette  date  è 


I  cos^      cosy 
j  cosp    cosy' 


-y 


cosy 

cosa 

/ 

f 

-^z 

cosy 

cosa 

1 

cosa      cos^ 
cosa     cos^ 


=0, 
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X  y  z 

cosa     cos^     cos( 
cosa     cos^'     cosy 


=0 


Adunque  (§  II,  n.*  24,  4.*)  e  tenuto  presente  (§  II,  n.* 
15,  b.'')  che  se  0  è  r  angolo  delle  due  rette  date 


Cloe 


8en*6=: 


sen^fizz 


I  cos^     cosy 


cosa     cos^     cosy     * 
cosa     cos^     cosy 


I    COS^       C0S{' 

i  coseni  richiesti  saranno 


cos{     cosa 
cosf     cosa' 


cosa      cos^ 
cosa      cos^ 


1 

cos^ 
cos^' 

COS^f 

cosy' 

1 
'  senfi 

cosy     cosa 
cosy     cosa     ' 

1 

cosa 
eosa^ 

cos^\ 
cos^\ 

sen^ 

senfi 

Si  può  ora  con  facilità  stabilire  le  equazioni  di  una 
retta  che  passi  per  Y  origine  o  per  qualunque  altro  punto 
(X,  Y,  Z),  e  riesca  parallela  ad  una  retta  che  incontri 
tutte  e  due  le  rette  date  ad  angolo  retto.  Tali  equazioni 
saranno  (n/  4,  2.*),  abbandonato  senb, 


X — X 


_    y-Y    _    z-Z 


cos^      cosy 
cos^    cosy 


cosx      cosa 
cosy     cosa 


cosa      cos^ 
cosa     cos^' 


5/  Dato  un  piano  (coordinate  ortogonali) 
aa?-*-&j/-*-c;j-i-d=:0  , 


ed  una  retta 


a'x-^b'y-^c'z-^dfzzO  , 
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determinare  un  piano  che  passi  per  questa    retta  e  riesca 
normale  al  dato. 

Se  k  Q  h  sono  due  arbitrarie    il    piano    richiesto  sarà 
compreso  nell'  equazione 

k{a'x'^b'y'^cZ'^d')'^h{a'x-i'b"y'^c"z'^d")=0. 

Se  questo  piano    deve  riescire  normale  al  dato  bisogna 
(§  (I,  n/  30,  6.^) 

che        a{ka''^ha")-i'b(kV'^hb")^c(kc''i'hc")=0  , 

e  quindi  -7-= 1 — ttt r  , 

e  si  conclude  per  1*  equazione  richiesta 

{dx'^Vy^dZ'^d:){ajd''^'bV'^cd% 
Se  le  equazioni  della  retta  fossero  date  nella  forma 

00 — w  y — y'  z — y 

cosa!    ""    cos^'    ""    cos-^    ' 

e  r  equazione  del  piano  nella  forma 

xcosoL-^ycos^-^-zcos^-^dz^O    (coordinate  ortogonali), 

allora  1'  equazione  del  piano  per  la  retta  e  normale  al  dato 
sarebbe 

(X — X')C0S^*—(Z—7Ì)C0SQI  ViCOS^OS^'—COS^COS^\   = 

(y—}/)cos'x — {% — 7Ì)cos^  \\cosoicosy — cosycosd 
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ossia,  riducendo  e  sopprimendo  co.vy 

I 

j    COSOL  COS^  COS^( 

I  cosa        cosfi'       cos-f' 
6.*  Date  le  due  retto 


=0 


(Q). 


(1) 
(2) 


I  ax-^b'y-^c'z-^d'zizO  , 
1  a"x'^b"y'^c"z'^d"=0  , 
(  a"'x'^b'''y'^c"'z^d'"=0 


determinare  1*  equazione  di  un  piano  che  passi  per  una   di 
esse  e  sia  parallelo  all'  altra. 
Sq  k  e  h  sono  due  arbitrarie, 


la 


ft(aa?-i-6j/-i-cz-i-d)-i-A(a'ir-i-6'y-Hc';j-i-cr)=0 


rappresenta  un  piano  per  la  prima  retta.  Le  coordinate  del 
punto  d' incontro  di  questo  piano  coi  piani  (2)  hanno  per 
denominatore  comune 


ka-^ha!      kb-^W       kc-^hd 


a 


V 


e  questo  determinante  dovrà  avere  valore  nullo  se  il  punto 
d*  incontro  deve  essere  ali*  infinito.  Da  tal  condizione  ricavasi 


a' 

b' 

e' 

— 

a" 

b" 

e" 

k 

a'" 

b'" 

e'" 

h~ 

a 

b 

e 

a" 

V 

e" 

a'" 

V" 

e'" 
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e  quindi  T  equazione  richiesta  sarà 


{ax-t-by-*-c2-*-d) 


a'      V 


^nt       jjtt       ^111 

ano 


[dlx-^Vy-^cz-^d!) 


oppure 


X\ 


a 
a! 


a 

h 

e 

a" 

b" 

e" 

a'" 

V" 

d" 

h 
V 


0      a 


a 
a! 


e 
e 


a      0 
a     0 


a 
a' 


b 
V 


e       0 


e      0 


b 
b' 


e 
e' 


a     0 
a     0 


1 

a 

«  1 

e" 

b" 

b 

e 

a" 

e" 

^'\ 

a' 

e' 

e'" 

V" 

-*- 

V 

e' 

a'" 

e" 

d 

a 

b" 

e" 

d" 

a' 

b'" 

e'" 

* 

d      b  I 
d'     b'  I 


"         ^" 


a 


Il  a" 
a      e   \\  a     e 


=0. 


Siano  per  esempio  le  due  rette 

107— ;2;-i-li=0  l  a?-H2j2f— 1=0 

ìj—Z'^\=Q  \  2/-i-2^— 1=0 

L'  equazione  del  piano  passante  per  la  prima  e  parallelo 
alla  seconda  sarà 
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0 

1  —1 

1 

0 

-I 

1 

0   2 

={y-z-^ì) 

1 

0 

o 

0 

1   2 

0 

1 

{x — z-^ì) 


ossia  X — 2/=0. 

Se  le  due  rette  sono  rappresentate  dalle  equazioni 

X — x'       y—ìf       z — z* 
cosa         cos^  ""    cos^x    ' 

,^-a;''       y^f        z-z"  ' 


(L) 


cosa 


cosfi 


COSr 


(coordinate  ortogonali)    l' equazione    del    piano    che    passa 
per  la  prima  ed  è  parallelo  alla  seconda  sarà 


(x—x' 


(a? — x')cosx — (a — z')cosa 


=]  (y—y')cosy—{z—z' 


0 

cosy 

— cos^ 

COSy 

0 

— cosa 

0 

cos-^ 

—cos^' 

cosy 

0 

— cosa 

cosi 

0 

— cosa 

0 

cosy' 

—cos^' 

ossia,  riducendo  e  sopprimendo  cosycosy\ 


X — X  y — y'  z — ^ 
cosa  cos^  cosy 
cosa         cos^'         cosy 


=0 


(P). 


Mutando  nella  (P)  la  ,v'  in  x'\  la  //  in  y\  la  z'  in  z" 
si  otterrà  V  equazione  del  piano  che  passa  per  la  seconda 
retta  (L),  ed  è  parallelo  alla  prima  (L),  e  cioè  V  equazione 
dì  un  piano  parallelo  al  piano  (P). 

14 
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7.'  Minima  distanzii  fra  due  rette. 

La  minima  distanza  8'  dei  detti  due  piani  paralleli  (che 
è  poi  anche  la  minima  distanza  delle  due  rette  (L)  )  è  dàUx 
dalla  differenza  dalle  distanze  dei  due  piani  dall*  origine 
delle  coordinate,  e  cioè  (§  II,  n.*  24,  3.**)  dalla  formula 


cos^     cosy 

COSfi'     cos^' 

cosa     cos^ 
cosa     cos^ 


-(z'-z") 


iy'-y") 
ì 


cos{     cosa   ! 

I 

cosY     cosa    \ 


dove  0  significa  V  angolo  delle  due  rette. 
Si  tenga  presente  che  (§  II,  n.**  15,  5.**) 


sen}^=z 


cosa     cos^      cosy    * 
cosa    cos^    easy 

cioè  alla  somma  dei  quadrati  dei  determinanti 
cos^       cosy 
cosff     cosY 


eie. 


È  poi  evidente  (§  II,  n."*  24,  4."*)  considerando  la  (P) 
che  i  coseni  degli  angoli  formati  dalla  retta  di  distanza 
cogli  assi  sono 

1 


senb 


cos^        COS^{ 
COS^       COS'Z 


,  etc. , 


come  avevamo  (4.*)  per  altra  via  riconosciuto. 

La  retta  di  distanza  si  può  pensare  risultante  dalT  in- 
tersezione di  due  piani  che  passino  rispettivamente  por  le 
due  rette  date  e  riescano  normali  al  piano  (P),  e  quindi 
le  equazioni  di  tali  piani  saranno  le  equazioni  di  quella 
retta. 
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A  senso  della  formola  (Q)  (5.**)  si  può  stabilire  pel  piano 
che  passa  per  la  prima  delle  due  rette  (L)  e  riesce  nor- 
male al  piano  (P) 


x—x 


cosa. 

pjS^      COS'f 

1 

icos^i'   nosy' 

senfi 

cos^ 
cosy      cosa 
cosY    cosa 

1 


sen^ 


z—z' 

cosy 
cosa      cos^ 
cosa     cos^ 


1 
senf) 


=0      (D), 


ossia  abbandonando ,     e  tenendo  presente    (§  IL  n.® 

senfi  "^ 

12,  3.^  e  n."  15,  4.")  che    cos^a-^cos^^-^cos^^^l, 

COS^'^ZCOSaCOSa -^'COS^COS^' '¥'C0SyC0S(\ 

e  mutando  segno 

[X'-x)(cos^ycosa — cosacosycos^; — COSaCOS^os^p  -^cosa  COS^^) 

-^ =0, 

oppure 

(x^x)  Wa(l— co^*a) — cosa(cos^os^''^cosycosf)ì'^ =0, 

oppure 

(a? — x){cos<x — cosficosa)'*'{y — y')(cos^' —cos^cos^) 

-♦-(a— y)(co*Y' — cosficosy)z=:0. 

Similmente  pel  piano  che  passa   per    la   seconda   dello 
due  rette  e  riesce  normale  al  piano  (P)  sì  ha  V  equazione 

(x—x"){cosa—cosbcosa)'^(y—y'){cos^-^cosbcos^') 
^{z — :i^'){cosy — cosficosy)=0. 
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Esempio.  Siano  le  due  rette 

x—1  y-*-3  z 


2     ~       1 
ay-t-l  j/ — 1 


1    • 


Si  ha 


2^1  1 

cos»=z—    --  ,      cospzz—- —  ,  cosyzz— — •  , 

Ve                 v'e  V/tì 

3                    ^r          4  ,1 

V26                     ^26  V2e 

Usando  la  formula  (D)    si    hanno  per   equazioni    della 
retta  di  minima  distanza  delle  due  ora  proposte 


'  x—\   (/-h3    z 

2        1        1 

—3         1       5 


I  x-*-\  y — 1     s 

=0,  3        4       1 

1—3        15 


=0, 


oppure 

4x—ì3y'^òz—4'ò=0,     19^— ISy-i- 155-^37=0. 
Siccome  poi 


cosdzz- 


11 


a/6.26 


,      sen^z 


6.26 


cosi  dalla  formula  di  ò'    s'  argomenta    per    la    minima    di- 
stanza delle  due  rette  il  valore 


ò^= 


^6,26       2X~3— 4 


V  35  V6.26 

e  facendo  astrazione  dal  segno 
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8.<»  Date  due  rette  (coordinate  ortogonali) 

X — X      ìj — i/      z—z  x—x     y—y 


costì            COS^           COS-^^      '           cosci!           COS^  C0S'( 

che  hanno  comune  il  punto  (x\  y\  z)  detenninai-e  l'equa- 
zione del  piano  in  cui  sono  contenute. 

La  (P)  (6.**)  sarà  V  equazione  richiesta. 

d.'*  Determinare  V  equazione  del  piano  che  contiene  le 
due  rette  parallele 

x^x      y — y       z^z            x — x'     y — y"  z — z" 


COSA        cos^        cosx    '         cosa        cos^        cos^( 

Il  piano  dovrà  contenere  oltre  le  due  rette  anche  la 
retta  congiungente  il  punto  (x\  y\  z)  col  punto  {x\  y\  j"), 
la  quale  fa  cogli  assi  coordinati  degli  angoli  i  cui  coseni 
sono  ricettivamente  proporzionali  a  x' — x\  y — y",  z—z\ 
ed  è  rappresentabile  colle  equazioni 

X — X        y — y'       z—z' 


oc—x'     y'—y"     z'—z" 
Pertanto  lo  stesso  piano  avrà  per  equazione 

x—x  y — y  z — z' 
cosa  cos^  cosy 
x'—x"    y'-y'    z'—z"' 

10/  Dati  due  piani 

air-i-6j/-*-c2-i-d=0,    a'x-^b'y-^-c'Z'^d'zzO 

determinare  i  piani  bisettori  degl'  angoli  dei  due  piani. 

Qualunque  punto  (X,  Y,  Z)  di  un  bisettore  sarà  equi- 
distante dai  due  piani  dati,  e  quindi  (§  II,  n.°  24,  5.*)  V  e- 
quazione  del  medesimo  sarà 

ax-^by-^cz-^d  _  a'x-^-b'y-^c'z-^c^ 
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oppure,  dicendo  a,  p,  y  gli  angoli  della  l'etta  perpendico- 
lare al  ].*  piano  cogli  assi  e  a,  f^,  y  quelli  della  perpen- 
dicolare al  2!"  cogli  assi,  e  ponendo 

d  ,  d! 

—p=-7==.  1      —P=- 


x(cosQC^cosa)'^y{cos^'^cos^)-¥'Z(cosi^cosy* — (p'^p'):=fì. 
11.**  Date  due  rette 

determinare  le  biseganti  gli  angoli  delle  due  rette. 

Due  piani  perpendicolari  rispettivamente  alle  due  rette 
avrano  per  equazioni 

A.i?-HBt/-HC2-HD=0,      A'a?-HB'?/-+-C'z-#-D'=0. 

I  bisettori  degli  angoli  di  questi  due  piani  saranno 

Jlx^^j^Gz-^D    _  ^  A'a?-#-B'i/-»-C'z-i-D' 

Una  perpendicolare  a  un  bisettore  sarà  una  delle  bise- 
ganti richieste,  e  scegliendo  fra  le  infinite  perpendicolari 
una  per  un  punto  (X,  Y,  Z),  si  avranno  per  equazioni 
della  bisegante,  posto 

V'a«-i.B*-hC*  =V  ,     Va'*^B'*h-C'*  =V'  , 
le  seguenti 

x-X      _      y—Y      _      z—Z 
A+J^         ^,    B'  C_,    C  ' 

V  —  v      Y  —Ir      Y  — Y 

0  più  semplicemente 

a?— X        _       y—Y        _        z—Z 


AV'±A'V  BV'±B'V  CV'+C'V 
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6.  1/  La  superficie  cilindrica  vien  generata  (come  an- 
cora si  è  detto)  da  una  retta  che  si  muove  parallela  ad 
una  data  direzione  e  toccando  una  linea  fissa  curva  o  retta. 
In  quest*  ultimo  caso  la  superficie  generata  è  un  piano. 

Se  per  la  generatrice  si  assumono  le  equazioni 

j?=a«-i-a,        j/=65H-p  (G) 

l  /(^.  2/»  «)=0, 
e  per  la  direttrice  le  <  (coordinate  cartesiane) 

f  F(a7,  j/,  z=0, 

si  avrà  eliminando  j\  y,  2  fra  le  quattro  equazioni  una 
9(a,  p,  .  .  .  .  )  =:0  per  condizione  d' incontro  della  gene- 
ratrice e  direttrice  e  si  concluderà  per  equazione  della  su- 
pei*ficie  generata  9(0?— a«,  y—bz, )  =0. 

Sia  la  direttrice  rappresentata  dalle  zziiO,  j/*-i-a7*=2rrr. 

Eliminando  x,  y,  z  tra  queste  e  le  (G)  si  ha  per  equa- 
zione di  condizione  a*-i-p*^2ra. 

Pertanto  la 

(a?— a;2;)*  -§-(2/ — &a;)*=2r(a? — az) 

rappresenta  un  cilindro  a  base  circolare  od  elittica  a  se- 
conda dell'  angolo  xOy. 

Se  la  direttrice  è  definita  dalle  xnzmz-^n,  y^pz-^-q 
si  ha  per  equazione  di  condizione 

a — n  p — q 

a — m  ""    6— p  ' 

e  si  conclude  per  equazione  del  piano 

a? — az — n         y — fe— $ 
a—m      ""       b — p      ' 

e  rivedesi  la  nota  forma  (§  II,  n.*  9,  S."") 

Aa7-i-At/-i-m;5-i-n=0. 
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2.**  La  superficie  conica  viene  generata  da  una  retta 
che  passa  per  un  punto  {x\  y\  z')  fisso^  (vertice)  e  si  ap- 
poggia ad  una  direttrice 

I  /-(a?,  y,  z)=0 

]  F{x,  j/,  z)=0  . 

Se  la  direttrice  è  una  retta  la  superficie    è    un  piano. 
Se  il  vertice  è  all'  infinito  la  superficie  è  cilindrica. 
Le  ecjuazioni  della  generatrice  possono  esprimersi  con 

x—x'=a{('Z-z\     y—y'=fi(z—z'}. 

Eliminando  ci?,  v/,  z  tra  esse  e  le  precedenti  della  di- 
rettrice si  ottiene  per  condizione  d'  appoggio  della  genera- 
trice alla  direttrice  una  9((x,  ^)=:0.  Da  questa  eliminando 
a,  'fi  per  mezzo  delle  equazioni  della  generatrice  si  con- 
clude per  equazione  della  superficie  conica 


(00— x_     y—y'\ 
^\z-s'   '  z-z'  /  •""' 


che  moltiplicata  per  una  conveniente  potenza  di  z — z  si 
presenterà  omogenea  rispetto  a  x — x\  y — y\  z—z'  qualun- 
que sia  9.  Se  .i?'=j/'=/=0  si  ha 


<T  •  i)  ="■ 


equazione  che  moltiplicata  per  una  potenza  di  z  si  presen- 
terà omogenea  rispetto  a  x,  y,  z. 

Se  zzzOy  y^-^x^-zzZrx  rappresentano  la  direttrice  si  ha 
per  equazione  di  condizione 

(,r—aL7Ìf^{y'—^zf=2r(x'—(iz'), 

e  quindi  si  conclude  per  equazione  del  cono  a  base   circo- 
lare od  elittica  (a  seconda  dell*  angolo  xOy) 

(xz—xz'f-^iyz — yz^y=2r{xz — xz'){z — s^). 
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3.**  Una  superficie  di  rivoluzione  è  generata  da  una 
linea  retta  o  curva  che  ruota  attorno  ad  un  asse  fisso  di 
modo  che  ogni  suo  punto  descrive  un  circolo  sopra  piano 
normale  ali*  asse  e  col  centro  sull'  asse.  Cosi  segando  la 
superficie  con  piani  normali  all'  asse  si  hanno  cerchi  (pa- 
ralleli) per  sezione  e  con  piani  passanti  per  V  asse  linee 
(Ielle  stessa  specie  e  grandezza  detti  meridiani.  Si  può  pen- 
sare la  superficie  generata  da  un  cerchio  che  mantiene  il 
proprio  piano  normale  ali*  asse,  ed  allunga  ed  accorcia  il 
suo  raggio  in  modo  da  toccare  continuamente  un  meri- 
diano fisso.  Appigliandosi  a  questa  seconda  maniera  di  ge- 
nerazione si  ha  uniformità  di  metodo  in  ogni  caso  pel  cal- 
colo   deir  equazione  della  superficie. 

Ritengansi  gli  assi  coordinati  ortogonali;  e  sia  la  di- 
rettrice rappresentata  dalle  equazioni 

\  /Va  //.  ^)=o 
)  F(fl7,  j/,  z)=0  , 

e  r  asse  di  rivoluzione  dalle  equazioni 

X — a  y — b  z — e 

II  circolo  generatore  avrà  per  equazioni 

i  kx-^'hy-^-lzzuoL    piano  normale  all'  asse 

(  (a?— a)*-i-(j/ — 6)*-i-(5;— c)'=:p'  sfera  di  centro  (a,  ft,  e). 

La  condizione  di  coesistenza  in  x,  y,  z    delle  equazioni 

della  direttrice  e  generatrice  sarà   9(a,  g, )  =:0,    e 

quindi  la  superficie  sarà  rappresentata  dalla 

9Ua?-i-Ay-Hfc,  (;z?— a)«-*.(j/-6)«-H(2^6)«jzzO  . 
Adottando  per  asse    di    rivoluzione    quello    delle   z   si 
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potrà    per    equazioni    del    circolo    genitore    mettere  z=ra, 
x^-^y^-zz^^  e  concludere  quella  della  superficie  nella  forma 

Se  la  direttrice  è  rappresentata  dalle 

si  ha    a*-i-p*=rr*,     e    poi     a?*-i-i/*-i-z*=r*    per  equazione 
della  superficie  generata,  cioè  dalla  sfera  di  raggio  r. 
1  2/=0, 
Se  la  direttrice  è  <  V  equazione,  di  condizione 

sarà  ^*z=2pa,  e  quella  della  superficie  generata  x^-^y^zzZpz 
paraboloide  di  rivoluzione  intorno  V  asse  delle  z. 

Similmente  per  V  Elissoide  e  Iperboloide  di  rivoluzione 
si  ha 

Sia  la  direttrice     < 

f  xzzpz 

Eliminando  x\  y,  z  tra  queste  e  la  zzza  j/*-i-j/*=^' 
si  ottiene  per  condizione  di  coesistenza  |>V-i-a*=^*  ,  e 
quindi  per  la  superficie  generata  p^z^ — a?* — j/*-i-a*i=:0.  È 
un  iperboloide  di  rivoluzione  ad  una  falda. 

Un  circolo  ruotando  attorno  ad  una  retta  posta  nel  suo 
piano  genera  la  superficie  detta  toro. 

Adottando  V  asse  delle  z  per  quello  di  rivoluzione,  per 

direttrice  il  meridiano  sul  piano  xz  cioè    j 

si  ha  per  equazione  di    condizione    (^ — a)*-i-a*=:r*,    e   per 

quella  del  toro     (v/a7*-i-y* — a)*-i-z*=ir*. 

4.*  Una  superficie  dicesi  conoidale   quando   è   generata 
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da  ana  retta  che  si  muove  parallela  ad  un  dato  piano  in- 
contrando continuamente  un*  asse  fisso  (asse  del  conoide). 

Prandasi  per  asse  quello  delle  ::  e  per  piano  direttore 
quello  xy.  Si  avrà  per  la  generatrice  y:=:oLX,    z=k. 

Se  la  generatrice  tocca  una  linea  fissa 

1  /-(ar.  y,  z)=0 
I  F{x,  y,  z)=0, 

si  dovrà  avere  coesistenza  delle  quattro  equazioni  in  x, 
y,  e  z,  e  quindi  la  condizione  9(a,  A,  .  .  .  .  )=:0,  e  quindi 

pel  conoide  l'equazione    (pi — ^  z,  .  ,  .  .j=0. 

Se  per  esempio  la  generatrice  deve  incontrare  un    cir- 

Ixz=a 
si  avrà  per  condizione  di  coesistenza 

delle  quattro  equazioni  aV-i-A*=r*,  e  pel  conoide 

òJ"  Dai  proposti  casi  s'  argomenta  come  date  le  equa- 
zioni di  due  superficie  /"(a?,  y^  z,  a,  b, )  ziO, 

F(x,  y,  z,  OL,  ^, )  =0    racchiudenti  in    com- 

plasso  n  parametri  a,  &,....  a,  ^,  ...  .  accompagnata 
da  n — 1  condizioni  9i=:0,  ?j=:0  ,  .  .  .  .  9n-i  =0  (a  cui 
debbano  soddisfare  gli  n  parametri)  si  possa  stabilire  l'equa- 
zione di  una  tei*za  superficie  eliminando  gli  n  parametri  tra 
le  n-f-1  equazioni  /=:0,  F=0,  9i=0,  9j=0, 9n-i  =0. 

Questa  superficie  potrà  pensarsi  generata  dal  movimento 

della  linea    { 

I  F=0 

(/=0 
Se  per  esempio  la  detta  linea     ]  sia  obbligata  ad 

(  F=0 
incontrare  continuamente  n — 1  linee  fisso  (direttrici),  espri- 
mendo la  coesistenza  in  x^  y,  z  delle  equazioni  della  gene- 
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ratrice  colle  due  di  ciascuna  direttrice  si  otterranno  n — I 
condizioni  fra  i  parametri  della  generatrice,  e  infine  elimi- 
nando tra  queste  condizioni  e  le  due  della  generatrice  gli 
n  parametri  si  otteri-à  V  equazione  della  superficie  generata. 
7.  1.°  Un'  olisse  determinata  dalle  equazioni 

a'«j/«-|.6'V=a'*&'%    z=k 

si  muove  paiallelamente  al  piano  xy  toccando  continua- 
mente un  olisse  fissa  a'^z^-¥'cVzza*c^,  !/=0,  (si  ritengano 
ortogonali  gli  assi  coordinati),  e  a'  e  b'   variano   in    modo 

a'  a 

che  -rr  =   -T-  •  Determinare  la  superficie  generata. 

Eliminando  x,  y,  z  fra  le  quattro  equazioni  proposte 
si  ottiene  a*(A* — c*)-hcV*z=0  per  equazione  di  condizione 
a  cui  devono  soddisfare  a  e  k.  Eliminando  a'  e  A  fra  quo- 

a'  a 

ste  equazioni,  la  -rr  =  nr-  ,  e  le  equazioni  della  gene- 
ratrice si  conclude 


^       y 

ossia  dividendo  per    aV  ,       — ^  -i-  -r,-  -•-  -x  =1- 


a'    '    b^    '    e* 


Questa  superficie  dicesi  elissoide.  a,  b,  e  ne  sono  i  se- 
miassi. L'  origine  è  centro  della  superficie  perchè  divide 
per  metà  qualunque  corda  che  passi  per  V  origine  stessa 
come  è  reso  manifesto  dalT  assenza  di  termini  di  grado 
dispari. 

Inoltre  essendo 

z=±c\/    1-^-1  . 

vedesi  che  il  piano  xy  divide    per    metà    qualunque  corda 

parallela  all'  asse  Oz.  Il  piano  xy   è  a  dirsi  piano  diame- 
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trale.  Similmente  sono  diametrali  gli  altri  due  yz,  xz.  I  tre 
piani  si  diranno  conjugati  in  quanto  uno  divide  per  metà 
le  corde  parallele  all'  intersezione  degli  altri  due. 

Se  az=&  si  ha  pure  a'zzb'  e  si  ha  V  Elissoide  di    rivo- 
luzione attorno  1'  asse  Oz. 

Se  a-zzb'zzc  si  ha  la  sfera. 

2.*    Air  olisse    direttrice    si     sostituisca     un'   iperbole 
a^z^—c^a^-zz — a*c*,   y=:0,  e  si  ri  pota  il  calcolo  precedente. 

a?*        y*         j*  . 
Si  giunge  all'equazione      i  ■•"  "i,F IT  =^-     Questa    su- 
perficie si  chiama  Iperboloide  ad  una  falda.  Ne  sono  piani 
diametrali  conjugaii    i  coordinati,  e  ne  è  centro   V  origine. 
Se  azzb  si  ha    Y  Iperboloide  di  rivoluzione. 

x^        i/         z' 
W  elissoide  — ^  -*-  -j^^  h „  =1,      e  V  iperboloide 

a'        rr         c^  ^ 

x"        j/^          2« 
~~i'^  -fT 2    =1      hanno    per   superficie   assintotiche 

(quelle   colle  quali  tendono  a  confondersi  senza  mai  giun- 

a?*        2/*         z^ 
gore  a  toccarle)  rispettivamente      — i  -•-  ,  j-  h =0  , 

x"        if         z' 

— ;  -»-  -r-r^ zzO  ,     le  quali  sono  due  coni  col  vertice 

a*        b^         c^  »         ^ 

neir  origine,  immaginario  il  primo,  reale  1*  altro. 

Se  r  iperbole  direttrice  è   — a'^z^-k-c^x^zz — a*c**,   j/=0, 

X^  ìf  3* 

rifacendo  il  calcolo  si  ottiene ^ ^rr  -• — r  =1  i 

a*         6*         e* 

che  rappresenta  un  Iperboloide  a  due  falde  di  cui  1*  origine 

è  centro,  etc.  Se  azib  la  superficie  è  di  rivoluzione. 

3.'  Sia  la  generatrice  un  olisse  a^y^-^b^x^zza^b^,    zzzk 

a} 
dove     -jrzzp^ ,  e  la  direttrice  una  parabola  x^zzpz,  yzzO, 

V  equazione  di  condizione  sarà  pkzza^  e  quindi  V  equa- 
zione della  superficie  generata  x^-^-p^y^zzpz.  Dicesi  Para- 
boloide Elittico. 

Se  Pj=l  il  Paraboloide  è  di  rivoluzione  attorno  Oz, 
cioè  generato  dalla  rotazione  della  parabola  attorno  ad  0;^;. 
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Risulta  lo  stesso  Paraboloide  elittico  anche   quando   la 

P 

generatrice  sia  una  parabola    ìfzz — z-^k,    x'zzh. 

Pi 
4.**  Se  si  prende    per    direttrice   una   parabola  x^z^pz^ 

y=z:0,    e    per   generatrice  un   iperbole   a'y* — b^x^zz — a*&*. 
z'=zk  variabile  in  modo  che    -^=rpj,  risulta  per  equazione 

di  condizione    à^-izpk,    e    per  '  la  superficie    a?' — p^y^^zpz^ 
cioè  un  Paraboloide  Iperbolico. 

Si  ha  lo  stesso  Paraboloide  Iperbolico  ancbe  prendendo 
per  generatrice  una  parabola  volgente  la  concavità  in 
senso  opposto  della  direttrice  e  disposta  ortogonalmente 
con  essa,  e  cioè  prendendo  una  parabola 

P 
^  Pi 

8.  1.^  Determinare  un  punto  nello  spazio  tale  che  la 
la  somma  o  la  differenza  delle  due  distanze  e  due  punti 
fissi  F,  F'  abbia  un  valore  dato  2a. 

Si  adotti  la  retta  FF'  per  asse  delle  x  e  jsi  ponga  To- 
rigine  0  nel  punto  medio  della  FF'=:2A  e  si  dispongano 
gli  assi  Oj/,  Oz  ortogonalmente  fra  loro  e  con  Ox, 

Dicendo  a?,  y,  z  le  coordinate  del  punto  a  determinarsi 
si  avrà  per  equazione  del  luogo  del  punto 

1/  (ir?— ft)*-»-j/*-H2*    +j/(a;-i-A)*-i-?/*-H;s*    =2a , 
ossia  quadrando  e  ponendo  a- — è*=:+6* 

a^    -    ¥    -    &»    "" 

Il  luogo  del  punto  sarà  dunque  sopra    un  elissoide  od 
un'iperboloide  (a  due  faide)  di  rivoluzione  attorno  Tasse  Ox. 
2.*  Determinare  la  superficie  generata  da  una  retta 
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che  si  muove  toccando  contempriraneamente  tre  rette  fisse 

I  j;-t-az-t-b=zO  (  x-t-kz-i-lzzO  i  x-t-pi-*-qz=.0 

0)  (2)  (3) 

I  y-Ha'3-*-6'=0,         (  i/-hA's-»-ì'=0,         (  y-t-pz-^q=0, 

delle  quali  due  qualunque  noa  sono  nello  stesso  piano. 
Dovranno  coesistere  le  tre  condizioni 


ì     0  a     fi 

j  0     1  a     f! 

.  1    0  a    h 

!  0    1  a'   6' 

ossia 

«— o  fi—b 


1     0    a     ^   i 

0     1     «'    ^'  I 

■  0  1  A'  r  ; 


1 

0 

« 

? 

0 

1 

a' 

^ 

1 

0 

P 

Q 

0 

1 

P' 

Q' 

=0. 


=0, 


a'—h'    ^'-/' 


=0, 


a—p     p-g 


=0. 


Eliminando  da  queste  ^  e  ^'  per  mezzo  delle   equazioni 
della  generatrice  si  ottiene 


=0,     e  te.,     ossia 


ai — a'      y-^az-^V 

(y-k-a'z^b'  )a — (x-k-az^b)  a-^a'w — ay-^a'h-^aVzzO, 
(j/-#-A';yH-  t)a—  (x-^kz-^- 1)  a-^-k'x—ky^k'l — kl  =0, 

Eliminando  infine  a,  a   tra  queste  tre  si  ottiene  por  la 
saperficie  generata  1'  equazione 


y-^az-^-V  x-^az-^b  a'x — ay-^àb—àb' 
y-^k'z^f  x-^-kz-k-l  k'x — ky-^k'l — kt 
y-^pz-^gf   x-^pz-^q    p'x — py-^p'q — pq 


=0. 
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Quest*  equazione  è  di  2.^  grado  in  a;,  y,  2,  e  rappresenta 
un'  Iperboloide  ad  una  falda,  o  un  Paraboloide  Iperbolico 
a  seconda  della  direzione  delle  tre  rette  fìsse.  La  prima 
superficie  se  le  tre  fisse  non  sono  parallele  ad  uno  stesso 
piano,  la  seconda  se  sono. 

Se  le  tre  rette  fisse  sono 


(1) 


07=0 


(1) 


07- 


(3) 


=0,     ossia 


./=0 
j/nO  (  y-^-kznzO 

V  equazione  della  superficie  diviene 
y  X  0 

y-^-kz        x-^l       kx-^kl 
y-^q       x-^-pz   — py — pq 
kqx^-^ly^  -pklzy'^kpqzx'^kqlx—pqlyz=,0. 

L'  equazione  della  superficie  precedente  riesce  più  sem- 
plice tenendo  il  metodo  seguente.  Facendo  passare  per  cia- 
scuna direttrice  due  piani  paralleli  rispettivamente  alle 
altre  due  e  prendendo  per  origine  il  centro  del  parallele- 
pipedo individuato  dai  detti  piani  e  per  assi  tre  parallele 
rispettivamente  alle  tre  direttrici  si  avranno  per  equazioni 
delle  direttrici 

al  9  »   j  Q  *   3 

\  i  i 


!.• 


Se  la  generatrice  tocca  ciascuna  delle  tre  rette,  essa 
dovrà  giacere  simultaneamente  sa  tre  piani  che  passino 
rispettivamente  per  le  tre  fisse,  e  cioè  sui  tre  piani 

>2;-i-Y=X(j/-— P),     z — Y=X'(a;-*-a),     a?— a=X"(i/-i-p) , 

ritenute  X,  a,  à"  arbitrarie  da  determinarsi  in  modo  che 
una  delle  tre  equazioni  sia  conseguenza  delle  altre.  Si  ha 
perciò 

-^rzX",       2Y-HX^-»-X'a=— X'a  —  VX"p  . 


Digitized  by  VjOOQ  IC 


—  225  — 

ElimiDando  X"  si  ottiene  X'a-^X^-^yzzO,  e  si  C4»nclude 

07-1- a       j/ — ^p       ' 
ossia 

cioè  Ip<jrboloi(le  ad  una  falda  che   ha    il    cono   assintotico 
rappi'esentato  dall'  equazione    oLyz-^^xz-^x^'y^zO. 
Se  le  tre  direttrici  sono 

(  j/=0,  i  x=0.  (  ij=ax, 

(1)  (2)  (3) 

(  zznO,  (  z=zh,  f  z=:k, 

cioè  parallele  al  piano  xy^  la  generatrice  dovrà  essere  la 
comune  intersezione  dei  tre  piani 

Iy=U, 
x=X\z-h), 
y—ax=X"(z—k), 

ed  una  qualunque  di  queste  tre  equazioni  sarà  conseguenza 
rielle  altre  due,  e  per  esempio  la  2.*  della  1.*  e  3.*;  cioè 
dovrà  essere  una  identità  la 

x-ì z =,7? — >Jz-^hX'. 

a  a 

Cosi 

r— X  — *X" 

zz— X',        =AX'. 

a  a 

Eliminando  X"  risulta     a{k — h)ì!z^k\. 
Eliminando  X  e  X'  per  mezzo  delle  due  prime    (4)    si  con- 
clude per  equazione  della  superficie 

a{k — h)xz — kyz-^khyzzO, 

che  è  un  paraboloide  iperbolico. 

i5 
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3."*  Determinare  un  punto  equidistante  da  due  rette  cho 
non  s'incontrano.  (*) 

Si  prenda  ]a  retta  di  mìnima  distanza  delie  due  retto 
date  come  asse  delle  z  e  per  piano  xy  il  bisegante  ad  an- 
golo retto  quella  minima  distanza,  e  per  assi  delle  x  e 
delle  y  le  biseganti  gli  angoli  delle  proiezioni  sul  piano  xij 
delle  due  rette  date.  Indicata  con  2r  quella  minima  di- 
stanza e  con  pi  la  tangente  dell'  angolo  che  la  proiezione 
di  una  delle  due  rette  sul  piano  opy  fa  coli'  asse  delle  x 
sì  avrà  per  equazione  delle  due  rette 

(  z=v,  1  z=—v, 

(1)  (2) 

(  y=v^,        (  j/=— ji^. 

Un  piano  normale  alla  (1)  condotto  per  un  punto  (X, 
Y,  Z)  ha  per  equazione  x — X-h-|jL{i/— Y)=i:0,  e  quindi  in- 
contra la  (1)  in  un  punto  di  cui  le  coordinate  sono 


ay=  1^.  t   .     y=—Y-z:j-,z=v. 


Cosi  la  distanza  d'   del    punto    (X,   Y,   Z)    alla    (1)   sarà 
data  dalla 

(        X-kijlY)*     (        |i(X-i-iiY)i' 


Similmente  per  la  distanza  5^  del  punto  (X,  Y,  Z)  alla  (2) 
si  avrà 


(Y-i-jiiX)« 


(')  Salmon.  G.*  a.*  a  tre  coordinate  161. 
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Eguagliando  i  valori  di  5"^,  ò^'*  e  riduceado  risulta  pel 
luogo  del  punto  (X,  Y,  Z)  la  superficie 

t?z(l-»-|i')-i-pirr2/=:0  , 
cioè  un  Paraboloide  Iperbolico. 

4."*  Determinare  la  superficie  generata  dair  intersezione 
di  due  piani  fra  loro  perpendicolari  e  passanti  uno  per    la 

,  e  r  altro  per  la  retta  ] 

(si  ritengano  ortogonali  gli  assi  coordinati). 
La  generatrice  ha  per  equazioni 

{z — v)k'^y — \iiczz0 , 
(2r-i-r)A-i-i/-»-|ia?=:0  , 

(A,  k  arbitrarie),  e  quindi  la  condizione  di  ortogonalità 
(§  II,  n.*  15,  5.*)  dei  due  piani  sarà  kh-^l — |i.*=0,  e 
r  equazione  della  superficie  generata 

y«_j,ta?*-i-(l— ;i*){5*— 1?*)=0  . 

Sarà  Iperboloide  ad  una  falda. 

9.  1.*  Dai  precedenti  problemi  abbiamo    ottenuto    equa- 
zioni comprese  nella  forma  generale 

9=:aa7* -t-fty* -i-<?z* -»- 2na?j/ -i-2miZ73; -»- 2Zt/3 -i-2pj7 
-i-2?j/H-2r;8  -i-d=0. 

Inversamente  se  venga  proposta  un*  equazione  algebrica  di 
2.°  grado  come 

(ix*'hby*'¥'Cz^'^2nxy'^2tniVZ'¥'2lyZ'¥'2pX'^2qy'^2rZ'^d=i0, 

e  se  x\  y,  z  si  ritengano  coordinate  cartesiane  variabili  di 
un  punto  riferito  a  tre  piani  coordinati  ad  angoli  arbitrarli, 
e  si  passa  alla  costruzione  delle  medesime  variabili  vedesi 
il  luogo  del  punto  sopra  un*  elissoide,  o  sopra  una  sfera, 
0  sopra  un  iperboloide,  etc.  a  seconda  dei  valori  dei  coeffj- 
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cienti  a,  6,  etc.  e  loro  rapporti,  e  tutta  volta  che  le  solu- 
zioni deir  equazione  siano  reali. 

Del  resto  indipendentemente  dai  citati  problemi  si  rico- 
nosce solo  per  la  considerazione  del  grado  2  della  proposta 
equazione  e  di  quello  1  delle  equazioni  di  una  retta  (equa- 
zioni di  due  piani  di  cui  essa  sia  V  intersezione)  come  la 
superficie  quadrica  sia  di  2.°  ordine  ossia  abbia  comuni  con 
una  retta  qualunque  soltanto  due  punti  (reali  distinti,  o 
reali  coincidenti,  o  immaginarii),  e  come  perciò  un  piano 
qualunque  incontri  la  quadrica  secondo  una  linea  secabile 
in  due  punti  da  qualunque  retta  del  piano,  e  cioè  secondo 
una  linea  conica.  Cosi  la  superficie  di  2."*  ordine  è  per  ogni 
verso  un  tessuto  di  coniche. 

Ponendo  zzzO  nella  ax^-^ =0  si  ha  la  conica 

ax^-¥'by^'^2n'Vy'^2px-^2qy-^d=:0 

intersezione  della  quadrica  col  piano  Oxy,  Ponendo  szzk 
si  ottiene  la  conica 

aci^'¥'by^-^ck^-k-2nxy-^2mxk'¥'2lyk'¥'2pX'^2qy-^2rk-hd=:0 

projezione  sul  piano  Oxy  della  conica  sezione  della  quadrica 
con  un  piano  parallelo  al  coordinato  Oxy.  etc. 

Dagli    esempi  dell'  Elissoide,    Iperboloide,    etc.    si    può 

con  facilità  argomentare  come  la  quadrica  oa?'-!- ziO 

abbia  centro  a  distanza  finita  od  infinita,  terne  di  piani 
diametrali  conjugati,  e  cosi  di  diametri,  etc.;  di  ciò  però 
tratteremo  in  seguito  dettagliatamente  col  metodo  della 
trasformazione  delle  coordinate. 

Osserviamo  intanto  come  V  equazione  possa  tradai'si 
nella  forma 

mx-^-ly-^r 


+. 


1-;-[/     (^^"^ 


mx-^-ly-^rf — c(a;7;*-»-ftj/'-i-2n.>t7i/-i-2pr-i-2^y-»-d) , 
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che  manifesta  ad  una  coppia  di  valori  qualunque  ài  x  e 
y  corrispondere  due  valori  di  z  dei  quali  uno  s'  ottiene  som- 
mando la  z  di  un  punto  di  un  piano  mx-^ly-^cz-^r^zO 
colla 


v< 


{mx-^ly-^ry — c(aa7*-i-&j/*-i-2ria?j/-i-2pa7-i-2gj/-i-d) 

e  ^ 

e  r  altro  sottraendo  dalla  z  stessa  la 


^' 


(mx-k-ly^r)* — c(aa?*-H....)  , 


e  quindi  essere  il  piano  ma7-i-fi/-»-cj;-i-r:=0  un  piano  bise- 
gante  le  corde  della  superficie  parallele  ali*  asse  delle  z, 
cioè  piano  diametrale  conjugato  coli'  asse  delle  z.  In  simil 
modo  può  vedersi  come  nx-^by-^lz-^qzzO  sia  un  piano 
diametrale  conjugato  coli*  asse  delle  i/,  cioè  bisegante  le 
corde  della  superficie  parallele  all'  asse  delle  y  e  come 
ax-^-ny-^mz-^pinO  sia  un  piano  diametrale  conjugato 
colla  direzione  dell'  asse  delle  x,  cioè  bisegante  le  corde  pa- 
rallele air  asse  delle  x. 

I  primi  membri  delle  equazioni  dei  tre  piani  diametrali 
indicati  non  sono  altro  che  la  metà  delle  derivate  parziali 
(C.  A.  R.  §  X,  n."  15)  rispetto  a  a;,  y  e  «  del  primo  mem- 
bro dell'  equazione  9=0  della  superficie;  e  perciò  i  detti 
piani  diametrali  saranno  rappresentabili  colle  notazioni 

do  do  d(p 

/.=0,        /-=0,        ^=0. 
dx  dy  dz 

Qualunque  piano  poi  rappresentato  da  un'equazione  come 

df  d(p  dqp 

dx  dy  dz 

(X,  {i  arbitrarie)  possederà  il  punto  o  gli  x»  punti  (al  finito 
0  air  X  a  seconda  dei  valori  dei  determinanti 
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a 

n    m 

n 

b     l 

» 

m 

l    e 

p 

n    m 

q 

b     l 

r 

l     e 

,  etc.) 


comuni  ai  tre  ripetuti  piani.  Se  i  tre  piani  hanno  un  sol 
punto  (centro)  comune  facendo  variare  X,  pi  si  darà  luogo 
ad  una  stella  di  piani  diametrali,  se  un  infinità  (infiniti 
centri  )  si  darà  luogo  ad  un  fascio  di  piani  diametrali  con 
asse  al  finito  o  all'  infinito;  ma  pur  di  questi  riserviamo 
ad  altro  posto  pia  ampia  discussione. 

2.*  Fra  nove  dei  dieci  coefficienti  dell*  equazione 

e  il  decimo  hanno  luogo  nove  rapporti.  Se .  questi  nove 
rapporti  vengono  assoggettati  ad  altrettante  distinte  condi- 
zioni lineari  la  superficie  risulta  pi«)namente  determinata. 
Se  per  esempio  la  quadrica  (cosi  suolsi  chiamare  il  luogo 
della  proposta  equazione)  sia  soggetta  a  passare  per  nove 
punti  (a7j ,  j/j ,  js,),  (jr?j ,  y^ ,  z^ ,  etc.  si  avranno  le  nove 
condizioni 

au7i*-*-&j/i*-H =0, 

ax^-^hy^-^ =0, 


mediante  le  quali  si  può  dair.equazione  generale  aa?*-hfty*-H 
=0  eliminare  a,  J,  età,  ed  ottenere 


x^    2/*     ^*     yz    zx     xy    X    y     %     \ 
^i    2/i'    ^1*  Vxh  ^i^\  ^\yi  ^1    Vi    «I    1 


=0 
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per  equazione  della  quadrica  obbligata  a  passare  per  nove 
dati  punti. 

Adunque  in  generale  per  nove  punti  presi  ad  arbitrio 
nello  spazio  si  può  far  passare  una  sola  quadrica  ossia  un 
luogo  di  2.^  ordine,  e  per  otto  punti  arbitrarli  o  meno  un 
infinità. 

3/  Se  la  quadrica  debba  essere  una  sfera  occorreranno 
soli  quattro  punti  per  individuarla. 

Dicendo  x,  y,  z  le  coordinate  di  un  punto  qualunque 
di  una  sfera  e  a,  3,  y  quelle  del  centro  e  R  il  raggio  la 
stessa  sfera  sarà  (§  II,  n.*  13,  2.*)  rappresentata  dall'  e- 
quazione 

2{x—a){z—^)cos(xz)^2{y—^){z—r)€Os{yz)=R\ 
la  quale  è  deducibile  dalla 
ax*-^by*'¥'Cz^'¥'2na;y'¥'2mxZ'¥'2lyZ'^2pX'^2qy'^2rZ'¥'d=0 

col  porre 

a        b        e  n  m  l 

1  ""  1  ""  1  "^  cos{xy)'^  cos[xz)'^  cos(yz)'~' 

P l 

~  — ja-*-^05(a?j/)-i-YCO^(a?;8)('"  — \^'^aLCOs(xy)'^^cos(yz)^ 

r 

""  —[^'^oLCOs(xz)'^^o$(yz)\~ 

d 
a*-»-p*H- Y*-i-2a^05(a?t/)  '^2(xycos{xz)  ~h2^x<^os{yz) — R*       ' 

intendendo  ft=:l,  o  ad  altro  valore  che  piaccia. 

Essendo  le  prime  sei  delle  scritte  equazioni  indipendenti 
da  a,  ^,  Y,  R,  esse  sole  saranno  sufficienti  a  stabilire  che 
il  luogo  deir  equazione  generale  di  2."  grado  a  tre  coordi- 


Digitized  by  VjOOQ  IC 


—  232  — 

nate  sia  una  sfera.  Si  può  dunque  ritenere  I'  equazione 
generale  della  sfera  nei  ternaini 

a  j.T?*  -4- j/'  '¥'Z^-^2xycos{xy)  ^2xzcos{xz)  '^2yzcos{yz)i 
'¥'2por'^2qy'¥'2rZ'¥'d=0. 

Le  cinque  arbitrarie  generali  a,  p,  q,  r,  d  dunno  luogo 

p        g        r        rfv 
a  quattro  rapporti  (ad  esempio  — ,   — ,   — ,  — 1  quindi 

bastano  (come  si  è  dotto)  quattro  punti  (^,,  j/j,  z^),  (ic?,,  j/^,  z^)^ 
etc.  ad  individuare  una  sfera.  L' equazione  della  stessa 
espressa  per  mezzo  delle  coordinate  dei  quattro  punti  sarà 


x^'¥'y^'^z^'^2xycos{xy)'^2xzcos{xz)'^2yzcos(yz)  x    y    z    l 
'^i*-^J/i*-^«i*-^ ^1  J/i  ^1  1 


=0  (S). 


Dalle 

P 
a  '^^cos(xy)'^ycos(xz)z=: —    —  , 

q 
acosixy)-^^  '^X^os{yz)  =  ^    —  , 

CL 

r 

'xcos{xz)'^^os(yz)'^-X  = —   —  , 

a\a'¥'^os{xy)^'{COs{xz)i'^^^^acos(xy)-^^'^ycos(yz)\ 

d 

'¥'x\^cos{xz)'¥'^os{yz)-^x\ — R'^ — 

deduconsi  a,  ^,  y,  R. 
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Dalle  prime  tre  si  ha  (§  II.  n.^  12,  9.*) 


1 


asenH 


?=- 


1 


asenH 


1 


asenH 


p    cos(xy)     cos(xz) 
q  1  cos{yz) 

r     cos{yz)        1 

1  p  cos{xz) 
cas(xy)  q  cos{yz) 
cos{xz)    r         1 

1  co$(xy)  p 
cos(xy)        1  q 

cos(xz)    cos{yz)      r 


dalle  quattro  insieme  combinate 


1 


R'=—  — (pa-t-gp-Hrf-i-d) , 


R*= 


1 


à^senH  i 


p    cos{xy)     cos{xz) 
q  1  cos{yz) 

T    cos{yz)         1 


1  p  cos{xz) 
cos{xy)  q  cos{yz) 
cos{xz)    r         1 


I         1        cos{xy)     p 

-r    cos{xy)        1  q 

I  cos(xz)    cos{yz)      r 


—  ad 


1         cos{xy)      cos{xz) 
cos{xy)         1  cos(yz) 

cos{xz)    cos{zz)  1 
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o  più  brevemente 


R'=- 


1 


a*sen*t 


ad      p 

Q 

r 

p        1 

cos(xy) 

cos(xz) 

q    cos(xy) 

1 

cosiifz) 

r    cos[xz) 

cos{yz) 

l 

(C.  A.  R.  §  IV,  n.'  13). 


Applicaado  questa  forinola  di  R'  all'  equazione  (S)  cioè 
ritenendo 


a= 


cp,  !/,  «,  1 

^'t  Vt  h  1 

a?»  l/s  «»  1 

^4  Vi  «4  1 


I  aj^-^y.^-^^.*-^- 


i3?. 


^1 

Vi 

«. 

a?. 

!/. 

«. 

a?3 

i/s 

«3 

a?4 

y* 

«4 

p=— 


^'/-^ j/t  ^t  1 

^3'-^ 2/3  ^3  1 

^/-*- Vi  ^4  1 


,    etc., 


si  otterrà  il  raggio  della  sfera  circoscritta  ad  un  tetraedro 
in  funzione  delle  coordinate  dei  vertici. 

Dal  confronto  della  stessa  formola  di  R*  con  quella 
(T)  del  (§  li,  n."*  14,  1.°)  si  ha  un'  equazione  di  vincolo 
fra  gli  spigoli  a,  b.  e?,  e,  f,  g  di  un  tetraedro  e  le  coor- 
dinate 07,  {/,  z,  etc.  dei  vertici,  e  cioè  si  ha 
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ad     p  q  r 

p  1  cos{3nj)  cos{xz) 
q  cos(xy)  1  cos(yi) 
r    co^xi)  cos{yz)      1 


e*    P    o*     1 
0     (7*    6*    1 


r    g*    0    e 


Il  a» 

Il  1 


1 


1 

0  1 

1  0 


z=:a*senH 


0  e*  r  a* 

e*  0  g*  b* 

P  ^  0  e» 

o*  6*  e»  0 


Questa  formula  si  semplifica  considerevolmento   pren- 
desdo  ortogonali  le  cooi>dinate  dei  vertici,  poiché  nel  caso 


cos(!»y)=co*(vi'«)=co«(j/2)=0,    senH-=\ , 


e  quindi 


a         '^  a 


^=-T 


R'=— j^p*-i-g*-i-r* — rtrf)i=  otc. 
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Daalità  nel  piano  —  Ordine,  Glasse  di  una  linea  piana  —  Coordi- 
nate triangolari  ~  Applica/àone  a  Ggure  omologiche,  a  coniche  — 
Teorema  di  Pascal  o  il  correlativo  di  Brianchon  ~  Dualità  nella 
stella  —  Dualità  nello  spazio  a  tre  dimensioni  -^  Ordine,  Classe  di 
una  superfìcie,  di  una  linea  intersezione  di  due  superficie  —  Coordi- 
nate tetraedriche  ~  Applicazione  a  Ggure  omologiche  —  Forma  di 
4.^  specie  —  Le  sei  coordinate  radiali  e  le  sei  assiali  —  Complessi  di 
rette  -^  Angolo,  distanza,  momento  di  due  rette  —  Retta  e  piano 
—  Retta  e  punto. 

1.  1."*  L'  equazione  generale  aa?-4-ftj/H-c=0   della   retta 

(§  II,  n.*  3,  1.*)  (a;,  y  coordinate  cartesiane)   divisa  per  e 

1 
prende  la  forma  j9ii?-»-jj/-f-l=0.  Per  i/=0  si  ha  5?=: , 

I 
per  a7=:0  risulta  yzz ,  cosi  p,  q  sono  i  valori  reci- 
proci col  segno  cambiato  dei  semmenti  che  la  retta  taglia 
sugli  assi  Oj?,  Oy.  Assumeremo  jp,  q  come  coordinate  della 
retta  e  le  diremo  Plilckeriane  da  Plùcker  che  primo  fra 
i  Geometri  le  ha  usate  come  (§  I,  n."*  8,  1.*)  abbiamo  an- 
cora avvertito. 

2.*  Tenendo  fissi  i  valori  di  p  e  g  e  facendo  variare  a- 
e  dipendentemente  t/,  il  punto  .r,  y  descrive  per  punti  la 
retta  (p,  q)  cioè  produce  una  punteggiata  sostenuta  dalla 
(/?,  q).  Tenendo  in  vece  fisso  il  valore  di  a;  e  di  j/  e  fa- 
cendo variare  7)  e  (?,  la  retta  (p,  q)  ruota  attorno  al  punto 
(x,  y)  dando  luogo  ad  un  fascio  di  rette  col. centro  {x^  y) 
e  posto  sul  piano  xOy. 
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Pertanto  la  pjc-^qt/'¥'\^0  può  guardarsi  tanto  come 
equazione  puntale  di  retta  come  equazione  tangenziale  di 
punto.  Siccome  poi  1*  equazione  non  si  altera  di  forma 
scambiando  il  significato  dì  x  e  y  rispettivamente  con  quello 
ài  p  e  q  cosi  si  può  diro  che  si  esprime  nella  stessa  alge- 
braica  maniera  (forma)  tanto  il  correre  di  un  punto  sopra 
di  una  retta  come  il  ruotare  di  una  retta  attorno  ad  un 
punto;  e  come  la  retta  può  riguardarsi  la  riunione  di 
infiniti  punti,  cosi  il  punto  può  riguardarsi  la  riunione  di 
infinite  rette.  Ciò  in  acconlo  di  quanto  è  stato  (  §  II,  n.** 
31,  1."*)  accennato. 

Così  da  qualunque  figura  del  piano,  e  da  qualunque 
proposizione  o  teorema  ad  essa  relativo  si  potrà  sempre 
dedurre  un  altra  figura,  proposizione  o  teorema  (a  qne- 
st*  ultima  figura  relativo  )  col  semplice  scambio  fra  loro  dei 
due  elementi  (punto  e  retta)  generatori  del  piano,  e  per 
modo  che  tanti  punti  di  una  retta  vengano  sostituiti  da 
altrettante  rette  concorrenti  in  uno  stesso  punto. 

Tanto  costituisce  il  principio  di  Dualità  nel  piano,  o 
delle  figure  piane  correlative  perchè  appunto  diconsi  cor- 
relative due  figure,  o  due  proposizioni  o  due  teoremi  che 
si  deducano  1*  una  dall*  altra  col  detto  scambio. 

3.*  L*  equazione  algebrica  razionale  ed  intera  f((v,  i/)=0 
rappresenta  (guardate  la  a?  e  la  ^  come  coordinate  puntali) 
X  punti  disposti  sul  piano  in  lìnea  retta  o  curva  od  altro 
modo  a  seconda  del  grado  dell'  equazione  e  del  valore  e 
segno  dei  coeflScienti.  La  stessa  equazione,  guardando  invece 
a;  e  y  come  coordinate  di  retta  mobile,  rappresenta  ce  rette 
passanti  per  uno  stesso  punto,  oppure  tangenti  (inviluppanti) 
una  curva  od  altro  a  seconda  del  grado   dell'  equazione. 

Il  luogo  della  f{x,  i/)=0  di  grado  n  si  dirà  di  ordine 
n,  0  di  classe  n  secondo  che  a?,  y  si  guarderanno  come 
coordinate  puntali  o  come  coordinate  tangenziali. 

Un  luogo  d*  ordino  n  ha  comuni  n  punti  con  uno  di 
ordine  primo  cioè  colla  retta;  ed  un  luogo  di  classe  n  ha 
comuni  n  inviluppanti  con  nno  di  prima  classe  cioè  con 
an  punto,    poiché    trattando   coesistenti    un'  equazione   di 
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grado  n  con  una  di  primo  grado  trovansi  appunto  n  cop- 
pie di  valori  di  a?  e  y  soddisfacenti  contomporaneamente 
allo  due  equazioni. 

2.  1."  Si  può  considerare  la  a?  e  la  j/  di  un  punto  mo- 
bile sul  piano  xOy  quali  rapporti  di  due  numeri  a  un  terzo 
variabile  con  essi,  o  in  altre  parole  si  può  riferire  la  x  e 
la  y  ad  una  unità  z  variabile  con  esse  e    loro  sostituire  i 

rapporti    -^  ,  ^  {§  l  n.^  21). 

z         z 

Similmente  è  lecito  riferire  le  coordinate  p,  q  di  una 
retta  ad  una  unità  r  variabile  con  esse  e  alle   stesse   so- 

P       Q 
stituire  i  rapporti  —  ,  —  .     Pertanto   la  px-^qy-^lz^Q 

p    X  q    y 

sarà  traducibile  nella  forma h 1-1=0 ,    e 

r     z  r    z 

poi  nella  forma  omogenea  px-^qy-ì-rz^zO. 

Diremo  x,  y,  z  coordinate  cartesiane  puntali  omogenee, 
e  }>,  ;,  r  coordinate  pliickeriane  lineari  (o  meglio  tangen* 
zialì)  omogenee. 

Ponendo  jszzrzzl  V  equazione  riprende  la  primitiva 
forma  J9a7-i-gj/-i-l=0. 

1  1 

2.*  I  semmenti , !che  la  retta  (»,  q)  ta- 

p  q      ^  x-r-»  ^/ 

glia  sugli  Ox,  Oy  rispettivamente j  s'  allungano  continua- 
mente man  mano  che  p  Q  q  tendono  a  zero,  e  quindi  la 
retta  s*  allontana  continuamente  dairorigine,  e  la  sua  equa- 
zione puntale  tende  a  divenire  Od?-HOj/-Hl=zO  che  appunto 
indicheremo  per  mezzo  della  forma  poco  rigorosa  1^0, 
e  cioè  diremo  che  l'equazione  1=0  o  in  modo  più  gene- 
rale costante  =0  è  V  equazione  della  retta  ali*  infinito  nel 
piano  offOy. 

Ritornando  alT  equazione  omogenea  px-^qy-^r^z^zO  , 
vedesi  che  V  equazione  ^=0  rappresenta  la  retta  air  infinito 
nel  piano  a^y.  Correlativamente  etc. 

3/  L'equazione  aoa?*-f-aiA^**~'j/-H -Han?/°=0  {a^^, /i^,.., 

M*.,  an  coefficienti  reali)  omogenea  in  x  ^'  y  (spezzabile  in 
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n  equazioni  omogenee  di  primo  grado  in  x  e  //)  rappresenta 
n  retto  per  1*  origine,  o  ii  punti  air  infinito  a  seconda  che 
.r,  y  significano  coordinato  di  punto  mobile  o  di  retta  mo- 
bile. Le  n  rette  o  gli  n  punti  sono  tutti  o  in  parto  reali 
distinti  0  coincidenti,  tutti  o  in  parto  immaginarii  conjugati. 
3.  1."*  Qualunque  retta  di  un  fascio  di  centro  (.r,  y')  e 
sostenutodal  piano  a;Oiy  ha  un* equazione  puntale  della  forma 

Qualunque  punto    dì    una    punteggiata  sostenuta  dalla 
retta  {x\  y')  ha  un'  equazione  tangenziale  della  forma 


/>( 

:^- 

.x')^q(y-^)=Q 

2."  L'  equazione 

1 

X       y     ! 

1 

^'      ì/ 

=0 

1 

x"     y" 

in  coordinate  puntali  rappresenterà  la  condizione  perchè 
tre  punti  (a?,  j/),  (x\  j/'),  (x\  j/")  nel  piano  xOy  siano  in 
linea  retta,  e  se  il  primo  si  ritiene  mobile  e  gli  altri  due 
fisHi  la  stessa  equazione  rappresenterà  una  retta  pei  due 
punti  (x\  y),  (x\  y"). 

La  medesima  equazione  in  coordinate  di  retta  (tangen- 
ziali) sarà  la  condizione  perchè  tre  rette  {x,  y),  {x\  y), 
[^'\  !/')  concorrano  in  un  punto,  e  se  la  prima  retta  si 
pensa  mobile  e  le  altre  due  fisse  la  ripetuta  equazione  rap- 
presenterà un  punto  per  due  rette  {  punto  d  incontro  della 
(x\  y)  colla  (x\  y")  \  . 


Il  determinante 


X 

x! 


mx'-^nx" 


m-4-n 


y- 


y 

my-^ny' 


diventa      nullo      per 


(;>?,  lì  variabili)    oppure 
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(posto   — =o)    per  ivzz—. ,      w=r-i .   Pertauto 

SI  può  dir«  che  se  (x\  y),  {x\  t/")"  sono  le  coordinate  di 

X  -H/aa?       y  -Hpj/ 
due  punti  fissi  oppure  di  due  rette  finite    — ,   -j 

saranno  le  coordinate  di  un  punto  qualunque  della  retta 
individuata  dai  due  punti  fissi  oppure  le  coordinate  di  una 
retta  qualunque  uscente  dal  punto  individuato  dalle  due 
rette  fisse. 

In   coordinate    omogenee    la    precedente    equazione  si 
X       y       z 

x'      y'      z' 


trasforma  nella 


=0.      Quest*  equazione  è 


I 


X      y      z    \ 

sodisfatta  ponendo  xzzmx'^nx",  yzzzmy' -^ny\  zzzmZ'^ni" 
(m,  n  variabili)  oppure  x-zix'-^px",  yzzy'-^-py",  zzzz'^pz". 
Così  x-^px",  y'-^py",  z'-i-pz"  sono  le  coordinate  di  un 
punto  qualunque  di  una  retta  determinata  dai  due  punti 
fissi  {x\  y,  z'),  {x',  y'\  z"),  oppure  le  coordinato  di  una 
retta  qualunque  uscente  dal  punto  individuato  dalle  due 
rette  fisse  (x,  y\  z'),  (x\  y\  z"). 

3.*  Se  a=0,  p=:0,  y=0  sono  tre  equazioni  puntali  di 
rette  nel  piano  xOy  e  se  possono  determinarsi  tre  valori 
X,  (i,  u  indipendenti  da  x  e  y  e  per  modo  che  si  abbia 
identicamente  Xa-H}xp-4-uY=iO,  le  tre  rette  concorrono  nello 
stesso  punto. 

Guardando  le  proposte  equazioni  come  tangenziali  di 
tre  punti,  V  identità  Xa-f-pL^-f-'jfzzO  significherà  che  i  tre 
punti  sono  sulla  stessa  retta. 

4,*  L'  equazione  «-4-^^=0  (dove  a,  ^  funzioni  di  primt) 
grado  in  X  Q  y  Q  k  un  arbitraria)  rappresenterà  sul  piano 
a?Oy  una  retta  del  fascio  il  cui  centro  è  determinato  dal 
punto  d*  incontro  delle  rette  anzO,  ^=0  se  si  guardano  ./' 
e  y  come  coordinate  puntali,  e  rappresenterà  un  punto 
della  Inetta  che  ò  individuata  dalla  congiungente  i  due 
punti  a=0,  ^=0  se  si  guardano  x  o  y  come  Qoordiijate 
tangenmli. 
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5.'  Se  3t,  p  per  xzzix ,  y=j/'  assumono  i  valori  a\  g',  e 

se  il  il  punto  {po\  \j),  oppure   lu    retUi    (x\  y)    appartiene 

alla  retta  a-i-A^riO    oppure    al    punto    a-f-A^^rO    si    avrà 

a         a 
3'-i-Ap'=0,  e  quindi  -r-z=-7r  rappresenterà  una  retta  per 

p        p 

an  determinato  punto,  oppure  un  punto  sopra  una  deter- 
minata retta. , 

4.  1.*  Per  mezzo  delle  equazioni 

(x=:px'¥'  q  j/H-  r  z-rzO  \ 
^=p'x'^q'y-^rz=0  \  (t) 
'C=p"x'^(/'y'¥'r"z=0  ] 

di  tre  rette  nel  piano  xOij  non  concorrenti  in  un  punto, 
0  di  tre  punti  non  in  linea  retta  (*)  si  potrà  rappresentare 
qualunque  altra  retta  o  punto  a,r>f-ftt/-»-ci?=0  del  piano 
mediante  un  equazione  AaH-/ipH-/Y=0,  dove  A,  h,  l  indi- 
pendenti da  cr,  y,  %.  E  veramente  si  possono  assegnare  tali 
valori  a  A,  A,  /  che  si  abbia  identicamente 

ossia 

poiché  stabilendo  le  eguaglianze 

kr-^hr'-^lr'^znc 


(*)  Qaando  diciamo  a^:0,  p^O,  y^O  equazioni  di  retta  biso- 
gna ritenere  x,  y,  %  coordinate  omogenee  variabili  di  punto  e  quando 
diciamo  «rrO,  ^=0,  y^O  equazioni  di  punto  bisogna  ritenere  .r, 
^,  %  coordinate  di  retta  mobile  e  |);  ^,  r  di  punto  Usso. 

16 
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deducousi  da  esse  valori  finiti  per  k,  h,  l,  e  cioè 


h= 


a 

p' 

P" 

b 

q' 

q" 

e 

r' 

r" 

p  p  p 

q    q    q" 

r    r'   r" 


~zri —  ,     h'=z 


p    a    p 
q    à     q' 
r    e     r" 


P    P    P 

q  q'  q" 

r    r     1' 


1= 


p     p     a 
q     q      b 

r     r      e  I 


P    P    P 

q  q'  q" 

r    r     r 


Se  si  supponesse 


P    P    P 

q  q   q" 


=0,    cioè    le    tre    rette 


a=:0,  P=:0,  y=0  concorrenti  in  un  punto  (  i  tre  punti 
a=0,  ^=0,  Y=0  in  linoa  retta),  A,  A,  l  si  presenterebbero 
infiniti  per  qualunque  retta  (punto)  ax-^-by-^-cz-ziO  non 
concorrente  in  quel  punto  (non  giacente  in  quella  retta), 
e  per  qualunque  retta  concorrente  in  quel  punto,  (qualun- 
que punto  giacente  in  quella  retta)  h,  h,  l  si  presentereb- 
bero indeterminati  poiché  pur  sarebbe  nel  caso 


=0, 


essendo  queste  appunto  le  condizioni  perchè  la  retta  (  il 
punto)  aiP-H&j/-»-c;s=0  concorra  colle  tre  date  prese  a  due 
a  due  (trovisi  in  retta  coi  tre  dati  punti  presi  a  due  a  due) 
e  cioè  la  retta  concorra  colle  tre  rette  (il  punto  trovisi  in 
retta  coi  tre  puntij. 

In  infinite  maniere  sul  piano  si  può  e.*>primere  1'  equa- 
zione di  una  retta  qualunque  (di  un  punto  qualunque)  pep 
mezzo  di  quelle  di  quattro  o  più  rette  (  di  quattro  o  più 
punti  ). 


a 

P 

P 

P 

a 

P' 

P 

P 

a 

b 

4 

q" 

=0, 

q 

b 

q" 

=0. 

q 

q' 

b 

e 

r' 

r" 

r 

e 

r" 

r 

r' 

e 
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Se  vengono  indicati  con  P,  P',  P",  Q,  Q',  Q"  R,  R',  R" 
i  complementi  dogli  elementi  del  determinante 


V    V    P 

q  4  q" 

r    T     r 


=A, 


e  cioè  se 


P      F    P" 

Q      Q'    Q" 
R     R'    R" 


siane  il  reciproco,  i  valori  di  k,  h,  l   possono  notarsi  come 
segue 

AAz=Pa-*.Q6H-Rc, 

AAzzP'aH-Q'ftH-R'c, 

A/=P"a-HQ"6^R"c. 

2.*  Nella  ft«H-Ap-»-ff=:0,  le  a,  p,  v  sono  ti-e  proporzio- 
nali alle  distanze  di  un  punto  mobile  o  di  una  retta  mobile 
rispettivamente  alle  tre  rette  oppure  ai  tre  punti  a=0, 
P=0,  Y=0  ^  seconda  che  le  coordinate  x,  y,  z  si  guar- 
dano come  coordinate  puntali,  oppure  come  coordinate  tan- 
genziali (§  II,  n.*  20,  5/*).  Pertanto  a,  p,  y  possono  chia- 
marsi coordinate  triangolari  di  punto  mobile  rispetto  a  tre 
rette  fondamentali  «=0,  ^=0,  y=0,  oppure  coordinate  tri- 
angolari di  retta  mobile  rispetto  ai  tre  punti  fondamentali 
a=0,  ^=0,  Y=0  (*).  Diremo  triangolo  fondamentale  il  tri- 
angolo di  lati  a=0,  ^=0,  y=0  oppure  di  vertici  oe=0, 
?=0,  Y=0.  (••) 

Scegliendo  opportunamente  tre  rette  o  tre  punti  come 
fondamentali  in  una  figura  relativa  ad  una  proposta  que- 
stione 0  problema,  o  teorema  a  dimostrarsi  si  potranno  poi 
riferire  le  altre  rette  o  punti  della  figura  a  quei  tre  ele- 
menti fondamentali  e  conseguire  nelle  equazioni  una  sim- 
metria che  renda  (in  tal  modo  più  che  altrimenti)  facile  la 


0  Anello  si  potrebbe  dire:  coordinate  trilineari  in  un  caso,  tri- 
ponte  neir  altro,  trimetrìche  in  ambedue. 

(")  8i  potrebbe  pur  dire:  trilatero  fondamentale  di  lati  azrO, 
^=0,  Y^=0-  '"«"gole  fondamentale  di  vertici  «^0,  ^=0,  y^O. 
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discussione  e  V  invenzione  di  quanto  importa  alla  proposta 
questione,  problema  o  teorema. 

3.®  Le  coordinato  cartesiane  omogenee  possono  guar- 
darsi come  un  caso  particolare  delle  coordinate  triangolari 
sopra  dichiarate,  poiché  se  le  a,  p,  y  ^^^  si  prendono  nella 
forma  generale  quale  appare  nelle  (l),  ma  bensì  nella  speciale 

.r=0,     2/=0,     2=0 

si  ha  allora  (n.""  2,  2."*)  per  triangolo  fondamentale   quello 

costituito  dall'asse  Ox\  dall'  asse  Oy,  d<alla  retta  all'infiniti). 

4.**  Quando  «=0,  ^=0,  y=0  [  equazioni  (t)  ;  non  siano 

omogenee  e  siano  prese  nella  forma  normale  (§  II,  n.**  7,  l.**j 

xcos^  -ì-ycosio  — n  =0, 
xcosH'  -^ycosd)  — n'  =:0, 
xcos^"  -^ycosfj)' — n"z=0, 

e  siano  guardate  come  equazioni  puntali  di  rette  allora 
nella  koL-^h^-^l^zzO,  a,  ^,  y  significheranno  le  distanze 
rispettivamente  alle  tre  rette  fondamentali  a,  ^,  y  del 
punto  (a?,  y)  generatore  della  retta  koL-^-h^-^lf^zO, 

5.®  Alcuni  geometri  chiamano  triangolari  particolar- 
mente quelle  coordinate  X,  Y,  Z  di  punto  che  soddisfano 
alla  condizione  X-f-Y-HZ=rl,  la  quale  appunto  si  verifica 
quando  la  proporzionalità  di  X,  Y,  Z  alle  distanze  ^^ ,  ò\  , 
^^  del  punto  (X,  Y,  Z)  dalle  tre  rette  fondamentali  sia 
fissata  secondo  i  rapporti 

X_  a  Y_   b  Z_   e 

"«7""2T'        ^^2T'        17""2T  ' 

ritenuto  che  a,  b,  e  significhino  le  lunghezze  dei  lati  del 
triangolo  fondamentale,  e  T  1'  area  del  medesimo.  Per  qua- 

1 

lunque  punto  (X,  Y,  Z)  si  ha     T=— (a^jH-&ò\H-c<5'3)  (som- 
ma 0  differenza),  e  quindi  X-»-Y-i-Z=l. 
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Noi  useremo  in  senso  generale,  la  qualificazione  di  tri- 
angolari per  lo  coordinate  tuttavolta  che  siano  prese  ri- 
spetto a  tra  elementi  fondamentali  (rette  o  punti)  dei  quali 
nessuno  sia  ali*  infinito 

6.*  Riteniamo  che  le  (t)  (1."*)  rappresentino  rette.  Il  ver- 
tice risultante  dall'  intersezione  della  2.*  e  3.*   retta    avrà 


per  coordinate 

co       P 
«-  R    ' 

y      Q 

«  -  R    ' 

quello  dalla  3.'  e  1/ 

X       P' 
«-  R'  • 

y  Q' 
«~  R'  ' 

quello  dalla  1/  e  2/ 

X        P" 

z-  R"  '■ 

y  Q" 
«  -  R"  ' 

e  quindi  le  equazioni    tangenziali    di    tali    vertici,  notando 

e        f 
con  —  ,    —  le  coordinate  pliikeriane  di  una  retta  mobile, 

P    ^        Q    /' 

saranno     -rr h  -=r -hIzzO,  etc.,  ossia 

R     gr         R     ^ 

Pa  H-Q/^  H-R^r  =0,    \ 

P"aH.Qy-4.R"i7=0   ) 

Indicate  con  X,  Y,  Z  le  coordinate  triangolari  di  un  punto 
del  piano  rispetto  alle  tre  rette  (^),  con  E,  F,  G  le  coor- 
dinate triangolari  di  una  retta  del  piano  rispetto  ai  tre 
punti  (^'),  con  p,  7  due  arbitrarie^  potremo  scrivere 

{x,  y^  z  coordinato  cai*tesiane  omogenee  di  quel  punto), 
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crG=:P"dH-QY-HR"p 

(^»  /*»  P  coordinate  plùkeriane  omogenee  di  quella  retta),  e 
quindi 

p7(EX-f.FY-HGZ)=:A(^ir-H/t/H-5r^)     ('). 

Pertanto  come  V  equazione  ex-^fy-^gz-zzQ  in  coordi- 
nate cartesiane  rr,  ?/,  ^  omogenee  di  un  punto  o  plukeriaae 
6%  /*.  ^  omogonee  di  una  inetta  (le  une  e  le  altre  prese  li- 
spetto  ad  assi  cartesiani)  esprime  simmetricamente  la  con- 
dizione perchè  il  punto  giaccia  sopra  la  retta  (riunione  di 
situazione  della  retta  e  del  punto),  così  la  EX-i-FY-hGZ=0 
in  coordinate  triangolari  X,  Y,  Z  di  un  punto  e  coordi- 
nete  triangolari  E,  F,  G  di  una  retta  (le  une  e  le  altre 
prese  rispetto  allo  stesso  triangolo  fondamentale)  esprime 
simmetricamente  la  condizione  perchè  il  punto  giaccia  sulla 
retta. 

Inoltre  come  la  ex-k-fy-^gz-^Q  può  rappresentare  una 
i^tta  (descritta  da  un  punto)  o  un  punto  (inviluppato  da 
una  retta;  a  seconda  che  si  guardano  variabili  x,  y,  z  e 
costanti  e,  /*,  g  oppure  costanti  x,  y,  z  q  variabili  e,  /*,  g, 
cosi  la  EX-hFYh-GZzzO  potrà  rappresentare  una  retta  come 
punteggiata  o  un  punto  come  inviluppo  a  seconda  che  siano 
ritenute  variabili  X,  Y,  Z  e  costanti  E,  F,  G  oppure  co- 
stanti X,  Y,  Z  e  variabili  E,  F,  G. 


(')  Si  tenga  presente  che 

che 

pQ-i-p'Q'-H>"Q"= =0    (G.  A.  R.  §  IV). 

81  avverta  pure  che  tatto  il  discorso  e  calcolo  precedente  sì 
può  ripetere  scambiando  fra  loro  la  parola  punto  colla  parola  retia^ 
vertice  con  lato,  etc. 
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Facilmente  poi  3*  intende  corno  le  formule  (n.*"  3)  poss- 
sano  esprimerai  in  coordinate  triangolari.  Cosi  V  eqnazione 
E(X— X')-hF(Y— Y')-hG(Z— 7;)=0  (X,  Y,  Z  variabili,  E, 
F,  G  contanti)  rappresenterà  in  coordinate  triangolari  o 
una  retta  (E,  F,  G)  per  un  punto  (X\  Y\  Z')  0  un  punto 
E,  F,  G  sopra  di  una  retta  (X',  Y',  Z')  a  seconda  che  si 
guarderanno  X,  Y,  Z  coordinate  variabili  di  punto  0  di  retta 
ed  E,  F,  G  coordinate  costanti  di  retta  0  di  punto,  etc; 
I  X      Y      Z 


r  equazione 


=0    rappresenterà  0  una  retta 


X'     Y'     Z' 

X"    Y"    Z" 

congiungente  due  dati  punti  (X',  Y'  Z'),  (X",  Y",  Z"),  0  un 
punto  intersezione  di  due  i-ette  (X',  T,  Z'),  (X",  Y",  Z")  a 
seconda  etc.  (potrà  anche  dirsi  la  condizione  perchè  tre 
punti  siano  in  retta,  o  perchè  tre  rette  concorrano  in  un 
punto). 

Similmente  supposto  che  H,  K  significhino  due  funzioni 
bilineari  della    forma   EX-*-FY-f-GZ,    le   equazioni   H=0, 

K=0,  Hh.|jiK=0,  H-hii.'K=0, (ti,  pi',  arbitrarie) 

rappresenteranno  i  punti  di  una  punteggiata  0  le  rette  di 
un  fascio,  etc.  etc. 

Le  due  rette  (punti) 

EX-i.FYh-GZ=Ò,     E'Xh.FY-hG'Z=0 

s*  incontrano  in  un  punto  (sono  congiunti  da  una  retta) 
che  ha  per  coordinate 


F    G 

G   E 

X 

F  G' 

Y 

G'  E' 

Z""~ 

E   F 

'      Z~ 

E   F 

ET  F 

E'  F 

I  punti  d*  incontro  (le  rette  di  congiunzione)  della  inetta 
(del  punto)  EXh-FY-hGZ=0  colle  rette  (coi  punti)  fonda- 
mentali X=iO,  Y=0,  Z=0  sono  gli  stessi  (  le  stesse  )  che 
quelli  della  retta  (del  punto)  FY-f-GZ=0  colla  rotta    (col 
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punto)  X=0,  della  retta  (del  punto)  EX-»-GZ=0  colla 
retta  (col  punto)  YizO,  della  retta  (del  punto)  EX-»-FY=0 
colla  retta  (col  punto)  Z=:0. 

5.  1."*  Se  i  lati  di  un  triangolo  incontrano  rispettiva- 
mente i  lati  di  un  altro  (nello  stesso  piano  del  precedente) 
in  tre  punti  in  linea  retta  (asse  di  coUineazione),  le  rette 
congiungenti  i  vertici  del  primo  triangolo  rispettivamente 
coi  corrispondenti  del  secondo  s' incontrano  in  un  punto 
(centro  d*  omologia). 

Prendendo  per  rette  fondamentali  i  lati  del  primo  tri- 
angolo e  stabilendo  per  esse  le  equazioni  a=:0,  ^=0,  yzzO  si 
avrà  per  equazione  dell'asse  di  coUineazione  fta-i-Ap-»-/Y=0, 
e  quindi   per  equazioni  dei  lati  del  secondo  triangolo 

Aa^A'p^/r=o,    [  (V) 

Combinando  queste  a  due  a  due  per  sotti*azione  risultano 
le  seguenti 

(h'^h)^Ml-n^=0.         (T) 
(A— A>-i-(r— Ot=0,      I 

che  sono  quelle  di  rette  passanti  non  solo  pei  tre  vertici 
del  2.**  triangolo  ma  anche  per  quelli  ag,  ^y,  «y  ^^1  primo, 
e  che  sommate  insieme  producono  identicamente  lo  zero. 
Cosi  è  evidente  che  le  tre  congiungenti  i  detti  vertici  con- 
corrono in  un  punto,  cioè  è  manifesta  V  esistenza  del  cen- 
tro di  omologia. 

Se  due  triangoli  ammettono  un  centro  d'  omologia  a- 
vranno  pure  un  asse  di  coUineazione.  Si  rifaccia  il  prece- 
dente calcolo  guardando  a=0,  p=:0,  y=0  come  equazioni 
tangenziali  dei  vertici  del  primo  triangolo  sostituendo  le 
paiole  centro  (V  omologia  alle  asse  di  collineazioìie,  ìsl  pa- 
rola retta  alla  parola  punto,  etc. 
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2/  Collocati  i  vertici  del  secondo  triangolo  rispettiva- 
mente sopra  i  lati  a=:0,  P=:0,  y=:0,  del  primo,  e  ammessa 
r  esistenza  dell'  asse  di  coUineaziono  /ia-i-A^-*-/Y=0,  i  lati 
del  secondo  triangolo  sono  rappresentabili    colle   equazioni 

— Aa-HAp-i-/Y=0,     Aa— AP-»-/yz=0,     Aan-A^— /y=0- 

Combinando  (mediante  sottrazione)  queste  equazioni  a  due 
a  dae  veggonsi  le  congiungenti  i  vertici  deli*  un  triangolo 
con  quelli  dell'  altro  definite  dalle  equazioni 

ka—h^=0,     lx—k(xzzO,    h^'-lx=0 , 

la  cui  somma  è  nulla.  Tanto  dimostra  1*  esistenza  del  cen- 
tro d'  omologia. 

Fatti  passare  i  lati  del  secondo  triangolo  rispettiva- 
mente per  i  vertici  a^O,  P=0,  y=0  d®l  primo  e  amessa 
r  esistenza  del  centro  d'  omologia  Ao(-i-A^-*-/y=0,  i  vertici 
del  secondo  triangolo  sono  rappresentabili  colle  equazioni 

— Aa-i-Ap-H/Y=0,     Aa— AP-h/y=0,     Aa-nAp— /y=0. 

Combinando  (mediante  sottrazione)  queste  equazioni  a  due 
a  due  veggonsi  i  punti  d'  incontro  dei  lati  dell*  un  tri- 
angolo con  quelli  dell*  altro  definiti  dalle  equazioni 

Aa— A^=0,    /y— Aa=0,     h^—lx=0  , 

la  cui  somma  è  nulla.  Tanto  dimostra  1'  esistenza  dell'asse 
di  collineazione. 

3.^  Se  i  tre  lati  di  un  triangolo  ruotano  rispettivamente 
attorno  a  tre  punti  fissi  disposti  in  linea  retta,  mentre  duo 
vertici  corrono  sopra  due  rette  fisse,  il  terzo  vertice  pur 
correrà  sopra  una  retta  fissa  formante  fascio  colle  due 
precedenti. 

Se  a=0,  P=0,  yzzO  rappresentano  i  lati  del  triangolo 
considerato  in  una  prima  posizione  e  se  Aa-4-Ap-i-/Y=0  de- 
finisce la  retta  dei  tre  punti  fissi,  le  equazioni 

Aa-i-A^-H/Y=0,     Aa-HA'^-i-^Y=0.     ka-hh^^tczzO 
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rappresenteranno  i  Iati    del    triangolo   considerato   in   una 
seconda  posiziono,  e  le 

(/j'_A)a-»-(A— /Oi3=0,     (A— A')aH.(r— Ot=0, 

le  congiungenti  i  vertici  deir  un  triangolo  con  quelli  del- 

k'^k        h—li 

r  altro.  Tenendo  costanti  i  due  rapporti      r — ,-'  >      "P — r  > 

^^  h—h         t — l 

le  due  prime  di  queste  tre   ultime    i*ette   rimangono   fisse, 

ma  siccome  dalla  costanza  dei  due  rapporti    deriva   quella 

del  rapporto       7~^  »  ^^sl  rimarrà  pur  fissa  la  terza  retta. 

Le  tre   poi  evidentemente  concorrono  in  uno  stesso   punto. 

Reciprocamente  se  i  tre  vertici  di  un  triangolo  corrono 
sopra  tre  rette  fisse  formanti  fascio,  mentre  due  lati  invi- 
luppano due  punti,  il  terzo  lato  dovrà  inviluppare  uu  terzo 
punto  fisso  sostenuto  dalla  stessa  retta  che  sostiene  i  due 
precedenti.  Si  riprendano  lo  equazioni  precedenti  guardan- 
dole come  equazioni  di  punti. 

4.^  Se  i  tre  lati  di  un  triangolo  ruotano  attorno  rispet- 
tivamente a  tre  punti  fissi  in  linea  retta  (  asse  di  collinea- 
zione),  daranno  luogo  a  una  infinità  di  triangoli  a  due  a 
due  omologici  e  i  centri  d'  omologia  staranno  sopra  una 
stessa  retta,  e  cioè  il  centro  d*  omologia  descriverà  una 
punteggiata. 

Se  le  a=0,  p=0,  y=0  rappresentano  i  vertici  di  un 
primo  triangolo,  Aa-i-Ap-i-/Y=0  rappresenterà  il  centro  d'o- 
mologia, le 

Y'=fta-HAp-i-rY=0 
rappresenteraimo  i  vertici  di  un  2.''  triangolo,  e  le 
(A— A>z=(A— A')P 
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rappresenteranno  i  tre  punii  iV  incontro  dei  lati  del  primo 
triangolo  rispettivamente  coi  corrispondenti  del  2.*  Se  poi 
i  lati  di  un  terzo  triangolo  devono  possedere  rispettiva- 
mente i  tre  punti  (p),  i  vertici  dello  stesso  saranno  rappre- 
s>entati  dalle  equazioni 

a"=(ft'-»-^)aH-(A-i-r)P-f.(/-f.r)Y=0, 

Cosi  (A-H/)a-H(A-i-r)p-i-(/-i-r)Y=:0  rappresenterà  il  centro 
d'omologia  del  1."  e  SJ"  triangolo.  L'equazione  poi  to-H 
r3-»-rY=0  rappresenterà  il  centro  d'  omologia  del  2.*  e  3.' 
triangolo.  Siccome  V  aggregato  delle  tre  equazioni 

Aa^Ap-H/Y=0,     — (A-»-Oa— (A-+-t?)^— (/-♦.r)Y=0, 

produce  zero  =  zero,  cosi  i  tre  centri  d'  omologia  saranno 
sopra  di  una  stessa  retta. 

Reciprocamente  se  i  vertici  di  un  triangolo  corrono 
rispettivamente  sopra  tre  i*ette  fisse  concorrenti  in  un  punto 
(centro  d*  omologia)  daranno  luogo  a  un'  infinità  di  trian- 
goli a  due  a  due  collineari,  e  gli  assi  di  coUineazione  s' in- 
contreranno in  uno  stesso  punto  e  cioè  V  asse  di  coUinea- 
zione invilupperà  un  punto.  Dimostrazione  come  la  prece- 
dente interpretando  le  equazioni  come  equazioni  di  rette. 

5.**  Se  due  serie  di  punti  A,  B,  C,  D,  .  ,  .  .  ,     A',  B\ 

C,  D\  , sono  cosi  disposte  su  di  un  piano  che  le 

rette  AB,  AC,  AD,  .  .  .  .  ,    BC,    BD, incontrino 

rispettivamente  le  A'B',  A'C,  A'D',  .  .  .  ,  B'C.  B'D',  .... 
in  punti  di  una  stessa  retta  (asse  di  coUineazione)  le  rette 
AA',  BB',  ce,  DD',  eie.  concorrono  in  uno  stesso  punto 
(centro  d'  omologia),  e  inversamente  etc.  Il  triangolo  ABC 
è  omologico  del  triangolo  A'B'C,  e  il  triangolo  ABD  del 
triangolo  A'B'D',  e  i  centri  di  omologia  delle  due  coppie 
di  triangoli  coincidono  in  uno  perchè  tanto  per  V  una  cop- 
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pia  come  per  V  altra  il  centro  d*  omologia  rimane  deter- 
minato dalle  due  rette  A  A',  BB'.  Cosi  la  retta  DD'  concon-e 
nello  stesso  punto  collo  AA',  BB',  CC.  Analogamente  le 
EE',  FF',  etc.  concorreranno  collo  precedenti  nello  stesso 
punto. 

6."*  Considerando  una  curva  come  un  infinitilatero  cioè 
come  un  complesso  di  tangenti  vedesi  che  se  per  due  curve 
nello  stesso  piano  venga  stabilito  un  asse  di  coUineazione 
cioè  luogo  dei  punti  d'  incontro  delle  tangenti  reali  del- 
l' una  rispettivamente  con  quelle  dell'  altra  verrà  pure  fis- 
sato un  centro  reale  di  omologia. 

L'  omologia  e  concomitante  coUineazione  costituiscono 
un  caso  della  coUineazione  generale  di  due  piani  sostenuti 
da  uno  stesso  piano  dì  cui  più  olti^. 

6.  1.*  Una  stessa  equazione  /*(«,  p,  y)=0  omoge- 
nea di  grado  n  j  a,  p,  y  coordinate  triangolari  (n.*  4,  2.*) 
di  punto  mobile  oppure  di  retta  mobile  sopra  di  un  piano  | 
può  guardarsi  o  come  equazione  puntale  di  una  curva 
d'  ordine  n,  o  come  equazione  tangenziale  di  una  curva  di 
classe  n. 

Equazione  tangenziale  di  una  curva  piana  non  è  altro 
che  r  espressione  della  condizione  a  cui  deve  essere  sog- 
getta una  retta  mobile  perchè  riesca  continuamente  tan- 
gente alla  curva  nella  stessa  guisa  che  1'  equazione  pun- 
tale di  una  curva  piana  non  è  altro  che  1'  espressione 
della  condizione  cui  deve  esser  soggetto  un  punto  mobile 
perchè  continuamente  cammini  sulla  curva.  Si  consideri 
ognora  la  tangente  di  una  curva  come  una  secante  in  due 
punti  infinitamente  vicini  fra  loro  (coincidenti). 

2.®  L'  equazione  k^f-^ha^f-^h^zzO  (dove  a,  p,  y  coor- 
dinate triangolari  di  punto  mobile)  rappresenta  una  curva 
di  2."  ordine  (conica)  che  passa  per  i  vertici  del  triangolo 
delle  tre  rette  fondamentali  a=iO,  ^=0,  y=0  poiché  è 
soddisfatta  dal  porre  p=:0  con  y=0»  oppure  y=0  con  a=0, 
oppure  a=0  con  ^=0,  cioè  è  soddisfatta  dalle  coordinate 
del  punto  d^  incontro  della  rotta  ^=0  colla  y=0,  etc. 

La  stessa  equazione  (guardando  a,  ^.  y  come  coordinate 
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triangolari  di  retta  mobile)  rappres3Dta  una  curva  di  2.* 
classe  (conica)  che  riesce  tangente  ai  lati  del  triangolo  dei 
tre  punti  fondamentali  a=0,  ^=:0,  '(ZzO  poiché  è  soddi- 
sfatta dal  porre  giziO  con  y=:0,  oppure  y=0  con  azzO, 
oppure  azrO  con  ^=0,  cioè  è  soddisfatta  dalie  coordinato 
della  retta  congiungente  il  punto  ^=0  col  punto  y=0,  etc. 

3.°  Similmente  V  equazione  aY-i-^^(Aa-»-ft^-i-ZY)=0,  dove 
t  al  pari  di  k,  h,  l  significa  un  arbitraria,  rappresenta  (se 
«,  ^,  Y  coordinate  di  punto)  una  curva  di  2.*  ordine  (  co- 
nica) che  passa  pei  punti  (a,  p),  (a,  ka-^h^-^l-)-),  (y,  P), 
(y,  Aa-i-Ap-»-/Y)  e  cioè  per  quattro  dei  vertici  del  quadrilatero 
delle  quattro  rette  «=0,  ^=0,  y=0,  A<3t-i-Ap-»-/Y=0,  e 
rappresenta  (  se  a,  p,  y  coordinate  di  retta)  una  curva  di 
2.*  classe  (conica)  che  tango  le  rette  (a,  p),  (a,  A«-i-AP-i-/y)i 
etc.,  e  cioè  quattro  dei  lati  del  quadrangolo  dei  quattro 
punti  a=0,  p=0,  Y=0,  fta-i-Ap-h/Y=0- 

4."  Se  si  fa  avvicinare  la  retta  ^zzO  alla  Aa-4-Ap-i-/Y=0 
fino  alla  coincidenza,  le  due  rette  <x:=0,  ^::zO  tendono  a 
divenire  tangenti  alla  conica  e  diventano  alla  fine  tan- 
genti. Cosi  r  equazione  di  una  conica,  che  abbia  le  rette 
xzzO,  Y=0  per  tangenti  e  la  ^=0  per  corda  dei  contatti 
sarà    aY"*-^^*=0. 

Se  si  guardano  azzO,  y=0,  p=0  come  equazioni  tan- 
genziali la  a'c^-t^^zzO  è  V  equazione  tangenziale  di  una 
conica  tangente  nei  punti  a,  y  rispettivamente  le  due 
rette,  a^,  y^  che  s*  incontrano  in  ^. 

5.®  Se  la  conica  APy"*"^T*"*"^«?=0  (equazione  puntale) 
deve  passare  pei  punti  (a ,  fi'  /)»  (« '»  P  '.  t")  si  avranno 
le  due  condizioni 

k  h 

Eliminando      —,     —     tra  questo  due  equazioni  e  la  pre- 

cedente  si  ottiene  per  equazione  di  una  conica  obbligata  a 
passare  per  i  vertici  di  un    triangolo   «Py   ©   P®^   ^   punti 

(«'.  p^,  t').   («".  p".  r") 
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^T       V*      «P 

P'y'     t'«'   «'P' 


=0. 


Se  la  conica  k^f-^hyoL-^loi^:=:0  (equazione  tangenziale) 
deve  tangere  le  rette  (x\  fi,  •/)»  (^"i  f^'\  t")  si  avranno 
le  due  condizioni  etc.  Si  ottiene  per  equazione  di  una  co- 
nica obbligata  a  tangere  i  lati  del  triangolo  (x^y  e  le  due 
rette    («'.  ^',  /).     K,  'p\  t") 


Py     r»      ap 
Pr    Y«    «p 

Pr    T»     a  P 


:0. 


7.  l.""  L*  equazione  generale 

aa'-H&p«-f.CY*-4.2Aap-»-25raY-f-2/'PY=0 

rappresenta  una  curva  di  2.*  ordine,  oppure  nna  curva 
di  2.*  classe  a  seconda  che  a,  p,  y  sono  coordinate  di  punto 
oppure  di  retta. 


2."  L'  equazione 

a»       p* 

T* 

«P 

«Y 

Py 

«*.     P*. 

r*. 

«,P. 

«lY, 

P.Y. 

«*.     P% 

r% 

«,P. 

«lY, 

PtY. 

«*s     ^% 

r% 

«3P3 

«3Y, 

^,Y, 

<     ?\ 

■A 

«A 

«4Y4 

P.Y, 

«%     ^% 

A 

«5P. 

«sYs 

PsYs 

=0 


rappresenta  un  luogo  di  2!"  ordine  che  passa  per  cinque 
punti  («1 ,  ^j ,  Yi).  («,  »  P« .  Ti)»  ete.  oppure  un  luogo,  di 
seconda    classe    che    tange    cinque    rette     («j ,    p, ,    Yi)» 
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Come  cinque  punti,  cosi  cinque  tangenti  individuano 
una  conica.  Si  possono  pensare  a,  p  coordinato  Cartesiane 
e  Y=I»  oppure  a,  ^,  y  come  coordinate  Caitesiane  omoge- 
neo, etc. 

Se  tre  dei  cinque  punti  sono  in  linea  retta,  detto  luogo 
(ii  2.®  ordine  consta  di  questa  e  dell'  altra  individuata  da- 
gli altri  due  punti.  Se  quattro  dei  cinque  punti  sono  in 
linea  retta  lo  stesso  luogo  consta  di  questa  e  di  una  qua- 
lunque passante  pel  quinto.  Se  tutti  e  cinque  i  punti  sono 
in  linea  retta  il  luogo  è  la  retta  stessa  considerata  due 
volte.  Se  tre  delle  cinque  rette  concorrono  in  un  punto  il 
luogo  di  2/  classe  consta  di  questo  punto  e  dell'  altro  in- 
dividuato dalle  altre  due  rette.  Se  quattro  delle  cinque 
rette  concorrono  in  un  punto  il  luogo  consta  di  questo 
punto  e  di  uno  qualunque  posto  sulla  quinta  retta.  Se  le 
cinque  i-ette  concorrono  in  un  punto  il  luogo  è  il  punto 
stesso  considerato  due  volte. 

3/  L*  equazione 


=0 


rappresenta  una  serie  di  luoghi  di  2.®  ordine  o  di  2.*  classe 
(fascio  di  coniche,  o  serie  di  coniche)  obbligate  a  passare 
per  quattro  dati  punti  {a^ ,  pj ,  y,),  ©te,  oppure  a  tangere 
quattix)  rette  date  («j ,  p, ,  Yi)i  ©te.  Dall'  una  all'  altra  co- 

nica  varia  il  rapporto    -j-  . 

Per  formare  la  prima  colonna  di  elementi  del  supe- 
rior  determinante  si  sono  presi  i  due  primi  termini  del- 
l'equazione  generalo  e  i  corrispondenti  delle  condizioni 
aa*,-»-ft^*j-»- =0,  etc.,  ma  si  potrebbe  invece  pren- 
dere il  1.»  e  3.®,  il  ].•  e  4.\  etc.  e  cosi  formare  in  quin- 


aa*  -t-ftp*       Y*      «p 

«Y 

Py 

aa\^b?\     T*.     «.P. 

«iT, 

P.Y, 

««*.-*-*P*.    Y%    «A 

«tY, 

^.Y. 

«-*,-•-&?*,   r\    «A 

«sY, 

/^sY, 

aa\->-b^\     y\     «A 

«.Y4 

P4Y4 
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dici  maniere  diverse  il  determinante  stesso  cadendo  sempre 
nella  equa/ione  dello  stesso  fascio  di  coniche  o  della  ste^ 
sa  serie. 

4.**  L*  equazione 


aa}  -H&^*  H-CY*  arp  ay  ^y 

a«'i-^*^'i-*-^fi  «iP,  «lYi  P,Ti 

a(x\^h^\^(^\  a,p,  «,Y,  p,Y, 

a«*3-|.&p\-4.CY%  «3^3  a3Y3  ^3Y3 


=0. 


a        b 
dove  sono  arbitrarli  i  rapporti    —  ,  —  ,  rappresenta  a* 

e        e 

luoghi  di  secondo  ordine  o  di  2/   classe   obbligati   a  pas- 
sare per  tre  punti  dati  o  a  tangere  tre  rette  date. 
5.^  Similmente 


aa'  -f-fip*  -+-CY*  -•-2Aa  p      «y        Py  ' 
aa\^b^\^cf,'^2ha,^,     «iTi     PiTij  =0 


significa  o:^    luoghi  di    2.^  ordine    o   seconda    classe  che 
passano  per  due  dati  punti,  o  tangono  due  rette  date. 
6.*»  Cosi 


aa*  -1-6^*  -H(?y'  -*-2/ia  p  -i-2^aY         ^T 
aa«^H.&/i«j-H67^-H2/iajPj-»-2grajYi      PiTi 


=0 


rappresenta  una  serie  di  ^^  luoghi  di  2.®  ordine  o  classe 
che  passano  per  un  dato  punto  (a, ,  Pj ,  yj  o  toccano  una 
data  retta  («^ ,  ^^ ,  y,). 

8.  l."*  Determinare  il  luogo  del  vertice  di  un  triangolo 
di  cui  1  tre  lati  ruotano  sopra  di  un  piano  rispettivamente 
attorno  a  tre  punti  fissi  e  gli  altri  due  vertici  scorrono 
su  due  rette  fisse. 

Siano  azrO,  ^=0,  y=0  'Q  ^^^  congiungenti  i  punti  fissi, 
e  Aa-i-Ap-4-;Y=0  A  a-i-A'p-4-rc=0   le  due  rette  fisse.  Se  la 
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base  passa  pel  punto  «^  avrà  un'  equazione  come   a — t^pnO, 

e  la  riatta  che  congiunge    il    punto   (F  incontro    di   a — v^ 

con  fioi-^h^-^l-f  col  punto  ^y  avrà  un'  equazione  della  forma 

/:aH-Ap-i-/Y — k{a — w^)=0,  o  più  brevemente  (A-i-Ar)3-HZY=0. 

Quella  poi  che  congiunge  i  punti  (A'a-nA'p-i-rY)  (« — ^^)  ®  <*Y 

saràr(fta-HA'p-*-rY)-i-/i'(a— 1??)=0,  ossia  (rft'-»-A>-i-t?^Y=0- 

Eliminando   v   tra   quest'  equazione    e    la   precedente   (  v 

Tania  col  ruotar  della  base  attorno  il  punto  a^)    si    trova 

ff-f-Ap  Aa 

per  equazione  del  luogo   del    vertice    — tt —  =  77 -,-  , 

Zip  /t  ot^~*  Y 

ossia  klioL^^h^-^-lx)  (h'oi-^t^)  (C).  Quest'  equazione  es- 
sendo di  2J*  grado  in  x  o  y  manifesta  che  il  richiesto 
luogo  è  una  conica. 

La  conica  passa  pei  punti  (a,  h^-^l^)^  (a,  k'a^(y)^ 
(^,  Ap-f-^Y).     (P»  Aa-H^c).    Passa  anche  pei  punti 

(P,  r),  (t,  «),     («.  ka^h^^ly),     (p,  Aa-HA'P-H/'Y), 
(A«  -4- Ap-f-^Y,     A'a  ^  A'^-h^y). 

Determinare  T  inviluppo  del  lato  di  un  triangolo  di  cui 
i  tre  vertici  corrono  rispetti vamcnie  sopra  tre  rette  fisse, 
e  gli  altri  due  lati  inviluppano  rispettivamente  due  punti 
fissi. 

Guardando  le  equazioni  pi^ecedenti  come  equazioni  tan- 
genziali di  punti  si  giungerà  ancora  ad  un  equazione  di  2.^ 
grado,  e  si  dirà  che  il  Iato  del  triangolo  inviluppa  un 
luogo  di  2.*  classe. 

La  conica  inviluppo  di  questo  lato  ha  per  tangenti  le 
rette 

(a,  A^-h/y).    K,  Aa'-H^Y),    (P,  Ap-i-^Y),    (P.  k'a^fy) 

(P.  t),     (y,  «).     («.  A«-hA^-h/y),     (P  ,A'a-i-A'/i.K/'Y) 

(Aa-f-Ap-H/Y,  Aa-fr-A'^-H/f). 

2.''  Teorema  di  Pascal. 

I  tre  punti  d'  incontro  dei  lati  opposti  di  un  esalatero 
0  esagono  semplice  inscritto  in  una  conica   sono   in    linea 

17 
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retta.  Siano   A,  A, ,  B,  B, ,  C,  C,    (  punti  dulia  conica  )    i 
vertiui  dell'  osagono. 

Se  txzzO,  P=0,  Y=0  sono  (n."  4)  le  equazioni  delle  tre 
corde  BC,  CA,  AB,  e  se  i  punti  A, ,  B,  ,  C,  lianno  rispet- 
tivamente per  coordinate  triangolari  («,,  p,,  Yi),  («ti  ^»»  T») 
{*»>  ^3<  Ys)>  '^  conica  individuata  dai  cinque  punti  A  A, , 
B,  B, ,  G  sarà  (n."  6,  2.",  5.")  rappresentabile  coli' equazione 


PiYi  T,«,  «,Pi 
P.Y.  r»«,  «A 
Py     y«     «P 


=0, 


e  se  il  punto  C,  trovasi  sulla  detta  conica  si  avrà  la  con- 
dizione 


PiY,     Y,«,    «,P, 
P»Y,    r,a.   »A 

PsY,        Ys«S      «3^3 


=0 


(0- 


I  lati  opposti  AA, ,  BjG  hanno  per  equazioni 


Y 


Pi. 
Y, 


a 

T 


Queste  coesistendo  nel  punto  d*  incontro  dei  due  lati 
danno  per  tal  punto 

e  quindi  ne  manifestano  le  coordinate  proporzionali  rispet- 
tivamente a  Pj», ,  Pjpj ,  YiPs  •  Potremo  anzi  chiamare  sen- 
z'  altro  questi  valori  essi  stessi  coordinate  del  punto  d' in- 
contro dei  due  lati  AAj  ,  Ufi. 

Similmente  si  riconosce  che  il  punto  d'  incontro  dei 
due  lati  opposti  AjB,  CCj  ha  per  coordinato  «jaj,  «jPj,  «3-,^ 
e  quello  dei  due  opposti  BB^ ,  CjA,     «,731  yA»  YsTa  • 
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Pertanto  il  determinante  dei  tre  punti  d' incontro  sarà 


^.«t     ?.^,    T,?, 
«i«3     a.?3    «sTi 

«ii's    tA  T.Ts 


[ 

p. 

P. 

«1«S 

«1 

«s 

«t 

r» 

Y. 

TtTa 

r, 

«A  Ti . 


ossia  (dividendo  la  prima  orizzontale  per  ^,^, ,  la  seconda 
per  «,«, ,  la  terza  per  YiTs>  c  fuori  (juadro  moltiplicando 
Pef  PiP,«,«3Y.T,) 


1 

1 

P3 

1 

1 

1 
«3 

1 

«1 

1 

1 

1 

Tt 

Y» 

Y, 

«ATiPiP«aiasTtT3  » 


0  ancora  (moltiplicando  la  prima  verticale  per  ^goe^y^ ,  la 
seconda  per  PjtfgYa ,  la  teraa  per  ^^oL^x^  e  fuori  quadro  di- 
videndo per  p,a,Y,  P3«8Ts  ^,«iY,) 


«tT*       «sTs      «iTi 
P«r.       PsTs       PiTi 

^1*1  ^3*3  Pl«l 


Questo  determinante,  fatto  scambio  tra  la  1.*  e  2."  or- 
rìzzontale,  mutato  segno  e  poi  cambiate  le  verticali  in  or« 
rizzontali  etc,  si  riconosce  solo  diverso  p3l  segno  dal  primo 
membro  della  (e),  e  quindi  nullo.  Tanto  significa  che  i  tre 
punti  d'  incontro  sono  in  linoa  inetta  (rotta  Pascal). 

Teorema  rii  Brianchon  correlativo  del  precedente  di 
Pascal 
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Le  tre  rette  congìungenti  i  vertici  opposti  (cioè  le  dia- 
gonali) di  un  esagono  o  esalatero  semplice  circoscritto  ad 
una  conica  passano  per  uno  stesso  punto  (punto  Brianchou). 

La  dimostrazione  si  deduce  dalla  precedente  con  sem- 
plice sostituzione  di  parole,  e  cioè  si  dirà:  Siano  A,  A^ , 
B,  Bj ,  C,  Cj ,  i  lati  dell'  esagono. 

Se  «=0,  P=0,  'c=:0  sono  le    equazioni  dei  tre    vertici 

BC,  CA,  AB,  e  se  etc.  etc. 

16 
Sei  punti  di  una  conica  ammettono   -^^=^=  sessanta  rette 

Pascal  e  correlativamente  sei  tangenti  di  una  conica    am- 
mettono sessanta  punti  Brianchon. 

I  sei  punti  sono  suscettibili  di  ||>^=  720  permutazioni, 
ma  siccome  il  circuito  dei  sei  punti  (disposti  arbitrariamente) 
si  può  percorrere  in  un  senso  e  nel  suo  opposto  a  partire 
da  uno  qualunque  dei  sei  punti  e  cioè  in  dodici    modi    di- 

720 
versi,  cosi  coi  sei  punti  sono  costruibili  soltanto    — ^=60 

esagoni  diversi.  A  ciascuno  di  tali  esagoni  corrisponde  una 
Pascal. 

'Correlativamente  sei  tangenti  sono  suscettibili  di  {6  =  720 
permutazioni,  ma  etc. 

Denotiamo  con  a  il  1.°,  con  b  il  2.",  con  e  il  3.*,  con 
d  il  4.®,  con  e  il  5.®,  con  /"  il  6.®  vertice  dell*  esagono  di 
Pascal,  colla  M  il  punto  d' incontro  del  lato  ab  coir  op- 
posto de,  colla  N  quello  d*  incontro  del  lato  bc  coir  op- 
posto ef,  colla  L  quello  d' incontro  del  lato  ed  coir  oppo- 
sto fa.  Se  si  fa  correre  il  punto  f  sulla  conica  tenendo 
fissi  gli  altri  cinque  a,  b,  e,  d^  e,  le  due  rette  /aL,  /bN 
ruoteranno  rispettivamente  attorno  ai  punti  a,  e,  mentre  il 
punto  L  percorrerà  la  retta  fissa  ed  e  il  punto  N  la  retta 
fìssa  bc,  e  la  retta  LMN  ruoterà  attorno  il  punto  fisso  M. 
Pertanto  la  conica  si  può  pensare  generata  dal  vertice 
/*  di  un  triangolo  /*LN  i  cui  lati  ruotano  rispettivamente 
attorno  a  tre  punti  fissi  a,  e,  ìli  e  gli  altri  due  vertici 
scorrono  su  due  rette  fisse  ed,  bc.  Tanto  è  in  accordo  col- 
r  esposto  (l.^). 
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Correlativamente  etc. 

Dati  cinque  punti  di  una  conica  il  teorema  di  Pascal 
insegna  a  costruirna  un  sesto  e  quant*  altri  si  voglia. 

Date  cinque  tangenti  di  una  conica  il  teorema  di  Brian- 
chon  insegna  a  costruirne  una  sesta  e  quant*  altre  si 
voglia. 

Se  il  lato  af  dell*  esagono  di  Pascal  ruota  attorno  il 
vertice  a  per  modo  che  il  vortice  /"venga  a  coincidere  con 
a,  la  retta  af  divieoe  tangente  della  conica  e  1*  esagono 
si  trasforma  in  un  pentagono.  Dati  pertanto  i  cinque  punti 
a,  hy  e,  d^  e  (che  individuano  la  conica)  si  potrà  costruire 
la  tangente  alla  conica  in  ciascuno  di  essi  per  mezzo  dei 
lati  del  loro  pentagono. 

Segnato  (ad  esempio)  il  punto  P  d'  incontro  dei  lati  ae^ 
bc,  e  V  altro  Q  dei  lati  ed,  ab,  segnata  la  retta  PQ  e  il 
punto  T  d' incontro  di  essa  col  lato  de,  e  finalmente  co- 
strutta la  retta  Ta  si  avrà  in  questa  la  tangente  nel  punto  a. 

Correlativamente  (si  ritengano  ora  a,  ft,  e,  d,  e,  f  sim- 
boli rappresentanti  rette)  se  il  vertice  af  dell*  esagono  di 
Brianchon  scorre  sul  lato  a  per  modo  che  il  lato  f  venga 
a  coincidere  con  a,  il  punto  af  diviene  punto  di  contatto, 
e  r  esagono  si  trasforma  in  un  pentagono.  Date  pertanto 
cinque  tangenti  a,  h,  e,  d,  e  (che  individuano  la  conica) 
si  potrà  costruire  il  punto  di  contatto  colla  conica  di  cia- 
scuna di  esse  mediante  il  loro  pentilatero. 

Segnata  (ad  esempio)  la  retta  P  di  congiunzione  dei 
vertici  ae,  hc^  e  1*  altra  Q  dei  vertici  ed,  ab,  segnato  il 
punto  PQ,  e  la  retta  T  di  congiunzione  di  esso  col  vertice 
<k,  e  finalmente  costrutto  il  punto  Ta  si  avrà  in  questo  il 
punto  di  contatto  colla  retta  a. 

3.®  Se  le  equazioni  a=0,  ^=0,  y=0,  rappresentano  tre 
rette,  e  la  C=0  (equazione  puntale)  una  conica,  questa  e 
quelle  nello  stesso  piano,  le  equazioni  C=:0,  C-4-Aa^=0, 
C-i-AaY=0  (A,  h  arbitrarie)  rappresenteranno  tre  coniche 
aventi  due  punti  comuni  sulla  stessa  retta  a=0.  La  I.*  e 
2.^  di  queste  tre  coniche  avranno  due  punti  comuni  sulla 
retta  ^=0,  la  I."  e  3.*  sulla  retta  y=0,  la  2.*  e  3.'  sulla 
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retta  ftp— Ay=:0.  Le  tre  rette  p=0,  y=:0,  ftp— AyzzO  con- 
coreranno  evidentemente  in  uno  stesso  punto.  Pertanto  si 
può  dire  che  se  tre  coniche  (sullo  stesso  piano)  hanno  una 
corda  comune,  altre  tre  corde  (di  cui  ciascuna  comune  a 
due  coniche  e  non  alla  terza)  concorreranno  in  uno  stesso 
punto. 

Correlativamente  se  le  equazioni  a:=0,  P=:0,  ^=iO  rap- 
presentano tre  punti,  la  0=0  (equazione  tangenziale)  una 
conica,  questa  e  quelli  nello  stesso  piano,  le  equazioni  C=0, 
C-i-ftaP=0,  C-i-ftav=0  (ft,  h  arbitrarie)  rappresenteranno 
tre  coniche  aventi  due  tangenti  comuni  uscenti  dallo  stesso 
punto  a=0.  La  1.*  e  2.*  di  queste  tre  coniche  avranno  due 
tangenti  comuni  uscenti  dal  punto  P=0,  la  l.*  e  3.*  dal 
punto  T=0»  Isi  2.*  e  3.*  dal  punto  ftp— ftY=0.  I  tre  punti 
P=0,  Y=0,  ftp— ftY=0  saranno  evidentemente  sopra  una 
stessa  retta.  Pertanto  se  tre  coniche  (sullo  stesso  piano) 
sono  tali  che  da  un  punto  del  piano  possano  condursi 
due  tangenti  comuni  alle  tre  coniche,  altri  tre  punti  da 
ciascuno  dei  quali  sortano  due  tangenti  comuni  a  due 
delle  tre  coniche  e  non  alla  terza,  si  troveranno  sulla 
stessa  retta. 

Sia  una  prima  conica  costituita  da  una  curva  posse- 
dente i  sei  punti  a,  b^  e,  d,  e,  /*,  una  seconda  conica  sia 
costituita  dalle  due  rette  a/*,  de,  una  terza  dalle  due 
rette  ab,  ed. 

Avendo  le  tre  coniche  per  corda  comune  la  retta  con- 
giungente il  punto  a  col  punto  d,  le  tre  corde  fé  (comune 
alla  1.*  e  2.*  conica)  bc  (comune  alla  1.*  e  3.*),  LM  (co- 
alla  2.*  e  3.*)  concorreranno  in  uno  stesso  punto  N  (  si 
ritenga  L  punto  d'  incontro  delle  due  rette  af,  ed,  e  M 
delle  duo  de,  ab).  Pei'tanto  se  si  considera  l'esagono  abcdef 
inscrittibile  nella  curva  conica  rivedesi  il  teorema  di  Pascal. 

Sia  una  prima  conica  costituita  da  una  curva  toccata 
dalle  sei  rette  a,  b,  e,  d,  e,  f,  una  seconda  conica  sia  co- 
stituita dai  due  punti  af,  de,  una  terza  dei  due  punti  ab,  ed. 

Essendo  tali  le  tre  coniche  che  dal  punto  ad  sortono 
due  tangenti  comuni  alle  tre  coniche,  i  tre   punti   fb   (da 
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questo  sortono  due  t;\ngenti  comuni  alla  1.*  e  2.*  conica) 
bc  (da  questo  sortono  due  tangenti  comuni  alla  1/  e  3/), 
LM  (da  questo  sortono  due  tangenti  comuni  alla  2.*  e  3.^) 
si  troveranno  sopra  di  una  stessa  retta  N  (si  ritenga  L 
retta  congiungente  i  due  punti  a/*,  ed,  e  M  i  due  ofe,  ab). 
Pertanto  se  si  considera  V  esalatore  abcdef  circoscritto  alla 
curva  conica  rivedesi  il  teorema  di  Brianchon. 

9.  Ritenendo  le  coordinate  di  punti  e  di  rette  di  uno 
stesso  piano,  delle  quali  abbiamo  fatto  uso  precedentemente, 
come  coordinate  valevoli  a  fissare  rotte  e  piani  di  una 
stessa  stella,  e  quindi  trasportando  dal  piano  alla  stella 
tutte  le  considerazioni,  calcoli,  equazioni  precedenti  si  ot- 
terranno proprietà  teoremi  relativi  a  figure  contenute  nella 
stella. 

Cosi  colla  stessa  equazione  pco-^qy-^X-rzO  tanto  si  espri- 
merà il  rotare  di  un  raggio  di  una  stella  in  un  piano  e 
attorno  al  centro  della  stella  quanto  il  rotare  di  un  piano 
della  stella  attorno  ad  un  raggio. 

La  stessa  px-^-qy-^XiziQ  tanto  varrà  a  rappi^esentare 
un  piano  della  stella  come  fascio  di  rette,  quanto  un  rag- 
gio della  stella  come  asse  di  piani. 

In  generale  una  stessa  equazione  f(x,  y)=0  di  grado  n 
^otrà  rappresentare .  a  seconda  del  suo  grado  cioè  a  seconda 
che  n  sia  1  o  2  0  3  etc.  un  cono  a  direttrice  rettilinea 
(fascio  di  rette  in  piano)  o  curvilinea  considerato  generato 
da  una  retta  mobile,  oppure  una  retta,  o  un  cono  conside- 
rato quella  o  questo  come  inviluppo  di  piani.  Neil*  un  caso 
diremo  cono  di  n**"»^  ordine,  nelTaltro  cono  di  n**»"*»  classe. 
Un  cono  di  ordine  n  ha  comuni  n  rette  (generatrici) 
con  uno  di  ordine  primo  cioè  con  un  piano  della  stella. 

Un  cono  di  classe  n  ha  comune  n  piani  (inviluppanti) 
con  uno  di  prima  cioè  con  una  retta  della  stella. 

L' equazione  p(5? — x)'^q(y —y)'=,Q  potrà  (n.°  3)  rap- 
pi'esentare  tanto  un  piano  (fascio  di  rette  della  stella  che 
possegga  un  determinato  raggio  x\  j/'),  quanto  una  retta 
(fascio  di  piani  che  possegga  un  determinato  piano  x\  y). 
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l     a;    y 
1     X    y' 

if         n 

X    y 


=0  tanto  potrà  (n.*  3,  2.*') 


rappresentare  la  condizione  perchè  tre  raggi  di  una  stella 
siano  nello  stesso  piano  quanto  perchè  tre  piani  della  stella 
concorrano  nella  stessa  retta  cioè  formino  fascio;  e  se  si 
farà  muovere  V  elemento  {x,  y)  mentre  gli  altri  due  (x\  y'), 
{x\  y")  rimangono  fissi  la  stossa  equazione  rappresenterà 
0  un  piano  (fascio  di  rette)  individuato  da  due  raggi,  o 
una  retta  (asse  di  fascio  di  piani)  individuata  da  due  piani. 

Se  date  tre  equazioni  a=0,  P=0,  y=0  o  di  piani  (fasci 
di  rette)  o  di  rette  (assi  di  fasci  di  piani)  si  potrà  stabilire 
identicamente  Xa-i-p.p-i-Yv=0  (X,  jt,  v  indipendenti  da  a?  e  y) 
allora  o  i  tre  piani  avranno  una  retta  (raggio)  comune,  o 
le  tre  rette  saranno  in  uno  stesso  piano. 

La  aH-ft^=:0  (k  arbitraria)  rappresenterà  o  un  piano 
(fascio  di  retto)  che  possiede  il  raggio  comune  ai  due  «=0, 
^=0,  0  una  retta  (asse  di  fascio  di  piani)  che  sia  nel 
piano  delle  due  a=0,  ^=0. 

Per  mezzo  delle  equazioni  di  tre  elementi  fissi  delia 
stella  0  tre  piani  o  tre  rette  (non  appartenenti  però  ad  uno 
stesso  fascio)  si  potrà  rappresentare  qualunque  altro  ele- 
mento della  stella. 

Se  due  triedri  completi  (*)  «p,-,  ot!^{  (n.*  5,  1.®)  compresi 
nella  stella,  cioè  aventi  vertice  nel  centro  della  stella,  sono 
cosi  disposti  che  le  rette  aa  (s'  intende  intersezione  del 
piano  CK.  col  piano  a)  ^^\  y/  giacciano  in  uno  stesso  piano 
le  coppie  di  spigoli  ap  e  a'fi',  ay  e  «Y»  Pt  ^  PY  deter- 
minano tre  piani  concorrenti  in   una   stessa  retta. 

Inversamente  se  due  triedri  della  stella  sono  cosi  di- 
sposti che  gli  spigoli  «p  e  ap',  «y  e  «Y  Pv  ^  P't  S^^^c- 
ciano  in  tre  piani  concorrenti  in  una  stessa  retta,  le  inter- 
sezioni delle  facce  di  un  triedro  rispettivamente  con  quelle 


(*)  L'  aggregalo  di  tre  piani  che  non  formano  fascio   dicesi    trie- 
dro completo. 
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deir  altro  e  cosi  le  l'ette  aa',  ^\  yt'  saranno  situate  in 
uno  stesso  piano. 

Se  i  tre  piani  (facce)  (n."  5,  3.*)  di  un  triedro  della 
stella  ruotano  rispettivaraenie  attorno  a  tre  raggi  fissi 
appartenenti  ad  uno  stesso  fascio,  mentre  due  spigoli  dei 
triedro  si  muovono  rispettivamente  in  due  piani  fissi,  il 
terzo  spigolo  del  triedro  dovrà  pur  muovei^i  in  un  piano 
fisso  concorrente  coi  due  precedenti  cioè  formante  fascio 
con  essi. 

Se  i  tre  spigoli  di  un  triedro  si  muovono  rispettiva- 
menta  sopra  tre  piani  di  uno  stesso  fascio  mentre  due 
facce  inviluppano  rispettivamente  due  rette  fisse,  la  terza 
faccia  invilupperà  una  retta  concorrente  colle  precedenti 
cioè  formante  fascio  con  esse. 

Se  (n.^  5,  5.*  6.^)  due  poliedri  oi^x^....,  a'pY<^' com- 
pleti (contenuti  nella  stella)  di  n  piani  (facce)  ciascuno 
(se  n=:x  e  gli  angoli  piani  del  poliedro  infinitamente  pic- 
coli si  dà  luogo  a  due  coni  a  direttrice  curvilinea)  siano  cosi 
disposti  che  le  intei*sezioni  dei  piani  dell*  uno  rispettiva- 
mente con  quelli  dell'  altro,  e  cioè  le  rette  ««',  p^',  -f/, 
^^',  e  te.  giacciano  in  uno  stesso  piano,  le  coppie  di  spigoli 
flt^  e  a  p',  «Y  e  «Y»  ©te-  determineranno  n  piani  concor- 
renti in  una  stessa  rotta  (fascio  di  piani).  Nel  caso  di  n=3c 
tali  piani  si  diranno  tangenti  dei  due  coni  di  cui  sopra. 
Inversamente  e  te. 

La  ApY"*"^«T-*-^«P=0  (n.^  6,  2.®)  potrà  rappresentare 
tanto  un  cono  di  2.^  ordine  che  possegga  come  genera- 
trici gli  spigoli  di  un  dato  triedro  della  stella  quanto  un 
cono  di  2.*  classe  che  riesca  tangente  alle  tre  facce  di  un 
dato  trispigolo. 

Similmente^  le  equazioni  (n.^  6.  3.^  4.*)  e  (n.®  7,  l.^ 
2.^  3.®,  4.®,  5.°)  possono  rappresentare  coni  di  2.^  ordine 
(luoghi  di  raggi),  o  coni  di  2.^  classe   (inviluppi  di  piani). 

Se  (n.*  8,  1.®)  le  tre  facce  di  un  triedro  della  stella 
ruotano  rispettivamente  attorno  a  tre  raggi  fissi  mentre 
due  spigoli  si  muovono  sopra  due  piani  fissi,  il  terzo  spi- 
golo genererà  un  cono  di  2.^  ordine. 
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Se  i  tre  spigoli  di  un  trispigolo  si  muovono  sopra  tre 
piani  fissi  della  stella  mentre  due  facce  inviluppano  due 
raggi  fissi,  la  terza  faccia  invilupperà  un  cono  di  2.*  classe. 

Sei  generatrici  di  un  cono  di  2."  ordine  individuano  un 
angolo  sestispigolo  in  cui  (n,®  8,  2.^)  le  tre  rette  d' inter- 
sezione delle  facce  (piani)  opposte  giacciono  in  uno  stesso 
piano. 

Sei  piani  tangenti  (inviluppanti)  un  cono  di  2/  classe 
individuano  un  angolo  esaedro  in  cui  i  tre  piani  congiun- 
genti gli  spigoli  opposti  passano  per  una  stessa  retta,  etc.  etc. 

10.  l.*^  L'  equazione  generale  aoo-^hy-^-cZ'k'dzzO  di  un 
piano  (§  II,  n.°  9,  3.®)  nello  spazio  Oayz  traducesi  divisa 
per  d  nella  forma  pirH-g'j/-4-r3;-*-l=:0.  Ponendo  successi- 
vamente   j/=z2=:0,  ir=3=0,  iz;=j/=:0    si  riconosce  che    il 

1 
piano  taglia  il  semmento sull*  asse  Oa?,  il  semmento 

1  1 

suir  asse  Ou,   il  semmento    —  —    suH'  asse     0^. 

Q  r 

Assumeremo  p,  q^  r,  cioè  i  valori  reciproci  dei  semmenti 
ora  detti  a  segno  cambiato  come  coordinate  (Pluckeriane) 
del  piano  (§  I,  n.^  13,  1.^). 

2.^  Se  07,  y,  z  variano  in  modo  che  sia  continuamente 
soddisfatta  la  precedente  equazione  rimanendo  costanti  p, 
q,  r  il  punto  (a?,  j/,  z)  descriverà  per  punti  il  piano  (piano 
punteggiato).  Se  invece  variano  p,  q^  r  rimanendo  costanti 
X,  j/,  z  il  piano  (p,  q,  ?•)  invilupperà  il  punto  (a?,  y,  z)  cioè 
ruoterà  attorno  ad  esso  per  ogni  verso  dando  luogo  ad  una 
stella  di  piani  di  cui  {x,  y,  z)  potrà  dirsi  il  centro. 

Pertanto  la  pa7H-gj/-i-r-2;-i-l=0  può  guardarsi  tanto 
equazione  puntale  di  piano,  come  equazione  tangenziale  di 
punto.  Diremo  che  essa  esprime  la  riunione  di  situazione 
del  punto  e  del  piano,  cioè  la  situazione  nella  quale  il 
punto  trovasi  sul  piano,  il  piano  passa  per  il  punto. 

L'  equazione  non  muta  scambiando  il  significato  di  x, 
y^  z  rispettivamente  con  quello  di  p^  q,  r.  La  stessa  for- 
mola  vale  tanto  per  esprimere  il  muoversi  di  un  punto 
sopra  di  un  piano  come  il  ruotare  di  un  piano  attorno  ad 
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un  punto  inviluppandolo  per  ogni  verso.  Il  piano  è  la  riu- 
nione (l'infiniti  (x*)  punti,  il  punto  d'infiniti  (cao*)  piani. 
Tutto  ciò  in  accordo  coir  esposto  (§  II,  n.*^  31). 

Pertanto  da  qualunque  figura  dello  spazio  a  tre  di- 
mensioni e  da  qualunque  proposizione  o  teorema  ad  essa 
relativo  si  potrà  sempre  dedurre  un  altra  figura,  proposi- 
zione, o  teorema  (a  quest'  ultima  figura  relativo)  col  sem- 
plice scambio  fra  loro  dei  due  elementi  (punto  e  piano) 
generatori  dello  spazio  a  tre  dimensioni  e  per  modo  che 
tanti  punti  di  un  piano  vengano  sostituiti  da  altrettanti 
piani  concorrenti  in  uno  stesso  punto.  Tanto  costituisce  il 
principio  di  Dualità  delle  figure  correlative  coni&nMì^  n^Wo 
spazio  a  tre  dimensioni  perchè  appunto  diconsi  correlative 
due  figure,  due  proposizioni,  o  due  teoremi  deducibili  1*  una 
dall'  altra  col  detto  scambio. 

3.*  Un'  equazione  f(x^  y,  z)z^O  rappresenterà  ce*  punti 
disposti  sopra  una  superficie  piana  o  curva,  oppure  oc* 
piani  inviluppanti  un  punto  o  una  superficie  a  seconda  del 
significato  delle  x,  y,  3  ,e  del  grado  dell' equazione  (se 
algebrica). 

Il  luogo  dell'equazione  /"(a*,  y,  :j)=0  (supposta  alge- 
brica di  grado  n)  si  dirà  di  ordine  n*»*"^  o  di  n**^^  classo 
secondo  che  x,  y  rappresenteranno  coordinate  puntali  (di 
punto),  o  tangenziali  (di  piano). 

Se  si  trattano  come  coesistenti  le  tre  equazioni 
/*(^i  y^  5)=0  algebrica  di  grado  n,  e  lo  due 

e  se  ne  deducono  i  valori  di  x,  y,  z,  si  trovano  n  terne 
di  valori  per  a?,  i/,  z  che  sono  quelle  che  varranno  a  fis- 
sare gli  n  punti  d'  incontro  di  una  retta  intersezione  dei 
due  piani  a:z7-i-3i/-i-Y5-HlziO,  aa7H-p'i/H-Y'3-Hl=0  con 
una  superficie  /'(a?,  y,  z)zi:0,  oppure  gli  n  piani  tangenti  (*) 


(*)  Giova  rammentare  che  tangente  nel  punto  M  di  una  super- 
tìcib  dicesi  qualunque  retta  di  cui  due  punti  d*  intersezione  colla  su- 
perfìcie coincidano  in  M,  e  che  in  ^'onerale  le  tangenti  in  M  giac- 
ciono in  uno  stesso  piano  detto  piano  tangente  in  M  della  supertìcie. 
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che  possono  condursi  per  la  retta  individuata  dai  due  puDti 

alla  superficie  f(x^  y,  z)z:zO  a*  seconda  che  ir,  t/,  z  sa- 
ranno coordinate  di  punti  oppure  di  piani. 

Pertanto  come  (§  IV,  n.^  1»  4.^)  ordine  di  una  superficie 
algebrica  è  il  numero  dei  punti  d*  incontro  della  superficie 
con  una  retta,  cosi  classe  è  il  numero  dei  piani  invilup- 
panti (tangenti)  che  la  superfìcie  ha  comuni  con  una  retta 
o  in  altre  parole  è  il  numero  dei  piani  tangenti  che  pos- 
sono condursi  da  una  retta  alla  superficie. 

4.®  Le  due  equazioni  f{x,  j/,  2)=0  di  grado  n  e 
aa?-i-^-i-Y^-i-l=0  coesistendo  individuano  una  curva  piana 
d*  ordine  n  intersezione  della  superficie  /*(a?,  y,  5)=0  col 
piano  a^-H^y-^-YZ-i-lrrO,  se  si  guardano  a?,  y,  z  come  co- 
ordinate puntali,  individuano  un  cono  di  classe  n  tangente 
alla  superficie  /"(a?,  y,  «)=0,  avente  il  vertice  nel  punto 
aa7-i-Py-HY^-*-l=0,  se  si  guardano  le  a?,  y,  z  come  coor- 
dinate di  piano. 

U.  1.^  È  lecito  riferire  (§  I,  n.*  21)  le  coordinate  ir, 
t/,  z  di  un  punto  ad  una  unità  u  variabile  con  esse,  e  si- 
milmente le  coordinate  p,  q,  r  di  un  piano  ad  una  t  va- 
riabile con  esse  e  quindi  tradurre  la  j9a7-i-^j/-*-r«-i-l=0 
(n.^  10,  1,^)  nella  forma 


■1=0, 


o  meglio  nella  forma  omogenea 

Diremo  a?,  y,  2,  w  coordinate  cartesiane  omogenee  pun- 
tali e  p,  q,  r,  t  coordinate  pluckeriaue  planari  (o  meglio 
tangenziali)  omogenee. 

Ponendo  uzztznl  T  equazione  riprende  la  primitiva 
forma. 


p 

X         q 

y        r 

Z 

—  -».--— 

H-—-- 

t 

u         t 

U          t 

u 
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1  l  1 

2.®  I  sera  menti , , che   il    piano 

p  q  r  ^ 

(p,  },  r)  taglia  sugli  assi  Qx,  Oy»  03  s'  allungano  conti- 
nuamente man  mano  che  p,  q,  r  tendono  a  zero  e  quindi 
il  piano  s'allontana  continuamente  dall'origine  e  la  sua 
equazione  puntale  tende  a  divenire  Oa7-i-02/-*-05-*-l=0, 
ossia  1=0.  Por  questo  riguardo  diremo  che  V  equazione 
1=0  o  in  modo  più  generale  costante  =:0  è  1*  equazione 
del  piano  all'  infinito  nello  spazio  Oxyz. 

Riprendendo  V  equazione  omogenea  2>a?-i-ji/-*-r3;-*-^u=0 
vedesi  che  l' equazione  u=0  rappn^enta  il  piano  all'  infinito. 

12.  1.^  Due  equazioni 

|>  v-i- ji/-4-r;5-i- 1  =0, 
p'a7-i-g't/-i-r'-8-*- 1  =0 

guardate  come  equazioni  puntali  di  due  piani  colla  loro 
coesistenza  individuano  una  retta,  guardate  come  equazioni 
tangenziali  di  due  punti  individuano  ancora  una  retta. 

Neil'  un  caso  la  retta  è  punteggiata  comune  a  due 
piani  punteggiati,  nell'  altro  è  asse  del  fascio'  di  piani  che 
passano  contemporaneamente  pei  due  punti. 

2.''  Se  un  punto  (x^  y,  z)  descrive  un  piano  obbligato 
a  passare  per  un  dato  punto  {x\  y\  /),  la  a;  la  y  e  la  ;s 
dovranno  continuamente  soddisfare  alla 

p{x — a?')-4-g(j/— j/)-Hr(;2;— /)=0 

(equazione  di  un  piano  obbligato  a  passai*e  per  un  dato 
punto). 

Se  un  piano  (u;,  i/,  z)  inviluppa  un  punto  obbligato  a 
giacere  sopra  un  dato  piano  (x\  y\  z')^  \fi  x  la  y  e  la  2; 
dovranno  continuamente  soddisfare  alla 

7^(a?— a7')-4-j(y— t/')-4-r(;5— /)=0 

(equazione  di  un  punto  obbligato  a  giacere  in  un  piano 
dato). 
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Due  equazioni 

p'{x—x)'¥'q(y—tj)'¥'r'{z—z)=0 

se  puntali  di  piano  individuano  coesistendo  una  retta  pun- 
teggiata che  possiede  un  punto  {x\  y\  z'),  se  tangenziali 
di  punto  individuano  coesistendo  una  retta  (asse  di  un  fa- 
scio di  piani)  clie  giace  su  di  un  piano  (x\  y\  z'). 

3.®  Se  un  punto  (x,  y,  z)  descrive  un    piano   obbligalo 
a  passare  per  due  punti  {x\  y\  z'),  {x'\  y\  5"),  deve  aversi 

X     y     r^H-l 
X     y      rz'-^l 
x"     y'^     rV'^l 

(equazione  di  un  piano  che  passa  per  due  punti  dati). 

Se  un  piano  (x,  y,  z)  inviluppa  un   punto   obbligato    a 
giacere  sopra  due  piani  {x\  y\  z),  {x'\  j/\  z")  deve  aversi 


X  y  rz-^l 
x'  y  r/-i-l 
x"    /    r2"-i.l 


zzO 


(equazione  di  un  punto  che  giace  sopra  due  dati  piani). 
Due  equazioni 


=0. 


X 

y 

rz-t-l 

X 

y' 

r-«'-i-l 

d' 

y" 

rz"-i.l 

X 

y 

r'zH-ì 

jj 

y 

r'z'-t-l 

:r-' 

y" 

rV'-i-l 

=0 


se  puntali  di  piano  individuano  coesistendo  una  retta  pun- 
teggiata che  possiede  due  punti  dati  (u^^^  y\  z'),  {x\  y\  a;"), 
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1 

1 

X 

2/ 

V 

1 

a?" 

y" 

z" 

1 

x'" 

y"' 

z'" 

1 
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se  tangenziali  di  punto  individuano  coesistendo  una  retta 
elle  giace  su  due  piani  daèi  (x\  y\  z'),  (x\  \j\  z")  (asse  di 
nn  fascio  di  piani). 

4."  Se  un  jiunto  (a?,  y,  z)  descrive  un  piano  obbligato 
a  passare  per  tre  dati  punti  (x\  y\  2'),  (a?",  y\  z") 
{^"\  y'\  O  si  ha  la  condizione 


=0 


(equazione  di  un  piano  individuato  da  tre  dati  punti). 

Se  un  piano  {x,  y,  z)  inviluppa  un  punto  obbligato  a 
giacere  sopra  tre  dati  piani  (x\  y\  z'),  etc.  si  ha  la  con- 
dizione 


=0 


(equazione  di  un  punto  individuato  da  tre  piani  dati). 
Due  equazioni 


=0 


se  puntali  di  piano  individuano  coesistendo  una  retta  pun- 
teggiata comune  a  due  piani  determinati  ciascuno  da  una 
data  terna  di  punti,  se  tangenziali  di  punto  individuano 
coesistendo  una  retta  asse  di  un  fascio  di  piani  e  congiun- 
gente due  punti  determinati  cisuscuno  da  una  data  terna 
di  piani. 


X 

y 

z 

1 

x' 

y 

z' 

1 

x" 

y" 

«" 

1 

x'" 

f 

z'" 

1 

X 

y 

z 

1 

X 

y 

% 

1 

x' 

^ 

il 

1 

=0. 

X' 

r 

11 

1 

x" 

y" 

a" 

1 

—^t 

X" 

Y" 

Z" 

1 

a/" 

r 

2'" 

1 

X'" 

Y'" 

TI" 

1 
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L*  (squaziono  di  un  piano  obbligato  a  passare  per  tre 
punti  dati,  o  di  un  punto  obbligato  ad  essere  nell*  incootro 
di  tre  piani  dati  in  coordinate  omogenee  sarà 


X 

y 

s 

u 

X 

f 

y 

z' 

f 

u 

x" 

y" 

i' 

u 

d" 

y" 

z'" 

u' 

=0. 


òJ"  Se  quattro  punti  {x,  y,  z)^  {x\  y\  z')^   (x\  y\  z"), 
{x"\  y"\  y")  sono  in  piano  il  loro  determinante 


X 
X 

x" 

x" 


y 

i 

1 

y 

£ 

1 

y" 

a" 

1 

y" 

2'" 

1 

=0. 


Invei*saniento  se  il  determinante  di  quattro  punti  è  nullo, 
i  quattro  punti  sono  in  piano. 

Se  quattro  piani  (x,  y,  z),  etc.  concorrono  in  un  punto 
il  loi*o  determinante 


X 

y 

z 

1 

d 

y' 

z 

1 

x" 

y" 

z" 

1 

x"' 

y'" 

r 

1 

=0. 


Inversamente  se  il  determinante  di  quattro  piani  è  nullo, 
i  quattro  piani  concorrono  in  un  punto. 

Se  una  retta  congiungente  i  punti  (x^  y,  z),  {x\  j/,  z') 
giace  nello  stesso  piano  con  una  congiungente  i  punti 
(a.",  y",  z"),  (x'\  y\  z'")  si  ha 
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X 

x' 
x" 


y 


x"'    y 


=0. 


Inversamente  se  ete. 

Se  una  retta  intersezione  dei  due  piani  {x,  y,  z), 
{x,  y,  3)  ha  un  punto  comune  con  un'  altra  intersezione 
dei  due  piani  {x'\  y\  z")  (x',   y"\  z'")  si  ha 


X 

JS 

x" 


y 
y 
y" 


Z 
Z 

z" 


X      y 


=0. 


Inversamente  se  etc. 

6."^  Se  a=0,  ^=0  sono  le  equazioni  di  due  piani,  e  k 
un  arbitraria,  a-^k'^-zzO  è  l'equazione  di  un  terzo  piano 
che  passa  per  la  loro  intersezione,  poiché  a-^k^  s'  annulla 
per  quei  valori  di  a*,  y,  z  che  annullano  contemporanea- 
mente a  e  ^,  cioè  sono  coordinate  dei  punti  dell'  interse- 
zione di  a  e  ^. 

Facendo  variare  k  si  dà  luogo  a  un  fascio  di  piani 
(punteggiati)  di  asse  (punteggiata)  individuato  dall' inter- 
zìone  di  a  con  ^. 

Se  a=0,  ^=0  sono  le  equazioni  di  due  punti  e  k  un 
arbitraria,  a-^h^zzO  è  1'  equazione  di  un  terzo  punto  che 
giace  sulla  retta  che  li  congiunge,  poiché  a-4-/^^=zO  s*  an- 
nulla per  quei  valori  di  x,  j/,  z  che  annullano  contempo- 
raneamente a  e  ^,  cioè  sono  coordinate  dei  piani  che  pas^ 
sano  per  la  retta  congiungente  a  con  ^. 

Facendo  variare  k  si  dà  luogo  ad  una  punteggiata  so- 
stenuta dalla  retta  congiungente  a  con  ^. 

7.^  Come  la  seri«  di  equazioni  a=0,  P=0,  a-4-ftpi=0, 
a-4-Aj3=0,...  rappresenta  (n.®  3,   4.®)  una  serie  di  punti  in 

18 
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retta  (punteggiata)  oppure  una  serie  di  rette  in  fascio  a 
seconda  che  le  coordinate  variabili  sono  ritenute  coordi- 
nate di  retta  mobile  o  di  punto  mobile,  così  la  stessa  serie 
di  equazioni  potrà  rappresentare  una  serie  di  piani  passanti 
per  la  retta  a^  (fascio  di  piani)  o  una  serie  di  punti  sulla 
retta  a^  a  seconda  che  le  coordinate  variabili  si  ritengono 
di  punto  mobile  oppure  di  piano  mobile. 

Se  si  perfora  il  fascio  di   piani    azzO,  ^zzO,  aH-/?^=0, 

aH-fe,p^O, con  una  retta  collocata  e  diretta  ad  arbitrio 

si  avrà  una  serie  di  punti  che  in  coordinate  di  piani  (piani 
inviluppanti)  saranno  rappresentati  dalle  equazioni  mede- 
sime «=0,  P=:0,  a-i-A^zzO,  etc.  a  patto  che  in  esse  le  co- 
ordinate di  punto  s' intendano  rappresentare  rispettivamente 
le  coordinate  dei  punti  d*  incontro  della  retta  coi  piani 
precedenti  e  le  coordinate  di  piano  siano  ritenute  variabili. 

Si  può  dire  adunque  che  se  azzO,  ^zzO  sono  le  equa- 
zioni di  due  elementi  qualunque  di  una  forma  geometrica 
fondamentale  di  prima  specie  (  §  I,  n."*  1,  2.**)  sita  Hello 
spazio  a  due  o  tre  dimensioni,  «-♦-A.SzzO  rappresenterà  un 
elemento  qualunque  della  stessa  forma.  Variando  ft  da  —  oo 
a  -HOC  r  equazione  a-i-/c^zzO  darà  luogo  alle  equazioni 
degli  Gc  elementi  della  forma. 

8.°  Se  oczzO,  pzzO,  y=:0  sono  le  equazioni  di  tre  piani 
e  A,  h  due  arbitrarie,  a-i-/ep-i-/iYzzO  è  V  equazione  di  un 
piano  che  passa  pel  punto  comune  ai  tre  a,  p,  y. 

Facendo  variare  A  e  A  si  da  luogo  a  cz:*  piani,  cioè  a 
una  stella  di  piani  di  centro  individuato  dai  ire  piani  a,  ^,  y. 

Se  «=0,  ^zzO,  yzzO  sono  lo  equazioni  di  tre  punti  e 
A,  h  due  arbitrarie,  a-^k^^hyz^O  è  V  equazione  di  un 
punto  che  giace  sul  piano  individuato  dai  tre  punti  a,  ^,  r- 

Se  è  possibile  assegnare  a  A  e  A  tali  valori  che  sia 
identicamente  (x^k^-t-hx=:0,  i  tre  piani  azzO,  P=:0,  y^O 
passano  per  la  stessa  retta  e  per  altri  valori  di  k  e  h  la 
«-♦-A^4-AyzzO  rappresenta  un  piano  passante  per  la  stesisa 
retta,  oppure  i  tre  punti  aziO,  jSzzO,  vzzO  giacciono  sulla 
stessa  retta  e  per  altri  valori  di  A  e  A  la  a-HA^-t-AyzzO 
rappresenta  un  punto  nella  stessa  retta. 
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9.'  Se  azzO,  P=0,  Y=0,  ^irO  sono  le  equazioni  di 
quattro  piani,  e  se  è  possibile  determinare  tre  valori  K  l,  ^^ 
per  cui  si  abbia  identicamente  (x-t^h^-^lx-^m^^-O  ì  quattro 
piani  passano  per  uno  stesso  punto.  Se  <x=0,  ^i=0,  y^^i 
i^^O  sono  le  equazioni  di  quattro  punti  e  se  è  possibile 
determinare  tre  valori  A,  /,  m  per  cui  si  abbia  identica- 
mente a-^-Ap-H^Y-Kw^zzO  i  quattro  punti  giacciono  in  uno 
stesso  piano,  etc. 

IO."*  La  condizione  perchè  un  punto  mobile  (x^  y,  2;,  n) 
(coordinate  omogenee  di  punto)  si  mantenga  sopra  un  piano 
fissato  da  ti-e  punti  {x^  ,  j/^  ,  «,  ,  wj,  (a?,  .  J/t  »  ^t  »  wj, 
(•^3  ♦  J/3  »  ^3  »  Wg)»  0  perchè  un  piano  mobile  {x,  y,  Zy  u) 
(coordinate  omogenee  di  piano)  inviluppi  continuamente  uno 
stesso  punto  individuato  da  tre  piani  (a?,  ,  1/1 ,  ^s, ,  u^\ 
(•^2  *  Vt  »  ^t  »  «t)»  (^8  »  1/3  1  ^3  »  "s)  «l'Iella  si  è  (4.^)  che 
sia  nullo  il  determinante  dei  quattro  punti  o  dei  quattro 
piani  e  cioè  sia 


(V 

y 

3 

tt 

a?, 

2/1 

«, 

«I 

a-, 

!/t 

«» 

", 

*'» 

!/3 

«3 

". 

=0. 


Ora  questo  determinante  si  annulla  qnallora  si  ponga 


pj=Xa,-i-|ia,  -i-vzj 

pU=>.tt,  -t-|JiM,  -«-VM, 


(1) 


I* 

(^,  |A,  V  variabili)  o  più  semplicemente,  posto  "t~=<7»    ir~'^' 
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,  (2). 


— 07=^1 -HJil^j-l-  ZX^ 


9 

P 

— wzrWj-i-o'Mj-i-  TM3 

poiché  la  prima  orrizzontalo  diviene  V  aggregato  delle  al- 
tre tre  previa  V  introduzione  dei  fattori  X,  |x,  v  oppure 
1,  7,  T,  cosi  è  manifesto  come  le  coordinate  di  un  punto 
qualunque  del  piano  dì  tre  dati  punti  oppure  di  un  piano 
qualunque  di  una  stella  di  centro  individuato  da  tre  dati 
piani  siano  esprimibili  secondo  le  forme  (1)  0  (2). 

Se  si    prende    uz=:ii^=iu^zzu^:=z\    si    ha    semplicemente 
j  prendendo  a  norma  la  (2)  j 


-70?, 


•xa?. 


xz 


1-4-J-l-T 


y=- 


yi-^^yt-^^y. 


TX  -4--^?: 


l-l-7-l-T 


11/  Le  condizioni  perchè  un  punto  mobile  (a?,  y,  3,  u) 
descriva  una  retta  determinata  da  due  punti  fissi  {x^  ,  i/^  , 
Zi ,  Wi),  {x^ ,  j/j ,  ^5 ,  w,),  o  perchè  un  piano  mobile 
{x,  y,  a,  u)  inviluppi  una  retta  determinata  da  due  piani 
(^1 1  Vi  »  ^i  1  w^),    (x^ ,  2/, ,  -Ss ,  wj  sono 


=0. 


X 

y 

rz  -t-tu 

X 

y 

r'z  -i-t'u 

a^l 

Vi 

rz^-\-tu^ 

=0, 

x^ 

Vi 

r\^tfu, 

a?. 

y. 

rz^-*-tu^ 

X, 

i/s 

r'z^-^-Hu, 

L'  una  e  Y  altra  di  queste  equazioni  è  soddisfatta  dal  porre 

V 

(ix,  V  variabili)  0  più  semplicemente  (posto  — =p) 
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tk  A  A  fì 

e  perciò  a?i-Hpa?^,  3/,-*-pj/, ,  z^-^pz^,  u^-^pu^  saranno 
a  dirsi  le  coordinate  di  un  punto  qualunque  della  retta 
determinata  da  due  punti  (x^  »  3/i  »  ^i  »  w,),  (a?,  »  j/, ,  z^,  m,), 
oppure  le  coordinate  di  un  piano  qualunque  che  passi 
per   la    retta    definita    da    due    piani    (x^ ,   y^,   z^ ,    Wj), 

(^,,  J/t,  «t»  ^«)- 

13.  1."^  Per  mezzo  delle  equazioni 

a=p  x-^q  y-^r  z^t  m=0 
^zzp'  x-^q  y-^-r'  z-h-t'  uzzQ 
^=p"  x-^q"  y^r"  z^f  w=0     ^  ^"^ 

di  quattro  piani  non  concorrenti  in  un  punto  o  di  quattro 
punti  non  giacenti  nello  stesso  piano  (le  quattro  equazioni 
rappresentano  quattro  piani  o  quattro  punti  a  seconda  che 
si  guardano  a?,  y,  5,  u  coordinate  di  punto  o  di  piano)  si 
potrà  rappresentare  qualunque  altro  piano  o  punto  ax-^ 
by'¥'CZ-^du=:0   dello    spazio  mediante  un'  equazione   Aa-4- 

E  veramente  si  possono    assegnare    tali  valori   a    k,  h, 
l,  m  che  si  abbia  identicamente 

poiché  stabilendo  le  eguaglianze 

kq-^-hq  -^Iq'-^mq'*'  z=6, 
kr-^hr-^lr"  -^mr'"  =c, 
kt-^ht'  -¥-11"  -^mt"  z:zd^ 
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da  esse  deduconsi  valori  finiti  per  k,  h,  l,  m,  e  cioè, 


P  P  r  P' 

Q  9  q"  4" 

r  r'  r"  r'" 

t  f  H'  t" 


=A, 


e  il  reciproco  di  A  eguale  a 

p     p'     p"     p"' 

.Q     Q'     Q"     Q'" 
R    R'     R"     R'" 

AA  =Pa  -t-Qft    ^Rc  -¥-  Td, 

AA  =P'a  H-Q'è  H-R'c  H-  T'rf, 

ùd  =P"aH-Q"6H-R"c-f-rU 

Am=P'"a-i-Q'"6-KR'"c-i.rU 

Se  fosse  supposto  A=0  cioè  i  quattro  piani  a=0,  ^=0, 
Y=0,  ò^=0  concorrenti  in  un  punto,  oppure  i  quattro  punti 
a=0,  P=:0,  Y=0»  '^'zzO  in  uno  stesso  piano,  *,  A,  A  m  si 
presenterebbero  infiniti  per  qualunque  piano  o  punto 
ax-^hy-^cz-^duzzQ  non  concorrente  in  quel  punto,  o  non 
giacente  in  quel  piano;  e  per  qualunque  piano  concorrente 
in  quel  punto,  o  per  qualunque  punto  giacente  in  quel 
piano,  A,  A,  /,  m  si  presenterebbero  indeterminati  poiché 
nel  caso  si  avrebbe  pure 

Pa-+-Q&    -f-Ro    -f-Td=0, 

P'a'H-Q'6  -+-R'c  H-T'd  =0, 

P"a-i.Q"6  H-R"6'  H-rd  =0, 

P'"a^Q'"6^R'"c^r'rf=0. . 
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essendo  queste  appunto  le  condizioni  perchè  il  piano  air-+- 
byH^cZ'¥'du=zO  concorresse  coi  quattro  piani  dati  (  e  quindi 
con  essi  presi  a  tre  a  tre),  oppure  il  punto  ax-^-by-^cz-^- 
du^O  si  trovasse  nello  stesso  piano  dei  quattro  punti  dati 
(e  quindi  nel  piano  di  essi  presi  a  tre  a  tre). 

In  una  sola  maniera  si  può  esprimere  1*  equazione  di 
un  piano  per  mezzo  di  quelle  di  quattro  piani  formanti 
tetraedro  (non  concorrenti  nello  stesso  punto).  In  infinite 
maniere  si  può  esprimere  V  equazione  di  un  piano  per 
mezzo  di  quelle  di  cinque  o  più  piani,  che  etc. 

In  una  sola  maniera  si  può  esprimere  V  equazione  di 
un  punto  per  mezzo  di  quelle  di  quattro  punti  non  gia- 
centi nello  stesso  piano.  In  infinite  maniere  si  può  espri- 
mere r  equazione  di  un  punto  per  mezzo  di  quelle  dì  cin- 
que o  più  punti  che  etc. 

2.*  Nella  *a-»-ft^^^Y-Hmò^=0,  le  a,  p,  y,  ò^  sono  (§  II, 
n.**  24,  5.*^)  quattro  proporzionali  alle  distanze  di  un  punto 
mobile  rispettivamente  da  quattro  piani  «=0,  p=0,  y=0» 
'^=0  se  si  guardano  x,  y,  z,  u  come  coordinate  puntali, 
oppure  sono  quattro  proporzionali  alle  distanze  di  un  piano 
mobile  rispettivamente  da  quattro  punti  a=:0,  ^=0,  y=0, 
^:=0  se  oOj  y,  z,  u  si  guardano  come  coordinate  di  piano 
(coordinate  tangenziali). 

Pertanto  a,  ^,  y,  -5^  possono  chiamarsi  coordinate  tetra- 
edriche di  punto  mobile  rispetto  a  quattro  piani  fondamen- 
tali «=0,  P=0,  Y=0,  ò^^O,  oppure  coordinate  tetraedriche 
di  piano  mobile  rispetto  a  quattro  punti  fondamentali  (x=0, 
^=zO,  Y=0»  ^=0.  Anche  si  potrebbe  dire  coordinate  qua- 
driplanari  in  un  caso,  quadripunto  nelT  altro,  tetrametri- 
che  in  ambidue. 

Scegliendo  opportunamente  quattro  piani  o  quattro  punti 
come  fondamentali  in  una  figura  relativa  ad  una  proposta 
questione  o  problema  o  teorema  si  potranno  poi  riferire 
gli  altri  piani  o  punti  della  figura  a  quei  quattro  elementi 
fondamentali,  e  conseguire  nelle  equazioni  una  simmetria 
che  agevoli  la  discussione  e  V  invenzione  di  quanto  importa 
alla  proposta  questiono  etc. 
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3.^  Le  coordinate  cartesiane  possono  considerarsi  come 
un  caso  particolare  delle  coordinate  tetraedriche  sopra  di- 
chiarate. Se  le  a,  ^^  y  9  non  si  prendono  nella  forma  ge- 
nerale raa  nelle  speciali  a?zz:0,  i/=:0,  zzzO,  uzzO  si  ha  al- 
lora per  tetraedro  fondamentale  quello  costituito  dai  tre 
piani  coordinati  e  dal  piano  air  infinito. 

In  seguito  però  parlando  di  coordinate  tetraedriche  in- 
tenderemo che  i  quattro  elementi  fondamentali  siano  a 
distanza  finita. 

4.^  Quando  le  a,  ^,  y,  ^  non  siano  omogenee  e  siano 
prese  nella  forma  normale 

xcosX  -^ycosii.  -^zcos^  —p  =0, 
XGOsX'  -^ycosyf  -^zcosy/  — jj'  =0, 
xcosX"  -^ycosii'  -^zcosy/'—p"  =0, 
X(i0sy!"  -^ycos^"  -^zcos^'^—p^'-zzO, 

e  si  ritengano  x,  y,  z  coordinate  puntali,  allora  nella 
fta-f-/ip-f-^Y"+"^^^=0,  a,  p,  Y.  ^  significheranno  le  distanze 
rispettivamente  ai  quattro  piani  fondamentali  a=0,  P=rO, 
Y=0,  S'zrO  del  punto  (  a^  y,  z  )  generatore  del  piano 
éa-i-A^-+-/Y-i-m^=0. 

ò^  Le  coordinate  tetraedriche  di  punto  |  ossone  essere 
tali  proporzionali  X,  Y,  Z,  U  alle  distanze  £,  &j ,  e^ ,  i^  del 
punto  dai  quattro  piani  fondamentali  che  X-i-Y-+-Z-+-U=l 
costantemente. 

Siccome  il  volume  T  del  tetraedro  individuato  dalle  por- 
zioni a,  6,  e,  d  dei  piani  fondamentali  comprese  fra  i  ver- 

1 
tici  è  esprimibile  colla  formula   T  =— (as-i-ftoj-HCe^-i-rfSj) 

ó 

I  somma  o  differenza  a  seconda  della  posizione  del  punto 
(X,  Y,  Z,  U)  j  così  è  manifesto  che  se  la  proporzionalità 
di  X,  Y,  Z,  U  alle  distanze  s,  e^ ,  e,,  i^  vien  fissata  se- 
condo i  rapporti 
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a 

Y       ft        Z        e 

U       d 

3T' 

t~;jT'     e-3T' 

ir~3f' 

risulterà  X-«-Y-*.Z-*.U=l. 

6."  Riteniamo  che  lo  (n)  (1.°)  rappresentino  piani.  I 
vertici  del  tetra'xìro  da  essi  individuato  avranno  per  coor- 
dinate, quello  risultante  dall'  intersezione  dei  piani 


2.»  3."  4.'    — =«sr,     — =^.     — =^ 


3.'  4.»  1.*  =r 


4.*  !.•  2.» 


X          P 

y 

u 

Q 

u 

R 

F 

Q' 

R' 

r  ' 

r  ' 

r  • 

p" 

Q' 

R" 

rn»/     > 

rn/'    ♦ 

rrxff     » 

P'" 

Q'" 

R"' 

rntu    ^ 

rpttl   1 

rnHf   » 

1.°  2.°  3.^ 


e    quindi     le     loro     equazioni     tangenziali ,    notando    con 

^       f       9 

-7- ,  — r-  ,  — r-    le  coordinate  pliikeriane  di  un  piano    mo- 
Iti 

P       e         Q       f         R       9 
bile,  saranno     :x'"T"*'"f''T"*'T"'T"^  ^~^' 
etc.,  ossia 

P  ^-+-Q  /"-kR  p-f-T  i=0, 
Fa^Q'  /'H.R'grH-r  1=0, 
P"  en-Q"  f^R"g^T  t=0, 
P'"^^Q'Y-»-R'"^-^T'"t  =0 


(n'). 


Indicate  con  X,  Y,  Z,  U  le  coordinate  tetraedriche  di 
un  punto  rispetto  ai  quattro  piani  (n),  con  E,  F,  G,  I  lo 
coordinate  tetraedriche  di  un  piano  rispetto  ai  quattro  punti 
(n'),  con  p,  a  due  arbitrarie  potremo  scrivere 
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pX=p  ^-^Q  y-+-^  2;-+-/  w, 

pY'=zp  op^q  y-^r  z-^C  u, 
pZzup"  x-^q  2/-+-r"  z-^f  2^, 

(a?,  j/,  js,  m  coordinate  cartesiane  omogenee  di  quel  punto) 

7E=P    ^-f-Q  /W-R  (7-+-T  i, 

C7F=P'  6H.Q'  /-H-R'^H-r  e, 

7G=P"  (?-HQ"/%.R'V-Hr  i, 

-I  =P'"6-i-Q'Y^.R"V-Hr't 

(^,  /"»  Qi  i  coordinate  pliikeriane  omogenee  di  quel  piano),  e 
quindi 

p7(EX-f-FY-f-GZ-+.IU)=:A(6a7-f-/j/-+-g'2-+-tM). 

(si  può  ripetere  il  discorso  e  calcolo  precedente  scambiando 
la  parola  punto  colla  parola  piano,  vertice  con  faccia,  etc.) 

Pertanto  come  X  equazione  ex-^fy-^gz-^iu^zO  in  coor- 
dinate cartesiane  a\  y,  z,  u  omogenee  di  un  punto  e  plii- 
keriane e,  /*,  ffy  i  omogenee  di  un  piano  (le  une  e  le  altre 
prese  rispetto  ad  assi  cartesiani)  esprime  simmetricamente 
la  condizione  perchè  il  punto  giaccia  sul  piano  (  riunione 
di  situazione  del  punto  e  del  piano),  cosi  la  EX-+-FY-hGZ 
-+-IU=0  in  coordinate  tetraedriche  X,  Y,  Z,  U  di  un  punto 
e  coordinate  tetraedriche  E,  F,  G,  I  di  un  piano  (le  uno 
e  le  altre  prese  rispetto  allo  stesso  tetraedro  fondamentale) 
esprime  simmetricamente  la  condizione  perchè  il  punto 
giaccia  sul  piano. 

Inoltre  come  la  ex-^fy-^gz-^-iw^Q,  può  rappresentare 
un  piano  (descritto  da  un  punto)  0  un  punto  (inviluppato 
da  un  piano)  a  seconda  che  si  guardano  variabili  x,  i/,  2,  u 
o  costanti  e,  f,  g,  t,  oppure  costanti  x^  j/,  z,  u  e  variabili 
^1  A  P,  if  cosi  la  EX-+-FY-»-G7-h1U=0   potrà   rappresen- 
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tare un  piano  come  punteggiato,  o  un   punto   come   invi- 
lappo  a  seconda  che  siano  ritenute  variabili  X,  Y,  Z,  U  e 
costanti  E,  F,G,  I  oppure  costanti  X,  Y,  Z,  U    e   variabili 
E.  F,  G,  I. 

Le  formule  poi  (n.^  12)  sono  traducibili   in   coordinate 
tetraedriche. 

Cosi  r  equazione 

E(X— r)-f-F(Y— Y')-f-G(Z-Z')-».I(U— U')=0 

rappresenterà  in  coordinate  tetraedriche  o  un  piano  (E,  F, 
G,  I)  per  un  punto  (X',  T.  Z',  U')  o  un  punto  (E,  F,  G,  I) 
sopra  di  un  piano  (X',  Y\  Z\  U')  a  seconda  che  si  guar- 
dano X,  Y,  Z,  U  coordinate  variabili  di  punto  o  di  piano, 
ed  E,  F,  G,  I  coordinate  costanti  di  piano  o  di  punto;  l'e- 
quazione 

X     Y      GZ-i-IU 

X'     r     GZ'h-IU'      =0 

X"   Y"    GZ'VIU" 


rappresenterà  un  piano  per  due  dati  punti  (X',  Y',  Z\  U'), 
(X",  Y\  Z",  U"),  o  un  punto  sulla  inetta  intersezione  di 
due  dati  piani  (X',  Y',.  Z',  U'),  (X",  Y",  Z",  U")  a  seconda 
etc.;  r  equazione 


X      Y      Z      U 

X'    r    z'   u' 
X"    Y"  r  u" 


=0 


rappresenterà  un  piano  por  tre  determinati  punti,  o  un 
punto  incontro  di  tre  determinati  piani  a  seconda  etc.  (po- 
trà anche  dirsi  la  condizione  perchè  quattro  punti  siano 
in  uno  stesso  piano,  o  quattro  piani  concorrano  nello  stesso 
punto).  Similmente  posto  che  H,  K  rappresentino  due  fun- 
zioni bilineari  della  forma  EX-hFY-i-CZ-i-1U,  le  equazioni 
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H=0,  K=0,  H-HiiK=0,  H-H|i'K=0 (;i,  |i' 

arbitrari)  rappresenteranno   i    piani    di   un   fascio  di  asse 
(IIK)  oppure  ì  punti  di  una  punteggiata  (HK)  a  seconda  eto. 
I  tre  piani  (punti) 

EXh-FY-«-GZ-i-IU=0,    E'X-».F'Y-i-G'Z-.-rU=0, 
E"X-i-F"Y-i-G"Z-t-rU=0 

s' incontrano  (giacciono)  in  un  punto  (in  un  piano)  che  ha 
per  coordinate 


X 


I 

F 

G 

r 

F' 

G' 

i" 

F" 

G" 

E 

F 

G 

E' 

F- 

G' 

E" 

F" 

G" 

etc. 


Le  rette  intersezioni  (di  congiunzione)  del  piano  (del 
punto)  EX-i-FY-i-GZ-+-IU=0  coi  piani  (coi  punti)  fonda- 
mentali X=0,  Y=0,  Z=0,  U=0  sono  le  stesse  che  quelle 
del  piano  (punto)  FY-+-GZ-+-IU=0  col  piano  (punto)  X=0, 
del  piano  (punto)  EX-+-GZ-i-IU=:  col  piano  (punto)  Y=0, 
etc. 

14.  1."*  Se  i  piani  di  un  tetraedro  s'  incontrano  rispet- 
tivamente con  quelli  di  un  altro  tetraedro  in  quattro  rette 
giacenti  in  uno  stesso  piano  (piano  di  coUineazione  o  di 
omologia)  le  quattro  rette  congiungenti  i  quattro  vertici  di 
un  tetraedro  rispettivamente  coi  corrispondenti  dell*  altro 
concorrono  in  un  punto  (centro  d'  omologia),  cioè  sono 
raggi  di  una  stessa  stella. 

Siano  a=0,  ^=0,  v=0,  ?ì-=SS  le  equazioni  dei  piani  di 
un  tetraedro. 

Adottando  tali  piani  per  fondamentali  il  piano  di  coUi- 
neazione o  di  omologia  che  dir  vogliasi  verrà  rappresentato 
dall'  equazione 

Aa  -f- A^  -f./v-f-mS^zrO 
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dove  ft,  A,  l,  m  arbitrarie,  e  quindi  i  piani    dell'  altro  te- 
traedro saranno  rappresentabili  con  equazioni  dulia  forma 

Combinando  A  due  a  due  queste  equazioni  per  modo 
che  ciascuna  delle  sei  equazioni  risultanti  abbia  a  conte- 
nere due  sole  (com*  è  possibile)  delle  quattro  coordinate 
3,  ^,  Y,  d  si  ottengono  le  equazioni  di  sei  piani*^ passanti  il 
primo  per  gli  spigoli  «^    a^',   il   secondo    per    gli   spigoli 

Coi  sei  piani  si  dà  luogo  alle  quattro  seguenti  terne 

(k;—k)a^(h—h:)  p=0=a'— ^', 

1/  ]  (h—k')a^(t -l)    y=0=t'— a\ 

(A'_/,)p^(/_r)    y=0=^-y', 

{k'—k)aL^{ìl^li)  p=0=a'— ^', 


>.>' 


(A— A>-f-(wi— m)^=0=ò^'— p', 
(r— /)  Y-+-(ni— ??/)ò^=0=Y  — ^^. 

I  piani  di  ciascuna  terna  appartengono  ad  un  fascio  cbe 
ha  per  asse  la  retta  congiungente  un  vertice  di  un  tetrae* 
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dro  col  corrispondeate    dell'  altro,    e   così    i    quattro  fasci 
hanno  per  assi 

il  primo  la  retta     («,3,') {^'p'i\ 

il  secondo  la  retta  («g^) «'^'5''), 

il  terzo  la  retta       (ayS^) («Y'^''), 

il  quarto  la  retta    (^'(^) (^T'5''). 

Ciascuno  dei  quattro  assi  sega  gli  altri  tre,  e  quindi 
gli  stessi  non  essendo  in  uno  stesso  piano  dovranno  con- 
correre in  uno  stesso  punto. 

Tanto  iittendesi  prontamente  riflettendo  che  avendo  due 
terne  qualunque  delle  quattro  un*  equazione  comune,  due 
assi  qualunque  dei  quattro  dovranno  giacere  nel  piano  rap- 
presentato dall'  equazione  comune  detta,  e  quindi  incontrarsi. 

Un  asse  è  individuato  da  due  delle  tre  equazioni  della 
terna  di  piani  cui  è  relativo.  Prese  dee  equazioni  in  una 
terna  se  ne  può  prendere  due  siffatte  in  un'  altra  terna 
che  le  quatti'o  equazioni  riducansi  a  tre.  Le  tre  equazioni 
individuano  il  punto  comune  ai  due  assi  (centro  d'omologia). 
Per  esempio  prendendo  dalla  1.'  terna  le  equazioni  1.*  e 
2.",  e  cosi  dalla  seconda  terna  le  equazioni  prima  e  seconda 
vediamo  che  il  punto  comune  ai  due  assi  di  1.'' e  2/ terna 
risulta  determinato  dall'  incontro  dei  tre  piani 

{k'—k)oi^(h—h;)^=0,     {k—k')a^{l'—l)(=0, 

(k—k')(X'^(m'—m)&=0. 

Cosi  etc. 

Inversamenie  se  le  rette  congiungenti  i  vertici  di  un 
tetraedro  rispettivamente  con  quelli  di  un  altro  concorrono 
in  un  punto,  i  piani  dell'  un  tetraedro  incontreranno  quelli 
dell'  altro  secondo  rette  giacenti  in  uno  stesso  piano.  Si  ri- 
faccia il  calcolo  precedente  guardando  azzO,  p=0,  y=0, 
^=0  come  equazioni  tangenziali  dei  vertici  del  primo  te- 
traedro, Aa-t-A^-f-Zf-f-m^rzO  come  equazicme  tangenziale 
del  centro  d'  omologia,  etc. 
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2.*  Se  due  serio  di  punti  a,  6,  e,  d,  ^,  .  .  .  .  ,  a',  6', 
e,  d\  e\  ,  .  ,  .  nello  spazio  siano  così  disposto  che  i  piani 
abc,  àbd,  etc.  incontrino  rispettivamente  i  piani  ab'c\  ab'd\ 
etc.  secondo  rette  giacenti  in  uno  stosso  piano  le  rette  aa\ 
W,  cc\  dd\  etc.  concorreranno  in  uno  stesso  punto,  e  in- 
versamente se  etc. 

I  tetraedri  abcd,  a'b'c'd!  saranno  omologici  corno  ì  due 
tetraedri  abce^  a!b'ce\  e  i  centi*i  d'  omologia  delle  due  cop- 
pie di  tetraedri  coincideranno  in  un  solo,  dunque  etc. 

Considerando  una  superficie  come  il  complesso  degli 
infiniti  piani  che  la  inviluppano  (piani  tangenti)  vedesi  che 
se  date  due  superficie  venga  stabilito  un  piano  di  coUinea- 
zione  per  una  serie  di  loro  piani  tangenti,  verrà  pure  fis- 
sato un  centro  d'  omologia. 

L'  omologia  e  concomitante  collineazione  è  un  caso  della 
collineazione  generale  di  due  spazii  di  cui  più  avanti. 

15  1.°  Una  stessa  equazione  f{a,  p,  Yi  5')=0  algebrica 
omogenea  di  grado  w  j  a,  p,  y»  ^  coordinate  tetraedriche 
(n.^  13,  2.*^)  di  punto  mobile  o  di  piano  mobile  nello  spa- 
zio a  tre  dimensioni  j  può  guardarsi  o  come  equazione  pun- 
tale di  una  superfìcie  d'  ordine  ;i,  o  come  equazione  tan- 
genziale di  una  superficie  di  classe  n. 

2.^  Due  equazioni  /*(«,  ^,  y,  5^)=0,  F(a,  p,  r,  *^)=0 
algebriche  omogenee  di  gradi  wi,  n  rispettivamente  coesi- 
stendo individuano  una  curva  d'  ordine  mn  se  a,  p,  Yi  ^ 
coordinate  di  punto,  individuano  una  rigata-sviluppabile  di 
classe  mn     se  a,  ^,  fi  ^  coordinato  di  piano. 

3.^  L'  equazione  Aap-i-AaY-+-^^-*-^Pr-»-^P^-+"PT'^^=0 
(*,  A,  /,  w,  n,  p  arbitrarie)  rappresenta  una  superficie  di 
2.*  ordine  (quadrica)  che  passa  per  i  vertici  «^Yi  «^^ 
«Y^,  Py^  del  tetraedro  fondamentale  individuato  dai  piani 
a=0,  P=0,  Y=0»  S'^iO,  oppure  una  supei-flcie  che  tocca  le 
facce  del  tetraedro  fondamentale  individuato  dai  quattro 
punti  a=0,  p=:0,  y=0,  ò'=0  poiché  è  soddisfatta  dal  porre 
«=0  con  ^=0  e  y=0,  etc. 

L*  equazione  può  rappresentare  un*  infinità  di  superficie 
essendo  ft,  A,  etc  arbitrarie  come  si   è    detto.  Una  di    tali 
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superfìcie  sarà  determinata  da  cinque  condizioni,  e  per  eaem- 
pio  dal  dover  passare  per  cinque  dati  punti  di  coordinate 
rispettivamente  (a^ ,  p, ,  r,  »  ^,)*  («« ,  P, .  r«  i  ^z),  <3tc.,  op- 
pure riescire  tangente  a  cinque  piani  dati  («j ,  ^^ ,  y, ,  ^J, 
K  »  P«  »  Te  »  ^\\  etc. 

Si  hanno  allora  le  cinque  condizioni 


ed  eliminando  fra  queste  e  V  equazione  generale   i  cinque 

k        h         l       m       n 

rapporti     —,—,—,   —i   —     risulta 

P       V       P       V       P 


=0 


ap  •  «Y  aS*  Py  ^5^  y^^ 

«iP,     «iTi  «>\  P,Ti  PA  T,^i 

«A    ««r,  «A  ^.r,  PA  tA 

«3P3        «3T3  «3*\  l^sTs  ^8^3  TA 

«4^4        «/U  «4^4  P4r4  P4^  T4^\ 

«5P5        «sTs  «5^\  ^5T5  h^.  Ts^5 


per  equazione  puntale  0  tangenziale  della  quadrica. 
4.**  L'  equazione 


P* 


ò^*      «P       «Y 


Py      Pò^       ^r^^ 


«'i     ì^\     ^C\     n     «i^i     «iTi     «i^\     PiTx      /^.*\       Tx^. 


«%   P%    T%    ^^%    «9P9    «9T0    ^A   kc,    ^A 


=0 


rappresenterà  una  quadrica  per  nove  punti  o  tangente  a 
nove  piani  a  seconda  che  a,  p,  y»  '^^  ^i  »  Pi  »  Ti  1  *^  » — * 
«9  »  ?9  »  T9  »  '^\  significheranno  coordinate  di  punti  0  coor- 
dinate di  piani. 
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5.*  L'  equazione  a^y'^ka^-^h(x^y-^l^^^=:0  rappresenta 
uaa  superficie  di  tor^o  ordine  luogo  di  punti  se  a,  ^,  y,  ^ 
coordinato  tetraedriche  puntali  di  3.''  classe  inviluppo  di 
piani  se  coordinate  tetraedriche  tangenziali. 

Quando  si  guarda  come  complesso  di  punti  la  superficie 
passa  per  i  quattro  vertici  del  tetraedro  fondamentale  a, 
?,  Y,  ^  e  contiene  per  intero  i  sei  spigoli  del  tetraedro 
(sei  punteggiate).  Qnando  si  guarda  come  complesso  di 
piani  (inviluppo)  vedesi  tangente  alle  facce  del  teti*aedro 
dei  quattro  punti  fondamentali  a=0,  etc.  e  contenente  per 
intero  gli  spigoli  del  tetraedro  stesso  (sei  assi  di  fasci  di 
piani). 

16.  L^  Abbiamo  (§  I,  n.^  15)  accennato  a  coordinate 
relativo  ad  una  forma  di  4.*  specie,  e  riconosciuto  conio 
ne  occorrano  non  meno  e  non  più  di  quattro  per  indivi- 
duare  un  elemento  (retta)  della  forma. 

Vedremo  ora  come  sia  utile  (§  I,  n.*^  21)  fare  uso  di 
sei  coordinate  tanto  se  si  consideri  la  retta  congiungento 
di  due  punti  (retta  raggio)  come  intersezione  di  due  f  iani 
(retta  asse). 

Fissati  tre  assi  Cartesiani  0:r,  Oy,  0^;,  e  dette  x^ ,  y^ , 
5,,  i^o  !/t  »  h  ^^  coordinate  di  due  punti  M^  ,  M^  qua- 
lunque di  una  retta  p  qualunque  dello  spazio,  e  dette  k^  , 
''i  1  ^,  »  *e  »  ^ij .  li  1q  coordinate  pliikeriane  di  due  piani 
P, ,  P,  qualunque  del  fascio  che  ha  per  asse  la  p  si  avranno 
(n.^^  10)  contemporaneamente  le  quattro  equazioni 

ft,iK7,-i-Aj«/,-fr-/j3;j -1-1=0,       A,j'j-»-Aoi/,-+-/,3;j-f-l=:0, 
Ajit?j-i-A,j/^-*-/j«,-+- 1  =0,       ^ir^^-^h^y^^-^li^t-^  1  =0 
•      (E). 

Eliminando  k^  e  poi  h^  e  poi  Z,  fra  le  due  prime  si 
ottiene 


=0, 
19 
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alle  quali  si  può  aggiungere, 

1  ^i^x,■^-h,y^-^'l^z^\ 


=0, 


1=0, 


ossia 


(y,a?,— a.-,y,)A, 


(a',y,— y,a7,)A,-«-(^-',2,— 2,a7j/,-H;Px— a?,=0, 
-^(!/i2»— 2,!/,K,-»-2/,— !/t=0,  / 


(«,07,— 07,2,)*,    -»-(3,J/,— J/,2,)^ 

(07,— a7,)Aj      -^(y,— y,)A, 


.(2,-2,)/, 


=0 


w- 


I  coefficienti  delle  Aj ,  A^ ,  /j ,  e  i  termini  indipendenti 
da  esse  sono  i  determinanti  di  2.**  ordine  estraibili  dal  si- 
stema bilineare 


a?, 


a?o 


e  ciascuno  di  tali  determinanti  figura  due  volte  con  segno 
opposto  nelle  quattro  equazioni,  sicché  il  determinante 


0 

<^iyt-yi^. 

,.*;.2,-«,a7. 

*■,-*•, 

j/,a?,— a;,2/. 

0 

yih—^iv. 

y—y. 

«,a?,-a7,2, 

3,yt-i/,2, 

0 

z-z. 

.r,-», 

?/t— i/i 

«,— «, 

0 

{  che  è  il  risultato  dell'  eliminazione  di  k^  ,  Aj ,  l^  tra  le 
(r)  (  riesce  gobbo  simmetrico  ed  uguale  (  C.  A.  R.  §  VII, 
u.**  15)  a 
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^^—^t    y—Vt   ^y—^t 


cc^ 


00. 


Vi 
Vi 


=0 


(si  rifletta  che  la  l.''  orrizzontale    è    la   differenza    fra   le 
altre  due). 

Siccome  le  coordinate  di  due  altri  punti  qualunque  della 
retta  espresse  in  funzione  di  quelle  di  Mj  e  Mg  sono  (§  IV, 
n.'^  2,  !.•)  della  forma 


X,: 


^     Y,= 


^Vi-^^Vt 


vz,  -^Iz. 


v-^t 


Y.= 


v^x^-^t^x, 


Vllh-^^lVi 


cosi  i  determinanti  del  sistema  bilineare 

X,    Y,    Z.    1 

X.    Y.    Z,    1 
SODO  rispettivamente  proporzionali  a  quelli   del    precedente 

X,    y,    z^      1 
x^    y^    z^      1 


v/j — v^t 


secondo  la  ragione     ,      ^.,       ^ ,  , 
dei  determinanti  del  sistema 


X,    y,    z,      1 
^t    Vi    ^2     1 


e    i   mutui   rapporti 
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non  si  alterano  per  quanto  i  punti    Mj ,  M^   possano  cam- 
biare dì  posizione  sulla  retta  p,  e  sempre  sta  la 


x.—x^ 


X, 


y—yt.  h—h 


yx 

^1 

y. 

"*« 

sistema 

^i 

Vi 

«1 

«'. 

ih 

2« 

=0 


(«). 


sono  a  dirsi  coordinate  omogenee  della  retta  p  considerata 
come  raggio,  cioè  congiuugente  di  due  punti. 

Dati  quattro  dei  cinque  mutui  rapporti  fra  tali  coordi- 
nate, la  (6)  determina  il  quinto. 

Ancora:  una  delle  sei  coordinate  può  essere  pre^a  eguale 
all'unità,  quattro  ad  arbitrio,  e  la  sesta  quale  vien  deter- 
minata dalla  (6). 

In  definitivo  veggonsi  pur  sempre  quattro  sole  coordi- 
nate necessarie  alla  determinazione  di  una  retta-raggio. 

Eliminando  x^  e  poi  y^  e  poi  z^  tra  la  prima  e  la  3/ 
delle  (E)  e  poi  aggiungendo  etc.  si  ottengono  delle  equa- 
zioni della  forma  delle  (r)  e  che  sono  deducibili  dalle  (r) 
stesse  col  sostituire  x^,  j/j ,  z^  rispettivamente  alle  k^,  h^  , 
l^  ,  Q  k^,  h^,  l^,  k^,  \,  l^  rispettivamente  a  ìDj  ,  y, ,  «,  , 
*^'2  »  y«  »  ^2  ^  e  cioè 


(h,k^—k^h^)x. 


<iA-hA)y. 
MK—K)yi 


'(i-f>. 


=0 


(0. 


I  coefficienti  delle  x^ ,  tJ^ ,  z^  e  i  termini  indipendenti  da 
esse  sono  i  determinanti  di  2."*  ordine  del  sistema  bilineare 
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K   K   h    1 


K   h   1 


6  ciascuno  di  tali  determinaoti  figura  due  volte  con  segno 
opposto  nelle  quattro  equazioni  (t)  sicché  il  loro  deteimi- 
nante  riesce  gobbo-simmetrico  ed  eguale  al  quadrato  di  un 
determinante  nullo  e  cioè  a 

!      k,  h,  l,      j  =0. 

Siccome  le  coordinate  di  due  altri  piani    qualunque   di 
coi  la  retta  p,  sia  intersezione  espresse  in  funzione  di  quelle 

di  P-  e  di  P,  sono  della  forma   K,=: ,  etc.  etc.  ('), 

^  *  '        q-^s 

cosi  è  manifesto  che  i  mutui  rapporti  dei  determinanti  del 

sistema 

;    A,     h,     L     1 

I 

non  si  alterano  per  quanto  i  piani  P^ ,  P,  possano  rotare 
attorno  alia  retta  p,  e  sempre  sta  la 

Aj-— A^     Aj — A,     /,— /,  I 

A,  A.  l,       I  =0         (a>). 

!       A.  A.  /, 


(')  Si  tenga  presente  che  se  due  piani  di  un  fascio  »ono  rappre* 
•mentati  dalle  equazioni  kiX-^h^y-k-ìiZ-^\=:0,  k^r-^-ìi^y-^-l^z-^ì^zO  qua- 
lunque altro  piano  dol  fascio  sarà  rappresentabile  colla  equazione 


oftsia 


7^A•|X-^-/t|^/-^-/|3-hl)-»-*(M-+-'»??/-^-<25-^-i)=0, 

qk^-^sk^        nh^-^SÌi^       (y/i-hWj 

-  x-h y-ì z-Hi=u. 

q-hs  y-hi  q-^s 
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I  determinanti  del  sistema 


K    h 


K   h 


sono  a  dirsi  coordinate  omogenee  della  retta  p  considerata 
come  asse  cioè  intersezione  di  due  piani. 

Dati  quattro  dei  cinque  mùtui  rapporti  fra  tali  coor- 
dinate, la  (co)  determina  il  quinto. 

Àncora:  una  delle  sei  coordinate  può  prendersi  eguale 
air  unità,  quattro  ad  arbitrio,  e  la  sesta  quale  vien  deter- 
minata dalla  (cu). 

Veggonsi  in  definitivo  quattro  sole  coordinate  necessarie 
alla  determinazione  di  una  retta  asse. 

Eliminando  fra  la  terza  e  quarta  delle  (E)  k^  e  poi  h^ 
e  poi  /,  e  poi  r  unità  si  ottengono  delle  equazioni  quali 
possono  essere  dedotte  dalle  (r)  col  sostituire  k^  a  k^ ,  h^ 
ad  A,  e  /,  a  /j . 

Eliminando  oo^y^—y^x^  tra  la  prima  delle  (r)  a  la  pri- 
ma di  quelle  ora  indicate  si  ottiene 


=0, 


ossia 


ossia 


K—K 


M-hK 


Eliminando  x^z^ — z^x^  fra  lo  stesse  due   equazioni    ve- 

dosi  quost'  ultimo  rapporto  eguale  ad      ~'~r~_i —  »  ®^^- 

Con  eliminazioni  analoghe  si  riconosce  le  coordinate 
radiali  proporzionali  alle  coordinate  assiali  prese  in  un  de- 
terminato ordine,  e  cioè  vedesi 
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i,i\—X^Z, 

a-,— a?,        x^y,—y,x. 

2/i~y, 

K-K 

yi^t—'iVt      'i—h 

A, — Aj        A,  A, — AjA, 

'.A -A,/,  - 

Se  si  hanno  sei  numeri  a,  b,  e,  A,  B,  C  i  quali  soddi- 
sfino la  condizione 

aA-HftB-HC?C=0, 

i  rapporti  di  quattro  di  essi  ad  uno  degli  altri  due  po- 
tranno essere  assunti  come  coordinate  di  una  retta  (raggio 
od  asse)  dello  spazio. 

j  Si  tenga  presente  la  (0)  o  la  (co)  che  sviluppata  per  gli 
elementi  di  prima  orrizzontale  ci  da  la  somma  dei  pro- 
dotti di  tre  coordinate  della  retta  rispettivamente  per  le 
altre  tre.  | 

Se  le  equazioni  della  retta  riferita  a  tre  assi  qualunque 

a— a?j     y — y^     z — z^ 
vengano  date  nella  forma  =i — r — ^ ,    si  po- 
tranno adottare  come  coordinate  radiali  i  sei  numeri 

a,  &,  c\  A=bz^—cy^ ,  Bzzcx\—az^  ,  Gznay^—bx^  , 

poiché 

a     b     e 

a     b     e  \  =zaA-H&B-HcC=0.        (*) 
^1    Vi  «i  I 
a,  6,  e,  .  .  .    sono  proporzionali  rispettivamente  a  x — a?, , 

y-Vi^  «-«,1 

Se  le  (E)  si  rendono  omogenee  tanto  rispetto  alle  coor- 
dinate di  punto  come  di  piano  e  cioè  se  si  scrive 


{')  Salmon.  Geometria  Analitica  a  tre  dimensioni  (Gap.  Ili»  n.  51). 
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le  sei  coordinate  radiali  della  retta  p  saranno  allora    i    sei 
minori  di  2/  ordine  deducibili  dal  sistema  bilineare 

^i     !/i     ^i     "i 
x^     y,    z,     u, 

col  combinarne  a  due  a  due  le  verticali,  o  le  sei  coordinate 
assiali  saranno  i  sei  minori  di  2."  ordine  estraibili  dal  sistema 

k^     Aj     /,     m.  Il 

A,     A,     /,    m^  Il 

Si  rimettono  in  pristino  le  coordinate  ponendo 

Tanto  le  Xy  y,  z,  u  come  le  k,  h,  l,  m  possono  essere 
ritenute  coordinate  (n.°  13,  3.")  tetraedriche. 

2.''  Un'  equazione  omogenea  di  grado  m  tra  lo  sei  coor- 
dinate radiali  o  tra  le  sei  coordinate  assiali  di  una  retta 
mobile  rappresenta  uz^  rette  (complesso  di  rette)  (*)  raggi 
oppure  assi. 

Due  equazioni  omogenee  di  gradi  m,  n  rispettivamente 
tra  le  sei  coordinate  (raggi  od  assi)  rappresentano  coesi- 
stendo  oc*  l'ette  (congruenza  di  rette). 

Tre  equazioni  di  gradi  m,  n,  p  fra  le  sei  coordinate 
rappresentano  oc  rette    costituenti  in  generale  una   super- 


(*)  Sembra  doversi  attribuire  a  Plùker  il  primato  del  concetto   di 
complesso,  e  delf  esposizione  della  teoria  relativa. 
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ficie  rigata.  L*  equazione  di  questa  superficie  in  coordinate 
puntali  0  di  piano  sarà  deducibile  dalle  tre  equazioni  e 
dalla  (0)  o  dalla  (ft)),  e  risulterà  di  grado  2X'>^wp.  Se 
m=n=zp=l  la  superficie  sarà  una  rigata  di  2.°  ordine. 

Quattro  equazioni  rappresentano  coesistendo  un  numero 
limitato  di  rette,  e  cioè  quattro  complessi  hanno  comuni 
UD  numero  finito  di  rette. 

Un'  equazione  omogenea  di  grado  m  tra  le  sei  coordi- 
nate radiali  cioè  ti^  i  sei  determinanti  di  2.^  ordine  del 
sistema 

porta  al  grado  tn  tanto  le  et?,  ,  j/j ,  z^  come  le  x^,  y^,  z^ , 
e  perciò  se  tengonsi  costanti  le  j\  ,  y, ,  3:,  e  si  fanno  va- 
riare le  x^,  y, ,  z,  il  punto  [x^ ,  j/j ,  z^)  descriverà  un 
cono  di  ordine  m  che  avrà  per  vertice  il  punto  x^  ,  y, ,  z^. 

Il  cono  riducesi  ad  un  piano  quando  /n=l. 

Per  ogni  punto  adunque  dello  spazio  passano  ce  rette 
del  complesso  disposte  a  cono  che  diviene  fascio  di  rette 
quando  m=l. 

Un*  equazione  omogenea  di  grado  m  fra  le  sei  coordi- 
nate assiali  cioè  tra  i  sei  determinanti  del  sistema 

\  Ai     h,     l,        1    I 

I   A,     h,     l,        1    i 

porta  al  grado  7n  tanto  le  A, ,  h^,  l^  come  le  k^,  A, ,  /^ , 
0  perciò  se  tengonsi  costanti  le  /ij ,  h^  ,  l^  e  variabili  le 
Aj ,  ft, ,  /j  il  piano  mobile  (h^ ,  h^  ,  l^  invilupperà  conti- 
nuara3nte  rette  giacenti  nel  piano  fisso  (Aj ,  h^ ,  f,),  e  tali 
rette  saranno  tangenti  ad  una  curva  di  classe  m  sita  nel 
piano  fisso.  Se  m=:l  tal  curva  riducesi  ad  un  punto,  e 
cioè  tutte  le  rette  del  complesso  site  nel  piano  [k^  ,  h^  ,  l^) 
formeranno  fascio  attorno  un  punto  determinato. 

Siccome  le  coordinate  radiali  sono  rispettivamente  pro- 
porzionali alle  coordinate  assiali  cosi    una    proposta   equa- 
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zione  omogenea  di  grado  m  in  coordinate  radiali  non  si 
altera  sostituendovi  le  coordinate  assiali,  e  inversamente. 
Pertanto  si  può  dire  che  per  un  punto  qualunque  dello 
spazio  passano  ^  rette  del  complesso,  disposte  cioè  a  cono 
di  ordine  m,  e  che  sopra  un  piano  qualunque  dello  spazio 
esistono  infinite  rette  del  complesso  inviluppanti  una  curva 
di  grado  m,  e  che  se  ?n:=l  (complesso  di  1.^  grado)  per 
ogni  punto  dello  spazio  passano  ':n  rette  del  complesso  di- 
sposte a  fascio  attorno  il  punto  e  giacenti  in  un  piano  de- 
terminato, e  sopra  ogni  piano  dello  spazio  stanno  oc  rette 
del  complesso  formanti  fascio  attorno  ad  un  punto  deter- 
minato (•). 

Sta  bene  avvertire  che  un  complesso  di  ordine  m  è  de- 

(m-Hl)(m-H2)(m-H3)(m-H4)(m-H5) 

terminato  da      r^ — 1=£ 

l?_ 
condizioni  (e  per  esempio  dall*  assoggettare  il  complesso  ad 
ammettere  e  rette  date)  poiché  tante  appunto  ne  occorrono 
per  fissare  il  valore  degli  i  rapporti  di  i  coefficienti  dell'  e- 
quazione  generale  del  complesso  'al  coefficiente  (e-i-1)**"^^ 
Tali  rapporti  sono  a  dirsi  coordinate  del  complesso,  e  gli 
e-i-1  coefficienti  coordinate  omogenee  del  complesso. 

Se  rnrzl  se  ne  hanno  cinque  dello  prime  e  sei  delle 
omogenee. 

Cosi  possiamo  dire  che  un  complesso  di  primo  ordine  è 
determinato  da  cinque  rette,  le  quali  valgono  a  fissare  il 
valore  delle  cinque  coordinate  del  complesso. 

3.®  Esprimere  la  condizione  in  coordinate  radiali  o  in 
coordinate  assiali  perchè  due  rette  p,  p  stiano  in  uno  stesso 
piano  0  perchè  abbiano  un  punto  comune. 


(*)  Vedi  Giornale  di  matematiche,  Napoli  voi.  Vili,  anno  1870 
Esposizione  della  nuova  Geometria  di  Plùcher  per  Janni,  voi.  VI  me- 
moria di  fìattaglini  intorno  ai  sistemi  di  rette  di  1.°  grado.  Memoria 
di  Domenico  Chelini  sulla  nuova  geometria  dei  complessi  anno  1871, 
Bologna  Tip.  Gamberini,  etc,  etc.  Salmon  Geometria  Analitica  a  tre 
dimensioni,  Fiedler  Geometria  Descrittiva  Parte  II.  etc,  D'  Ovidio 
Forme  geometriche  fondamentali,  etc.  etc. 
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Dette  (.Tj ,  2/,  ,  z^),  (x^ ,  y^ ,  j/J  le  coordinate  cartesiane 
di  due  punti  della  p  e  (x\  ,  y\  ,  3\),  (a?', ,  j/', ,  :2:'j)  di  due 
della  p ,  e  (k^ ,  A, ,  /j),  (A^ ,  A, ,  /,)  le  coordinate  pliike- 
riane  di  due  piani  contenenti  la  p,  e  {k\  ,  h\  ,  /\),  (k\  , 
V,,  rj  di  due  piani  contenenti  la  p,  la  condizione  perchè 
le  due  rette  siano  in  uno  stesso  piano  sarà 


=0, 


;  X, 

Vi    2i      1 

1 

y*  'i    1 

:   00\ 

y\  2',    1 

■< 

y\  ^\   1 

iano 

un  punto  COI 

A, 

K   h     1 

*« 

K     Ir        1 

k\ 

A',  r,    1 

k\ 

h\  r,    1 

=0, 


(si  può  nel  quarto  posto  di  ciascuna  orrizzontale  dei  due 
notati  determinanti  porre  invece  dell'  unità  una  quarta  co- 
ordinata), ossia  svolgendo  (C.  A.  R.  §  IV,  n.^  1)  secondo 
prodotti  binari  di  minori  di  2.^  ordine  tolti  dal  sistema 
della  L*  e  2.*  orrizzontale  e  da  quello  della  3.*  e  4.* 

{^iyt-yi^\){^\—^'t}-^ =0» 

■  {kA-hAWx  -^)-^ =0. 

Nella  prima  di  queste  equazioni  veggonsi  appunto  le 
coordinate  radiali  e  nella  seconda  le  coordinate  assiali  delle 
due  rette  p,  p . 

Possiamo  stabilire  le  dette  condizioni  in  forma  più  ge- 
nerale supponendo  che  a,  b,  e.  A,  B,  C  siano  sei  numeri 
proporzionali  alle  coordinate  radiali  della  p,  e  a\  h\  c\ 
A',  B',  C'  sei  proporzionali  alle  coordinate  radiali  della  p\ 
e  cioè  che  sia 
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A         -         B       "-^      "  e  '    ^^''" 

ed  assumendo  a,  b, a\  b\ come  coordi- 
nate delle  p,  p. 

Si  avrà  la  condizione  perchè  le  due  rette  siano  nello 
stesso  piano  nei  termini 

aA'-H&B'-#.(?C'-HAa'-#.Bft'-#-Cc'=0. 

Essendo  le  coordinate  radiali  proporzionali  alle  coordi- 
nate assiali  prese  in  cert*  ordine,  si  potrà  nella  scritta  con- 
dizione interpretare  le  a,  6, come  coordinate  as- 
siali secondo  il  detto  ordine.  In  simil  modo  si  potranno  in- 
terpretare le  A\  H', 

Cosi  si  avranno  quattro  diverse  combinazioni  di  radiali 
ed  assiali  per  esprimere  che  due  rette  sono  nello  stesso 
piade,  che  hanno  un  punto  comune. 

4."  L'  equazione 

A^-HB/-HC^-HaE-H&F-HcG=0=r(Y), 

dove  si  ritengano  a,  b,  e.  A,  B,  C  costanti  arbitrarie,  e, 
f,  g.  E,  F,  G  coordinate  variabili  di  una  retta,  rappresenta 
(2.°)  un  complesso  di  1.^'  grado.  Se  le  costanti  fossero  vin- 
colate alla  condizione  aA-i-&B-i-cCi=0  |  nel  qual  caso  a, 
&,  e,  A,  B,  C  sarebbero  (1.®)  coordinate  radiali  od  assiali 
di  una  retta  5^  (raggio  od  asse)  [ ,  qualunque  retta  del  com- 
plesso speciale  si  appoggerebbe  alla  retta  ^  (direttrice). 
Se  la  equazione 

A'g-HB7-HC'^^a'E-Hft'F-Hc'G=0=(Y) 

rappresenta  un  altro  complesso  di  1.^  grado,  un'  equazione 
(y)-hi?(y'):=0  (v  arbitraria)  rappresenterà  pure  un  complesso- 
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Se  si  fa  variare  v  si  da  luogo  ad  un  fascio  (serie  semplice) 
di  complessi  lineari,  e  che  posseggono  in  comune   la    con- 
gruenza definita  dallo  du«  equazioni  (y)=0,  (/)• 
Se  si  pone 

ossia 

(aA'4.6'B'-^c'CV-^(aA'-HaA-HèB'-H6'B-HcC'-Hf/C)y 
-HaA-H6B-Hr»Ci=0 

si  hanno  due  valori  di  v  per  ciascuno  dei  quali  la 
(y)-*-p(y')=0  rappresenta  un  complesso  speciale. 

Le  direttrici  (reali  distinte,  o  reali  coincidenti,  o  imma- 
ginarie) d^i  due  avvertiti  complessi  speciali  possono  pure 
chiamarsi  direttrici  della  congruenza  {  (y)=0  (y')=0  [  poi- 
ché solo  le  rette  della  congruenza  incontrano  le  due  di- 
rettrici. 

Se  (y")=0  rappresenta  un  terzo  complesso  di  primo 
grado  r  equazione  (Y)-»-r(Y')-t-rj(Y")=:0  (f\  v^  arbitrarie)  è 
pure  r  equazione  di  un  complesso. 

Variando  i\  ì\  si  da  luogo  ad  una  rete  (serie  doppia) 
(li  complcbsi  che  posseggono  una  stessa  superficie  rigata 
;  (y)=0,  (y')=0,  (y")=0,  j  di  cui  ciascuna  generatrice  si 
appoggia  a  ciascuna  delle  y^  direttrici  rispettivamente  aj)- 
partenenti  agli  -jc  complessi  sj^eciali  della  rete:  complessi 
speciali  determinati  dalle  x  coppie  di  valori  di  r,  %\  sod- 
disfacenti alla  condizione 

(a-Hau-Ha"t?^)(A-HA'?;-HA"t?,)-H =0. 

Se  (y'")=:0  rappresenta  un  quarto  complesso  lineare,  la 
(y)-»-u(y')-»-?^(y')-»-*\(t")=0  (^»  ^'i  >  '*\  arbitrarie)  pur  si- 
gnifica un  complesso  lineare. 

Variando  r,  v^ ,  \\  si  da  luogo  ad  una  serie  tripla  di 
compiessi  lineari.  Ciascuno  di  questi  possiede  le  due  rette 
definite  dalle  (y)=0,  (y')=0,  (y")=0,  (y")=0' 
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Supposto  che  le  coordinate  a,  J,  e,  .  .  .  ,  a,  h\  e'  .  .  , 
a!\  b'\  c\  .  .  .  ,  a\  b"\  c"\  ....  dei  quattro  complessi 
siano  vincolate  dalle  condizioni 

aA-H6B^cC=:0,  a'A'-Hft'B'^cC'=zO, 

e  cioè  che  siano  le  coordinate  rispettive  di  quattro  rette 
qualunque  dello  spazio,  e  quindi  le  direttrici  rispettive  di 
quattro  speciali  complessi,  vedesi  come  quattro  rette  qua- 
lunque dello  spazio  ammettano  due  o  nessuna  retta  reale 
di  comune  appoggio  (le  due  comuni  ai  quattro  complessi). 
Le  due  rette  reali  possono  talvolta  coincidere  in  una.  Nel 
caso  d' inesistenza  delle  medesime  si  potrà  pur  dire  che 
quelle  quattro  rette  qualunque  ammettono  due  rette  im- 
maginarie di  comune  appoggio. 

5.'^  Determinare  V  angolo  di  due  rette  e,  p  in  funzione 
delle  coordinate  radiali,  e  cioè  di  quelle  a,  6,  e  che  deter- 
minano la  direzione  della  p,  e  di  quelle  a\  b\  e'  che  de- 
terminano la  direzione  della  p. 

Dicendo  6  V  angolo  delle  p,  p,  e  inteso  che  nella  for- 
mula data  (§  II,  n.^  15,  7.^)  le  x\  y,  z  siano  coordinate 
cartesiane  di  due  punti  della  p,  e  X,  Y,  Z  di  due  della  p\ 
e  sostituiti  nella  detta  formula  a  posto  delle  r,  r  ì  valori 
di  esse  in  funzione  delle  a*,  y,  5,  X,  Y,  Z  rispettivamente, 
e  a  senso  della  formula  (p")  (§  II,  n.^  13,  4.°)  si  avrà 

cosb=  (x,-a^,)(X,-X,)- 


V'ix-X.Y-^ V^(X -X,)' 

ossia  (si  tenga  presente  che 


aa-^bV-^cc  -h  (ab'  '^a'by.os{xìi)  -h  (ac'  -^a' c)cos(xz)^{bc  h-6'c?)c 
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ritenuto 

V^=:a^'^b*'^e*-^2abcos{xìj)-^2accos{xz)-^2bccos(yz), 

y'^zza'^^b'^^c^-^Za'b'cos{xy)-^2^'dcos{xz)^2b'c'cos{yz). 

In  assi  ortogonali  si  avrà  semplicemente 

V[a^^b^^ir)  (a'«-H6''-HC  *) 

Eguagliando  a  zero  il  numeratore  di  questa  e  dell'altra 
formula  si  avrà  la  condizione  d'  ortogonalità  delle  due 
i^tte  p,  p'. 

Si  potrà  trasformare  la  formula  di  oos^  in  coordinate 
assiali  sostituendo  a  quelle  che  vi  figurano  le  coordinate 
assiali  con  ordine  conveniente  (1). 

Supposto  che  le  p  e  p  abbiano  un  punto  comune  {j\ 
1/,  z)  e  detto  r  la  distanza  di  questo  punto  ad  uno  (a?, , 
f/, ,  z^)  della  p,  e  r'  la  distanza  dello  stesso  punto  ad  uno 
(X, ,  Y, ,  Z,)  dellaV  si  avrà  rV*5^72'0=4T*  (§  II,  n.°  29,  3/0- 


y—y      h—^  I 
Y,-y      L,-z  ! 


è  proporzionale  a  bd — cb\  etc.  si  vedrà  che 


1     1/     s    1 

Riflettuto  che 

1    y.  2. 

1    Y,  Z, 

sen*0=- 


V^V'J 


1  cos{xy)     cos{xz)    be' — cb' 

cos(xy)  1          cos(yz)   ad — ed 

cos{xz)  cos{yz)         1  .      ab' — ba' 

bd—cV  ad— co!  ab'— boi       0 


I  Questa  formula  vale  anche  pel  caso  generale  che  le  due 

I       rette  p,  p  non  s'  incontrino. 
In  assi  ortogonali  si  avrà 
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a    b     e 
a     b'    e 


(a'^b'^c'){a''^b''^c") 


6.^  Determinare  la  distanza  ^  fra  le  due  rotte  p,  p'  per 
mezzo  delle  coordinate  radiali  a,  b,  <*,  A,  B,  C,  a\  h\  c\ 
A',  B',  C  delle  due  rette. 

Siano  come  sopra  M^(x\  ,  y^  ,  5,),  M^(x\  ,  y^ ,  5,)  due 
punti  della  p,  e  M^{X, ,  Y, .  M,),  M,(X, ,  Y, ,  zj  due 
punti  della  p'  e  r  la  distanza  fra  i  due  primi  e  /•'  fra  i 
due  secondi,  6  V  angolo  delle  due  rette  e  7  il  volume  del 
tetraedro  MjMjMgM^  . 

Inteso  che  le  M^T,  TS  siano  equipollenti  rispettivamente 
alle  MjMa ,  MgM^  si  ottiene  un  prisma  M,TS  M^MjM^  tri- 
plo del  tetraedro  M|M2M3M^  e  metà  del  parallelepipedo  che 
ha  per  base  il  parallelogrammo  STMjM^  e  per  altezza  la 
distanza  della  p  al  piano  del  parallelogrammo  (qual  di- 
stanza non  è  altro  cho  ò'^),  e  quindi 


oppure 

A  motivo  della  formula  (p")  (§  II,  n."  13,  4.")  e 
di  S  (§  II,  )!,'  26,  1.')  si  può  scrivere 

sent  !   1     u's     ?/•     s, 

I   1     X,    Y,    Z, 

Sviluppando  il  determinante  dei  quattro  punti  secondo  pro- 
dotti binari  di  minori  di  2.°  ordine  estraibili  dal  sistema 
delle  orrizzontali  1/  e  2."  e  dal  sistema  delle  orrizzontali 
3.*  e  4.''  e  sostituendo  poi  le  coordinate  delle  p,  p  e  per 
senh  il  valore  dato  sopra  (5.^)  si  avrà  (riflettuto  che 

^(oo.-xY'^.:.,  =v,  e  V{x\-x^y^::.  =v') 
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(aA'-H6B'-HcC'-^Aa'-HB&'^Cc')5^n^ 


V(bc'—cl/ysen^(yz)^ 

Il  valore 

(aA'-H6B'-H )senl 


Va*^ Va'' 


suolai  chiamare  momento  delle  due  rette  p,  p. 

Se  il  raomento  si  annulla,  p  e  p'  s'  incontrano  (vengono 
in  uno  stosso  piano)  e  rivodesi  la  equazione  già  avvertita 
(;r  in  fino). 

In  assi  ortogonali  si  avrà 


\x  II  ^      ^     ^ 

^  Il  a'    V    e' 

(C.  A.  R.  §  VI,  n.M,  e  seguenti),  (§  II,  n."  15,  5.")  la 
quale  con  opportune  sostituzioni  riproduce  la  ò^  (§  IV,  n." 
5,  7.«). 

1!^  Determinare  le  sei  coordinate  della  i-etta  pj  perpen- 
dicolare alle  p,  p'. 

Diciamo  a, ,  i, ,  c^ ,  A, ,  B, ,  C^  tali  coordinate. 

Saranno  nulli  i  coseni  degli  angoli  che  la  p,  fa  colle 
?  e  p',  e  perciò  (5.*) 

aa,-Kft6,-i-  .......  =0, 

a'a^-^b'b^^ =0. 

Da  queste  equazioni  lineari  ed  omogenee  rispetto  ad 
a^ ,  &j ,  e,  deduconsi  i  rapporti  —  ,   — ,  e  (juindi  Xa^ ,  Xft, , 

^  (\  arbitraria). 

Si  ha  poi  a  motivo  dell*  incontro  della  /.,  tanto  colla  p 
che  colla  Pj  (3.*) 

20 
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a'A,-H =0 


ajA,-i-ftjBj-Kc?,C^=0. 


Da  quest*)  tre  equazioni  lineari  rispetto  ad    A, ,  B^ ,  C, 
deduconsi  appunto  A^ ,  B, ,  C^  a  diffei*enza  del  fattore  X. 
In  coordinate  ortogonali  si  avrà 

donde 

a,       be' — b'c  6,      a'c — oc' 

■^"oè^^^  '       c^^ab'—ab' 
ossia 

a,=X(&c'— &'c),    b^=X{a'c—ac'),    c^=X{ab'—a'b). 

S."*  Determinare  1'  angolo  co  di  una  i^tta  p  di  coordinate 
a,  b^  e, con  un  piano  kx-^hy-^lz-^-lzzO. 

Detto  A  r  angolo  della  p  con  una  normale  al  piano  si 
avrà  (5.^) 

ah'¥'bh'^cl'¥'{ah-+-bk)cos{xy)'^ 

(si  rifletta  che  le  coordinate  a\  b\  d  di   una   normale   al 
piano  sono  proporzionali  ^  k^h^  l  rispettivamente) 

y/ {pl-chYsen\yz)'^ 

Va»-H Vk^^ 

In  coordinate  ortogonali  sarà 
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ak-t-bh-t-cl 


cos'j):=:senbz= 


a     b     e 
k     h     l 


La  l'Otta  e  il  piano  sono  paralleli  quando  ak-i-bh-t-clz=Q. 
La  retta  ò  perpendicolare  al  piano  quando 


a     b     e 
k     h     l 


=0, 


ossia 


a        b        e 


d."  Determinare  la  distanza  d  tra  un  ponto  U(x,  y,  z) 
una  retta  p[a,  b,  e.  A,  B,  C). 

Siano  M,(a7, ,  j/, ,  «,),  M,(a7j ,  y, ,  z^)  due  punti  della  p. 
Si  ha  (§  II,  n.»  29.  1.') 


M,M,  d*=4T»= 


l    y     i    * 
1     2/t    «t 


*<?«*(  j/a)- 


ossia 


i,_l  y|g  — gi!/t-«-y(^— gt)-»-^(y»--yi)  i*  8en'(i/g)->- . .  .  . 


'«'= 


e  quindi 


(a;,— a?/-i-(t/,-y,)»- 


a*^^-b* 


Digitized  byCjOOQlC 


§    VI. 

Rapporlo  anarmonico  —  armonico  —  coordinate  projeltive  — 
riunione  di  punto  e  retta,  di  punto  e  piano,  di  rette  e  piano,  di 
rette  o  punto  espressa  per  mezzo  di  coordinate  projettive  omoi^ence. 

1.  1.^  Doppio  rapporto  (secondo  Mòbius)  rapporto  anar- 
monico (secondo  Chasles)  di  quattro  punti  a.  b,  c^  d  di  una 

ac      ad 
retta  è  il  rapporto  dei  rapporti  T~  ^  rj  ^   ritenuto   appli- 
cato un  conveniente  sogno   (§  I,  n.^  4)   ai   seramenti  ao,      \ 
bCj  ad,  bd.  Suolsi  indicare  colla  notazione  (abcd),  e  cioè  si      1 

ac      ad  ac  .  bd  ! 

ritiene  (a6cd)=^  :  ^  ,  oppure    {abcd)=^^     ^ .  (')  (")      | 


(*)  Chasles  (Traité  de  Geometrie  sapérieure)  dà  il  nome  di  rap- 
porto anarmonico  alla  funzione  (aòod)  perchè  nel  caso  in  cui  essa 
val^a  — 1  dicesi  che  i  quattro  punti  sona  in  relazione  armonica  se- 
condo il  costume  dei  Greci  ancora  vigente. 

('*)  Vediamo  nuovamente  la  convenienza  di  introdnrre  nei  cal- 
coli e  concomitanti  equazioni  i  semmenti  rettilinei  mediante  la  nota- 
zione biletterale.  CSosi  rappresentiamo  con  ah  il  valore  ed  il  segno  di 
un  semmento  i  cui  punti  estremi  sulla  retta  cui  appartiene  siano 
indicati  dalle  lettere  a,  6,  ritenendo  che  T  ordine  delle  due  lettere 
accenni  la  direzione  del  semmento,  e  cioè  che  sia  ab=i'-ba  ossia 
a6-t-òa=0.  Siffatta  rappresentazione  permette  di  esprimere  la  rela- 
zione semmentaria  di  n  punti  a^h^c^d^ k^  h  (qualunqofì  ne 

sia  r  ordine  sulla  retta  sostegno)  nella  forma 

a&-h&c-t-cd-h -^-hk-\-ka=Q, 

Per  n=3  si  ha  àb-^hc-^-ca—%  etc.  Per  n=4   si  può  inoltre  scrivere 
ab.cd-Hic4b-HidLbc=^:  eguaglianza  verificabile  col  porre  6c=M-Hte,  etc. 


! 
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Il  rapporto  anarmonico  di  quattro  punti  a,  6,  e,  d  di 
una  punteggiata  è  suscettibile  di  I*2'3'4=:24  forme  diverse 
che  producono  soli  sei  valori  diversi,  poiché  detto  rapporto 
non  muta  ne  valore  ne  segno  se  scambiate  due  lettere,  pur 
si  scambino  fra  loro  le  altre  due,  e  cioè  si  ha 

{abod)={badc)={cdab)={dcba). 

I  sei  valori  diversi  sono 

{abcd),        (acdb),        [adbc)    J 

(R) 
(àbdc)y        (acbd),        (adch)    \ 

disponibili  in  tre  cop;  ie  di  valori  reciproci,  oppure  in    tre 
coppie  di  valori  complementari  fra  loro  all'  unità,  poiché 

^'^'^=mr  ^'^^=^)^  ^^'^^=(M)' 

(aftcd)-i-(ac6d)=l,    {acdb)'^{adcb)=  I ,    {adbc)'^(abdc)=l. 

Si  riconosce  la  verità  delle  tre  prime  equazioni  tenendo 
presente  il  significato  delle  notazioni;  per  quanto  alle  altre 
tre  si  rifletta  che 

acbd      ab.cd      {ab-^b&jlbd-^ba.cd 
^        '    ^        '^bcad      cb.ad~  bc.ad  "" 

ab{bd'hdc)'^bc,bd     ab.bc^bc.bd     bc{ab'^bd)     bcafi 
bc.ad  ""       bcad       "      bcad     ~~  bcad  ~" 

Dato  uno  dei  sei  sopranotati  rapporti  anarmonici,  le 
riferite  equazioni  determinano  gli  altri.    Per  esempio    dato 

1 
{abcd)=:k,    sarà    (abd€)z=— ^    {acbd)^l — k, 

1  k  k—l 

{acdb)=Y—^,   (adoft)=^— j,   (adbc)=-^  . 
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Dei  tre  rapporti  (aòcd),  (acdb),  (adbc)  due  sono  posi- 
tivi, e  uno  negativo  qualunque  sia  V  ordine  dei  quattro 
punti  a,  b,  e,  d. 

Fissati  neir  ordine  a^  b,  e  i  primi  tre  punti  sulla  retta 
sostegno  si  faccia  correre  sulla  stessa  il  quarto  punto  d. 
Quando  d  descrive  il  sem mento  finito  fra,  (abcd)  si  presenta 
negativo  e  tendente  a  — o),  e  tale  appunto  diviene  quando 
d  coincide  con  a.  Se  d  retrocede  verso  b,  (abcd)  si  appros- 
sima a  zero,  e  diviene  zero  quando  d  coincide  con  b.  Se 
d  poi  cammina  verao  e,  (abcd)  converge  all'  unità,  ed  as- 
sume tal  valore  al  coincidere  di  d  con  e.  Se  d  percorre  il 
semmento  infinito  ca,  (abcd)  varia  da    1    ali*  infinito,  pre- 

ac 
sentandosi  nella  forma  di    rapporto   semplice  t—  quando  ({ 

è  air  infinito,  e  divenendo  -»-  oc  quando  d  ritorna  a  coin- 
cidere con  a. 

In  generale  si  può  ritenere  che  se  uno  dei  rapporti  a- 
narmonici  (R)  è  zero,  oppure  e»,  oppure  1,  due  dei  sei 
rapporti  hanno  valore  zero,  due  il  valore  1,  e  due  oc,  e 
che  nel  caso  due  dei  quattro  punti  coincidono. 

2.®  Il  doppio  rapporto  (abcd)  dicesi  aimonico  quando 
vale  — 1. 

Nel  caso  uno  dei  due  punti  conjugati  e,  d  sta  nel  sem- 
mento finito  ab,  e  V  altro  neir  infinito  ba.  Perciò  diremo 
che  una  coppia  delle  due  (a,  ft),  (e,  d)  separa  armonica- 
mente r  altra. 

Se  e  equidista  da  a  e  &,  r2  è  all'  infinito;  altrimenti  e 
e  d  stanno  dalla  stessa  banda  del  punto  medio  del  sem- 
mento finito  ab. 

Si  ha  poi 

(abcd)zz(abdc)'=, — 1 , 

(acbd)=(adbc)=2 , 

1 
{acdb)zz(adcb)^z    -^  . 
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Si  può  ritenere  che  quando  uno   dei   sei  rapporti   (R) 

1       • 

vale  — 1,  oppure  2,  oppure    -^  ,      due  dei  sei    rapporti 

1 
valgono  — 1,  due  2,  due   -5-  . 

Essendo  (aécd)=(aòdc)=(&adc)=i(cdaJ)=— 1,  vedesiche 
una  forma  armonica  non  si  altera  scambiando  fra  loro  i 
dae  elementi  conjugati  e,  d,  oppure  i  due  conjugati  a,  b^ 
oppure  ponendo  al  posto  di  a,  &,  rispettivamente  e,  d. 

Àncora  sarà  lecito  dire  armonici  o  meglio  in  progres- 
sione armonica  quei  numeri  i  cui  reciproci  siano    in   pro- 

ac      ad 
gressione  aritmetica,  poiché  appunto  dalla  r—  :  7-r= — 1 

1111  11 

deducesi    -r =-t r»    ®  cioè  che  —  ,  -r  » 

ah        ac        ad        ab  ac      db 

1 
—T    (  i  quali  sono  i  reciproci  o  inversi  rispettivamente  di 

ac,  ab,  ad)  sono  in  progressione  aritmetica. 


1      ^1      M 

Si  può  scrivere     -r-=-7rl »-— r/  • 

'^  ab       2  ^ac      ad^ 

Se  m  è  il  punto  di  mezzo  di  ab  si  ha 
ac      ad      am-^mc     am^^nid 


3=-l. 


he    '  bd      bm-^mc  *  bm-^md' 
ossia 

(am^mc)('-am^md)zz—(am^md){ — am-^mc) 


arri?  =  me  md  =:  &m*. 

3.®  Dati  tre  punti  a,  ft,  e  in  retta  determinare  un 
quarto  punto  d  per  modo  che  il  rapporto  anarmonico  dei 
quattro  punti  abbia  un  valore  k  e  cioè  sia 

ac      ad 
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Segnate  duo  parallele  (per  a  una,  per  b  V  altra)  con 
direzione  arbitraria,  fissati  nella  prima   i    punti  p,  p'   per 

modo    che     -:^=A,  e  p  sia  da  una  parte  di  a  e  jj'  dall'altra 

ap 
se  À  è  negativo,  oppure  p  (0  p*  siano  dalla  stessa  parte  di 
a  so  A:  è  positivo,  segnata  la  retta  p'c  e  il  punto  d' in- 
contro h  di  essa  colla  hh,  condotta  la  ph  sino  all'  incon- 
tro d  colla  retta  sostegno  dei  punti  dati,  si  avrà  in  d  il 
punto  richiesto.  Dalle  due  coppie  di  triangoli  simili 
(p'ac,  hbc),  {pad,  hbd)  deducesi 

ap'     ac      ap      ad  ^     ^  ap'     oc      ad 

ì)h~U   '   hh~bd'  ^^""'^'  ^=6^  '  bd~^' 

Tenendo  fissi  i  punti  a,  ft  e  il  valore  k  e  facendo  muo- 
vere a  e  ripetendo  man  mano  la  costruzione  precedente  si 
otterranno  infinite  coppie  e,  d  che  assieme  alla  fissa  da- 
ranno costantemente  luogo  al  rapporto  anarmonico  (abcd)=ik. 

Tenendo  fissi  i  tre  punti  a,  b,  e  e  facendo  variare  k 
da  — ao  e  -H-x,  il  punto  d  di  coordinata  k  (§  I,  n.*  4,  3.®) 
descriverà  una  punteggiata.  Inversamente  a  qualunque 
posizione  di  d  sulla  retta  sostegno  corrisponderà  un  solo 
valore  di  k  con  determinato  segno. 

Se  si  pone  Arr — 1  colla  costruzione  precedente  si  avrà 
il  quarto  armonico  d  dopo  tre  punti  dati  a,  ft,  e. 

Si  potranno  nello  stesso  modo  e  sulla  stessa  retta  co- 
struire infinite  coppie  (e,  d)  di  punti,  ciascuna  delle  quali 
separi   armonicamente  la  coppia  fissa  a,  b. 

Preso  sulla  retta  sostegno  il  punto  medio  del  semmento 
ab  come  origine,  dette  «,  — ex,  le  ascisse  dei  due  punti  a, 
b,  e  V,  X  quelle  dei  due  mobili  c%  d  si  avrà  costantemente 
a'rrrrV*,  pur  sempre  ritenuto  A= — 1. 

4,*^  Rapporto  anarmonico  di  quattro  rette  va,  vb,  ve, 
rd  di  un  fascio  di  centro  w  è  il  doppio  rapporto  dei  seni 
degli  angoli  delle  quattro  rette,  e  cioè 

sen{avc)     sen{avd) 
sen(bvcj  '  sen(bvd)'^ 
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Denotando  con  A,  B,  C,  D  rispettivamente  le  quattro 
rette  e  con  (AC).  (BC).  (AD),  (BD)  gli  angoli  della  A  colla 
C,  della  B  colla  C,  etc.  il  doppio  rapporto  delle  quattro 
rette  potrà  anche  rappresentarsi  colla  notazione 

sen{kC)     sen{  AD) 
sen  {BC)  '  sen(BD)  * 

0  più  brevemente  colla  notazione  (ABCD). 

Dicendo  h  la  distanza  di  v  dalla  retta  segante  il  fascio 
nei  punti  a,  &,  c%  d  si  avrà 

va  .  ve  sen{avc)  zz  ac  .h, 

vb .  ve  sen(pvc)  ^bc  .  h, 

va  .  vd sen{avd) :=zad.h, 

vb  ,  vd sen(bt)d) :=zbd.h, 

e  quindi   v{abcd)=(ABCB):rz(abcd)   qualunque  sia  la  dire- 
zione e  posizione  della  segante  il  fascio. 

Inversamente  se  data  una  punteggiata  abcd  si  projet- 
tane  i  quattro  punti  da  un  punto  v  mediante  quattro  rette 
A,  B,  C,  D  si  avrà 

{abcd)=v{abod)=(kBCD). 

È  lecito  immaginare  i  quattro  punti  (a,  b,  e,  d)  fissi  e 
il  punto  V  mobile.  Il  punto  v  potrà  muoversi  per  ogni 
vei*so  nello  spazio  e  scomparire  ali*  infinito  in  qualunque 
direzione  senza  che  mai  si  alteri  il  rapporto  anarmonico 
delle  quattro  rette. 

Tenendo  fisse  le  tre  rette  A,  B,  C,  e  facendo  variare 
(ABCD),  la  retta  D  di  coordinata  (ABCD)  (§  I,  n.*>  5,  3.^) 
genererà  nn  fascio  di  rette  attorno  il  punto  v  e  sostenuto 
dal  piano  AB. 

5.^  Projettando  da  un  asse  vp  che  non  sia  nel  piano 
vabcd  mediante  piani  le  rette  va,  vò^  vc^  vd  si    da  luogo 
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ad  un  fascio  di  quattro  piani.  Facendo  poi  muovere  il 
punto  V  suir  asse  le  quattro  rette  va,  vb,  ve,  vd  descri- 
vono rispettivamente  i  quattro  piani  senza  che  mai  si  al- 
teri il  rapporto  anarmoaìco  delle  quattro  rette. 

Ora  segando  il  fascio  dei  quattro  piani  con  un  piano 
normale  ali*  asse  dei  fascio  si  dà  luogo  alla  sezion  retta  e 
a  quattro  punti  a\  b\  c\  d!  d'  incontro  di  tal  piano  rispet- 
tivamente coi  raggi  va,  vb,  ve,  vd.  Questi  quattro  punti 
sono  in  linea  retta  quindi  {a'b'c'd')=:{abcd),  e  cioè  le  linee 
di  sezione  retta  hanno  lo  stesso  rapporto  anarmonico  che 
i  quattro  punti  d' incontro  di  una  retta  qualunque  coi 
quattro  piani. 

Questo  rapporto  poi  non  è  altro  che  quello  dei  seni 
degli  angoli  diedri  dei  quattro  piani  e  cioè  se   diciamo   a. 


p,  Yi  ^  i  quattro  piani  tal  rapporto  è 


sen{oL'()     sen{a^) 


sen{^'()  '  sen{^) 
e  si  dirà  rapporto  anarmonico  dei  quattro  piani  e  potremo 
indicarlo  colla  notazione  (a^y^). 

Tenendo  fissi  i  tre  piani  a,  ^,  y  e  facendo  variare  il 
rapporto  anarmonico  {»^x^)  il  piano  5*  di  coordinata  {(x^y^) 
(§  I,  n.**  6,  3.®)  descriverà  un  fascio  di  piani  attorno  Tasse  vp. 

6.^  Si  tengano  fissi  quattro  punti  qualunque  a,  6,  e,  d 
di  una  circonferenza  di  circolo  e  facciasi  percorrere  la 
stessa  da  un  punto  m.  Essendo  costanti  gli  archi  intercetti 
fra  due  qualunque  dei  punti  fissi  a,  b,  e,  d  saranno  pure 
costanti  gli  angoli  delle  rette  ma,  mb,  me,  md  considerate 
a  due  a  due  e  quindi  sarà  pur  tale  il  rapporto  anarmonico 
m{abcd)  del  fascio  delle  quattro  rette. 

Projettando  da  un  punto  v  qualunque  dello  spazio  detta 
circonferenza  sopra  un  piano  qualunque  si  avrà  (§  III»  n.^ 
14,  l.^  2.®,  3.®)  per  curva  projezione  una  olisse  o  un' iper- 
bole od  una  parabola  (che  ove  sia  richiesto  potrà  risultare 
congruente  ad  una  curva  data  olisse,  iperbole  o  parabola) 
la  quale  porterà  dei  punti  a\  b',  e,  d,  ni  projezioni  ri- 
spettive di  a,  b,  e,  d,  m.  Il  rapporto  anarmonico  del  fascio 
dei  quattro  piani  vma,  vmb,  vme,  vmd  avrà  per  valore 
m(abcd),  e  quindi  sarà  costante  e  pur  tale  sarà  il  rapporto 


Digitized  by  VjOOQ  IC 


—  315  — 

anarmonico  del  fascio  dello  quattro  rette  mV,  niV,  m'c\ 
nid  che  risulta  dall*  intersezione  del  piano  di  projezione 
col  detto  fascio  di  piani. 

Adunque  qualunque  conica,  cìrcolo,  o  elisse  etc.  che  sia 
si  può  ritenere  generata  dal  movimento  del  centro  di  un 
fascio  di  quattro  rette  che  mantiene  costante  il  proprio 
rapporto  anarmonico. 

Similmente  si  tengano  fìsse  quattro  tangenti  qualunque 

A,  B,  C,  D  di  un  circolo,  e  facciasi  inviluppare  lo  stesso 
da  una  retta  M.  Si  vedrà  costante  il  rapporto  anarmonico 
M(ABCD)  dei  quattro  punti  d' incontro   della   M    colle   A, 

B,  C,  D.  Mediante  projezione  da  un  punto  qualunque  dello 
spazio  si  trasforma  il  circolo  in  un  elisse,  o  etc.  la  quale 
sarà  tangente  delle  proiezioni  A',  B',  C,  D',  M',  etc.  (A' 
projezione  della  A,  B'  della  B,  etc).  Senz'  altro  si  scorge 
che  una  conica  si  può  riguardare  come  1*  inviluppo  di  una 
retta  obbligata  ad  incontrare  quattro  rette  fisse  in  modo 
che  si  mantenga  costante  il  rapporto  anarmonico  dei  quat- 
tro punti  d'  incontro. 

7.^  Dato  il  rapporto  anarmonico  (abcd]z=Lk  di  quattro 
punti  disposti  su  di  una  retta  U  con  determinato  ordine  e 
distanze  e  dati  sopra  altra  retta  V  tre  punti  a\  h\  d  con 
determinato  ordine  e  distanze  costruire  un  quarto  punto  iX 
per  modo  che  [a'b'c(l')'=zk.  Si  disporrà  la  retta  V  ad  angolo 
arbitrario  colla  U  facendo  però  coincidere  a!  con  a,  indi 
si  segneranno  le  rette  bb\  ed  e  dal  punto  v  intersezione 
di  esse  si  condurrà  la  vd  notando  il  punto  d!  d'  incontro 
colla  V.  Sarà  evidentemente  (a!Vdd')z=,k, 

Dato  il  rapporto  anarmonico  (ABCD)=/i  di  quattro  rette 
in  piano  concorrenti  in  un  punto  v  con  determinato  ordine 
od  angoli,  e  date  altre  tre  rette  A',  B',  G  in  altro  piano 
concorrenti  in  un  punto  v'  con  determinato  ordine  ed  angoli 
costruire  una  quarta  retta  D'  per  modo  che  (A'B'C'D')=A'. 

Si  disporrà  il  fascio  di  centro  v  nel  piano  del  fascio 
di  centro  v  e  per  modo  che  la  A'  coincida  colla  A  fissando 
ad  arbitrio  la  distanza  m^'  (che  però  non  potrà  esser  nulla) 
indi  si  noteranno  il  punto  h  d'  incontro  delle   B   e   B',   il 
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punto  e  incontro  delle  C  e  C,  si  segnerà  la  bc  e  il  punto 
d  d*  incontro  di  essa  colla  D  e  finalmente  si  segnerà  la 
v'd  cioè  la  D'.  Sarà  (A'B'C'D')=A. 

Dato  il  rapporto  anarmonico  (alSyS'jzrA  di  quattro  piani 
concorrenti  in  una  retta  V  con  determinato  ordine  ed  an- 
goli e  dati  altri  tre  piani  «',  ^\  y  concorrenti  iu  altra 
retta  V  con  determinato  ordine  ed  angoli  costruire  un 
quarto  piano  8^'  per  modo  che  {a^\'d')=k.  Si  disporrà  il 
fascio  di  asse  V  per  modo  che  il  piano  a'  coincida  col 
piano  a  fissando  ad  arbitrio  la  posizione  dell'asse  V  rispetto 
air  asse  V  del  primo  fascio  (ma  però  distinta),  indi  si  se- 
gneranno la  retta  B  d*  intersezione  dei  due  piani  ^  e  ^'  la 
retta  C  intersezione  dei  piani  y  e  x\  si  costruirà  il  piano 
individuato  delle  due  rette  B  e  C  e  sopra  di  esso  si  noterà 
la  retta  D  intersezione  col  piano  ò\  e  finalmente  si  co- 
struirà il  piano  individuato  dalle  due  rette  V  e  D  cioè  il 
piano  &'.  Sarà  (a'p'v'^'jzrft. 

8.**  Due  punti  (rette)  diagonali  a,  a'  di  un  quadrangolo 
(quadrilatero)  piano  completo  MNPQ  sono  separati  (sepa- 
rate) armonicamente  dai  lati  (vertici)  NQ,  MP  determinanti 
il  terzo  (la  terza)  punto  (retta)  diagonale  a"  ('). 

Si  indichi  con  b  il  punto  (la  retta)  che  congiunge  il 
lato  (vertice)  NQ  colla  retta  (col  punto)  aa\  e  con  b'  il 
punto  (la  retta)  clie  congiunge  il  lato  (vertice)  MP  colla 
retta  (col  punto)  aa'. 


(*)  Il  lettore  rammenti  ognora  che  il  quadrangolo  piano  completo 
è  determinato  da  quattro  punti  M,  N,  P»  Q  congiunti  a  due  a  due 
a  due  da  sei  rette  ossia  lati  distribuibili  in  tre  coppie  di  lati  opposti 
(MN,  PQ),  (NP,  QM),  (NQ,  MP),  le  quali  coppie  danno  essere  a  tre 
punti  diagonali  a,  a*,  a";  che  correlativamente  il  quadrilatero  piano 
completo  è  determinato  da  quattro  rette  M,  N,  P,  Q,  congiunte  a 
due  a  due  da  sei  punti  ossia  vertici  distribuibili  in  tre  coppie  di 
vertici  opposti  (MN,  PQ),  (NP,  QM),  (NQ,  MP),  le  quali  coppie 
danno  essere  a  tre  rette  diagonali  a,  a\  a". 

Si  avverta  poi  di  leggere  il  dettato  una  prima  volta  omettendo 
le  parole  tra  le  parentesi,  una  seconda  volta  omettendo  le  parole  pre- 
cedenti le  parentesi. 
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Il  fascio  (La  punteggiata)  delle  (dei)  quattro  rette  (punti) 
NP,  NQ,  NM,  N&',  il  fascio  (la  punteggiata)  QP,  QN,  QM, 
Qb'  sono  segati  (projettate)  da  una  stessa  retta  (stosso  punto) 
nei  quattro  punti  (mediante  le  quattro  rette)  P,  a",  M,  b' 
quindi  sarà  N(Pa"M6')=Q(Pa"iVIV).  Considerando  la  retta 
(il  punto)  aa'  che  pur  sega  (da  cui  si  projetta)  1*  uno  e 
r  altro  fascio  (1*  una  e  1*  altra  punteggiata)  si  avrà  (a'bab') 
={abab'),  ossia  (aaW)=—V    e.  d.  d. 

È  dunque  armonico  (armonica)  il  fascio  (la  punteggiata) 
delle  (dei)  quattro  rette  (punti)  Na,  Na\  N6,  N6',  e  si  può 
dire  che  due  vertici  (lati)  opposti  di  un  quadrangolo  (qua- 
drilatero) piano  sono  separati  armonicamente  da  un  (una) 
punto  (retta)  diagonale  e  dalla  (dal)  retta  (punto)  congiun- 
gente gli  (le)  altri  (altre)  due  punti  (rette)  diagonali. 

Si  apprende  dall*  esposto  un  modo  di  costruire  colla 
sola  riga  e  per  mezzo  delle  forme  armoniche  quadrangolo 
e  quadrilatero  il  quarto  punto  V  armonico  dopo  tre  dati 
a,  a\  b  in  retta,  e  correlativamente  la  quarta  retta  V  ar- 
monica dopo  tre  date  a,  a\  b  in  fascio. 

Si  segnino  due  punti  (rette)  N,  Q  allineati  (concorrenti) 
c«)l  punto  (colla  retta)  ft,  si  notino  le  rette  (i  punti)  Na, 
Na\  Qa,  Qa\  il  punto  (la  retta)  M  che  congiunge  le  rette 
(i  punti)  Na,  Qa',  il  punto  (la  retta)  P  che  congiungo  le 
rette  (i  punti)  Qa,  Na',  e  infine  il  punto  (la  retta)  V  che 
congiunge  la  retta  (il  punto)  MP  colla  retta  (col  punto) 
aa'.  Sarà  ^  il  quarto  elemento  armonico  dopo  tre  dati  a,  a\  b. 

Sono  costruibili  infiniti  quadrangoli  (quadrilateri)  MNPQ 
che  abbiano  gli  (le)  stessi    (stesse)    punti    (rette)   diagonali 

a,  a\  e  dei  quali  i  lati  (vertici)  NQ  daranno  luogo  ad  un 
(una)  fascio  (punteggiata)  attorno  (sulla)    il   punto    (retta) 

b,  e  i  lati  (vertici)  MP  attorno  (sulla)  il  punto  (retta)  b\ 

2,  1.**  Gongiungendo  i  punti  a,  &,  e  ....  di  una  retta 
punteggiata  con  un  punto  v  qualunque  dello  spazio  me- 
diante rette  si  otterrà  un  fascio  di  retto  t?(a,  è,  e,  ,  .  .  ), 
e  congiungendo  gli  stessi  punti  con  una  retta  V  mediante 
piani  di  otterrà  un  fascio  di  piani  V(a,  ft,  e,  .  .  .  .  ). 

È  manifesto  che  qualunque  sistema   di   coordinate   vo- 
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gliasi  adottare  per  una  delle  dette  tre  forme  potrà  valere 
per  le  altre  due  fissati  i  sostegni  delle  forme. 

Per  esempio  adottando  per  coordinata  di  un  punto  della 
punteggiata  la  distanza  x  positiva  o  negativa  di  esso  da 
un  punto  fisso  0  (origine)  di  essa  punteggiata,  le  coordi- 
nate (ascisse)  x\  ,  x^ ,  x^ ,  .  ,  .  ,  eie.  dei  punti  a,  ft,  e?,  .  .  . 
varranno  tanto  ad  individuare  i  punti  a,  è,  e,  .  .  .     stessi 

rispettivamente,  come  le  rette  va,  vb,  ve, come  i 

piani  Va,  Vft,  Ve,  ....  rispettivamente. 

Similmente  adottando  per  coordinata  di  un  punto  della 
punteggiata  il  rapporto  anarmonico  rispetto  a  tre  punti 
fissi  0,  0',  0"  di  essa  punteggiata  le  coordinate  (00'0"a), 
(00'0"&),  ....  dei  punti  a,  ft,  .  .  .  .  varranno  tanto  ad 
individuare  gli  stessi  punti  come  le  rette  va,  t^,  etc.  come 
i  piani  Va,  V6,  etc.  etc. 

2.®  Il  rapporto  anarmonico  di  quattro  punii  a,  ft,  e,  d 
della  punteggiata,  o  di  quattro  rette  del  fascio  di  rette,  o 
di  quattro  piani  del  fascio  di  piani  potrà  esprimersi  con 

Desso  non  muta  cambiando  x^  in  Ix^ ,  a?,  in  \x^,  x^  in 
\x^ ,  x^  in  Xx^  qualunque  sia  X.  Inoltre  potrà  cambiarsi  x\ 

in       1^ —  ,  07,  m   f^ — ,  x^  in  ^ —  ,  x.  m    '  —       senza 

che  si  alteri  lo  stesso  rapporto,  etc.  etc. 

3.^  Se  teniamo  fissi  tre  elementi  della  forma  e  per 
esempio  i  corrispondenti  alle  coordinate  x^ ,  x^ ,  x^ ,  fac- 
ciamo variare  di  posto  il  quarto  e  indichiamo  con  x  il 
valore  variabile  di  o?^ ,  il  valore  variabile  del  rapporto  a- 
narmonico  (coordinata  projettiva)  dell'  elemento  di  coordi- 
nata X  e  dei  tre  fìssi  potrà  esprimersi  nella  forma 

x^—x^     x—x      px-^q 

: = -=(x,x^x^x) 

(  Pi  y»  ^»  ^  costanti  e  funzioni  delle  x^ ,  x^,  x^. 
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Consideriamo  altri  tre  elementi  fissi  della  detta  forma 
geometrica  di  prima  specie  i  quali  siano  di  coordinate 
(ascisse)  a, ,  &, ,  u^  rispetto  a  quella  stessa  origine  che  de- 
finisce le  v6'j ,  07^ ,  x^  ,  X  precedenti. 

Avremo  per  le  coordinate  projettive  '  degli  elementi  x 
rispetto  ai  tre  detti, 

a^ — w,     ^i^^'i       »>i-H»u?, 

ossia  n^x^y^ — na?jH-mjAj — wi=0 

(m,  n,  m^ ,  n^  costanti  e  funzioni  delle  a,  ,  (^  ,  n^), 
e  similmente 

Sostituendo  i  valori  di  A^ ,  A, ,  A, ,  A  nella  espressione 
\ — A3     Aj — h 

trovasi  (hyhji^)z=.(x^x^x^x). 

Pertanto  il  rapporto  anarmonico  di  quattro  elementi 
mantiene  per  la  sua  espressione  la  stessa  forma  e  valore 
nel  passaggio  dalle  coordinate  (ascisse)  x  alle  coordinate 
projettive  h.  Lo  stesso  accade  nel  passaggio  dalle  coordi- 
nate projettive  od  ascisse  che  siano  alle  baricentriche  e 
cioè  si  può  ritenere  {x^x^x^x)zz{hyhji^h)=:{p^pji^)  (§  III, 
n.""  8,  1."").  Lo  stesso  accade  se  si  fa  passaggio  da  coordi- 
nate 07  0  A  0  p  a  coordinate  z  di  natura  qualsiasi  poiché 
la  relazione  tra  la  x  (ad  esempio)  e  la  :s  di  uno  stesso 
elemento  è  sempre  della  forma  bilineare  vxz-^tx^rz^szzO 
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(v,  ty  r,  s  coefficienti  il  cui  valore  dipende  dalla  natura 
delle  coordinate  j^*,  z),  e  quale  abbiamo  superiormente  ve- 
duto intercedere  tra  la  x'  e  la  h. 

a!"  Il  rapporto  anarraonico   di   quattro    rette  (piani)  D, 
Dj ,  Dj ,  D3  di  un  fascio  di  coordinate  projettive 

^sen(kC)     scn{k\))  ^sen{kG)     sen(kD^) 

*""^BCJ  "  ^n(BD)  '     *^""5dn(BC)  *  ^en{BDj)  ' 

^scn(kG)     56?n(AD,)  jsen{kG)     sen(kXi^) 

*«""6*(.>n(BC)  *  séM^)  '     *'""^e?n(BC)  '  ^^^(BDjj  ' 

(A,  B,  C  elementi  di  riferimento)  vale 


Aj — A,         ^i""^; 


3 


e  cioè  si  ha    (DD,DjD3)=(AA,A,&3). 

5.*  Mediante  costruzione  di  successive  forme  armoniche 
e  partendo  da  tre  elementi  fissi  a,  b,  e  di  una  forma  di  1." 
specie  si  può  costruire  un  elemento  il  quale  coincida  o  sia 
vicino  quanto  si  voglia  all'  elemento  d  di  coordinata  k 
rispetto  a  tre  a,  ft,  e  (si  rammenti  che  x,  0,  1  sono  lo 
coordinate  rispettive  di  a,  b,  e)  a  seconda  che  k  sia  ra- 
zionale od  irrazionale. 

Sia  k  un  numero  intero  positivo.  Costrutto  il  punto 
«j  armonico  con  a,  e,  b\  a^  con  a,  a^ ,  c\  a^  con  a,  a, , 
x^  ;  etc,  cioè  in  modo  che 

(acba^)=(aa^ca^)z:i(aa^a^a^)-=i  ....  =—1, 

si  ha 

(00— 0)(1— &,) 

(&,  coordinata  di  a,),  e  quindi  k^'=2. 

Poiché  2  è  la  coordinata  di  «,    rispetto  ad  «,  6,  e,  sarà 

(ce— 1)(2— A,) 
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(A,  coordinata  di  a,)  ossia  A^=3.  etc.  Cosi  a, ,  oppure  a^ , 
oppure  a,,  etc.  coinciderà  con  d  a  seconda  che  k  sia  2,  o 
3,  o  4,  etc. 

Non  si  è  considerato  il  caso  di  ^=1  nel  quale  d  coin- 
cide con  e. 

Sia  k  un  numero  intero  negativo.  Costrutto  il  punto  ol^ 
armonico  con  a,  h^  e;  ol^  con  a,  a, ,  d;  «x,  con  a,  a, ,  a^  ; 
etc.,  cioè  in  modo  che  sia 

(àbc(x^)z=:(a'xfioi^)=(a(x^oi^<x^)-=,  ....  =  —  1 

si  ha,  dette  k^  ^  k^ ,  k^ ,  ,  .  ,    le    coordinato  projettive    di 

«Il  «ti  «3» ris|)ettivamente,    (abcoL^^k^^r, — 1,   e 

poscia 

(oc— 0)(— I-ft,) 

e  Ajzr— 'i;  etc;  cosi  a,,  oppure  a,,  oppure  «3,  etc.  coin- 
ciderà con  d  secondo  che  k  varrà  — 1,  oppure  — 2,  op- 
pure — 3,  etc. 

V 

Sia  ora  A=n-f- —  dove  n,  i?,  g^  numeri  interi  posi- 
tivi, e  v<iq. 

Costrutti  col  metodo  precedente  due  elementi  an.i,  On 
di  coordinate  projettive  n,  nn-l  rispettivamente,  si  facciano 
le  costruzioni  corrispondenti  alle  notazioni 

(a,^ianap,)=(an-ip,anP,)=(an«ip,PiP3)= =—1 

(^j  armonico  con  a»-!,  an,  a;  p,   con  an^i,  ^, ,  «n;   etc). 

1 
Risulterà  p,  di  coordinata    n-»-  -^  ,         P,    di    coordinata 

I  1 

—  ,    P3  di  coordinata    n-i-  -.- 
o  4 


n-H  ^-  ,    P3  di  coordinata    n-i-  ~^-  ,     etc,  poiché 


(n — oo)(n-i-l — Aj) 


21 
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1 
(ft,  coordinata  di  p,),  ossia    A,=n-»-  —  ; 

1 

(n— n-l)(n-.-K — AJ 

(a«_,p,a„p,)= j =-1 

(n— AJ(n-»-^ — n— 1  ) 

1 

(A,  coordinata  di  p,),  ossia  Aj=:n-4-—  ,    etc.  Ottenuto  eoa 

1 

r  elemento  p^_i  di  coordinata  n-4- —  si  procederà  alle  co- 
struzioni rispondenti  allo  notazioni 

(^Pg-i«n-iYi)=(«YA-ir«)=(«YtTiT3)=  •  •  •  •  =—1» 


2  3 

e  risulterà  y,  di  coordinata  n-^ ,  y,  di  coordinata  nn » 

'^  3'       **  q 

V 

•  .  .  .  ,  Y«  -1  di  coordinata    n-4- —  ,  poiché 

1 

{a^q-lUn  -iYi)= y =— 1 

(oo— AJ(nH-y  — n) 

2 

(Aj  coordinata  di  yJ»    ossia    ft,=:n-4-  —  ,   etc. 

^  \ 
Nel  caso  di  k=z — (nn J     si  costruiscono  due  punti 

«ni  ««M-i  di  coordinate  — n,  — (n-#-l)  rispettivamente,  etc. 
Nel  caso  di  h  incommensurabile  si  pone  un  valore  A, 
commensurabile  maggiore  o  minore  di  k  (che  può  diffe- 
rire da  k  tanto  poco  quanto  si  vuole)  e  colle  costruzioni 
precedenti  si  determina  T  elemento   di    coordinata   k^  che 
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riesce  tanto  più  vicino  ali*  elemento  di  coordinata  k  quanto 
meno  A,  diflFerisce  da  k. 

3.  1.**  Il  rapporto  anarraonico  dei    quattro    punti    a,  &, 
u^  m  sulla  stessa  retta  è  esprimibile  con 


au     am     bm     am      x 
bu   '  bm     bu   '  au       y    ' 

bm  am 

ritenuto     a7=X—  ,    y=zX —     (X  arditraria). 


x^  y  diconsi  coordinate  projettive  omogenee  del  punto 
m  (mobile  sulla  retta)  rispetto  ai  tre  punti  fissi  a,  6,  u. 
u  è  a  dirsi  punto  unità,  poiché  oo^  y  sono  proporzionali  alle 
distanze  bm,  am  rispettivamente  misurate  colle  unità  bu^  au. 

I  punti  fondamentali  a,  b,  u  hanno  per  coordinate  pro- 
jettive omogenee  (1,  0),  (0,  1),  (1,  1). 

Se  si  spinge  il  punto  a  air  infinito  sulla  retta  sostegno 

X  bm 

la  coordinata  projettiva  —  del  punto  m  si  tramuta  in    j-- 

6  poscia  in  bm  se  si  assume  bu  come  unità  lineare,  e  cioè 
in  ascissa  di  m  rispetto  al  punto  b  considerato  come  origine. 

Rimesso  a  al  finito  e  messo  u  equidistante  da  a  e  b, 
X  e  y  divengono  le  coordinate  baricentriche  di  tn. 

Se  a,  b,  u,  m  indicano  quattro  rette  (piani)  di  un 
fascio,  sarà 

sen{bm)     sen{am) 

(abum)= 7^-^  : z — :  . 

^  '    sen  (bu)     sen  (au) 

Indicato  con  ^  un  punto  fisso  preso  sulla  retta  (  sul 
piano)  a,  con  a  un  punto  fisso  preso  sulla  retta  (sul  piano) 
6,  con     d^^^ ,    dg^    le  distanze  dei  punti  a,  ^  dal  raggio 

(piano)  m  rispettivamente  riferite  alle   distanze   d^^,  dg^ 

degli  stessi  punti  a,  ^  dal  raggio  (piano)  unità  u  si  avrà 
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(ahiim)z=:-2 —  :  "^ — = —   » 
e  quindi 

saranno    le    coordinate     projettive    omogenee    del     raggio 
(piano)    m, 

X 

Se  la  retta  (il  piano)  u  biseca  T  angolo  (a6),  —  diviene 

scnipìu) 

:  ,  e  cioè  ir,  ?/  divencfono  coordinate  simili  allobari- 

sen\am)  »  ^  o 

centriche  della  punteggiata. 

sen  (bm) 
Preso  (ab)  retto  risulta     -— -zztaìig{bm),    e  questo 

numero  può  prendersi  come  coordinata  della  retta  (del  piano) 
7)1  rispetto  ad  una  retta  fissa  (ad  un  piano  fisso)  b. 

Un'  equazione  algebrica  di  grado  n  rispetto  ad  una 
coordinata  proiettiva  h  diviene  omogenea  (dello  stesso  grado) 

X 

colla  sostituzione       A= —  . 

y 

In  uno  stesso  piano  si  ha  una  punteggiata  ed  un  fascio 
di  raggi.  Qualunque  punto  ni  della  punteggiata  s'  intende 
riferito  a  tre  fondamentali  a,  b,  tt,  e  qualunque  raggio  M 
del  fascio  a  tre  fondamentali  B,  A,  U  tali  che  B  contenga 
a  e  A  contenga  6,  e  U  contenga  il  conjugato  armonico  ti 
di  u  rispetto  ad  a  e  6.  Dichiarate  v^ ,  v^  le  coordinate 
projettive  di  m  e  t^  ,  t^  quelle  di  M,  e  ritenuto  che  la  M 
contenga  m  si  ha 

(6awM')=  — 1,       {abum)=: —  , 
(ABUM)=(6aw'm)=-/    , 


Digitized  by  VjOOQ  IC 


—  325  — 

(bauu')(abum)={abum)=—  —  ,  —  — =  -j-  , 

e  vedesi  che  i\t^-^i9^t^^:zO  è  la  condizione  perchè  un  punto 
della  punteggiata   giaccia  sopra  un   raggio  del  fascio. 

E.""  Fissiamo  sopra  di  un  piano  quattro  punti  (rette) 
Aj ,  Aj ,  A3 ,  U,  di  cui  tre  qualunque  non  in  retta  (  non 
concorrenti  in  un  punto)  ai  (alle)  quali  riferiremo  qua- 
lunque altro  (altra)  punto  (retta)  M  del  piano  nel  modo 
dichiarato  (§  I,  n."  11,  1.^  2.'). 

Le  rette  (1  punti)  del  fascio  (della  punteggiata)    A^A, , 

AjAg,  AjU,  A,M  hanno  un  rapporto  anarmonico  indicabile 

r, 
colla  notazione      Aj(A,A,UM)=: —  .  Analogamente 

A,(A,A3UM)=: —    (Vj ,  r, ,  v^  numeri).  Possiamo  assumere 

— ,   —     come  le  due    coordinate    projettive    del    punto 

(della  retta)  M.  I  numeri  poi  t\  ,  ??j ,  t^^  sono  a  dirsi  coor- 
dinate projettive  omogenee  del  punto  (della  retta)  M. 

Indicato  cona^  la  retta  (il  punto)  congiungonte  i  punti 
(le  rette)  A, ,  A3 ,  con  a^  la  retta  (il  punto)  congiungente 
i  punti  (le  rette)  A3 ,  A  , ,  con  a^  la  retta  (il  punto)  con- 
giungente i  punti  (le  rette)  A, ,  A, ,  con  \Ja^ ,  \]a^ ,  \la^ 
le  distanze  del  punto  (della  retta)  \)  rispettivamente  dalle 
rette  (dai  punti)  a^ ,  a^,  a^,  .con  M^j ,  Ma, ,  M^g  quelle 
del  punto  (della  retta)  M  dalle  stesse  rette  (dngli  stessi 
punti)  «j ,  a, ,  «3  rispettivamente,  si  può  scrivere 

r,      Ma,     Mflg  v^      M^j      Maj 


donde 


e  quindi 


V,       i\       i\       Ma,      Ma, 


v^ 


—  =-=??-  •  H— =A3(A,A,UM), 
^8       ^^t      Uà,      Uà,       3\    1    i      /» 
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Maj  Ma^  Ma, 

Il  rapporto  —    è  sostituibile  all'uno  o  all'altro  dei  due 


"^i 


^3 


assunti  dianzi  come  le  due  coordinate  projettive 


necessarie  per  la  determinazione  del  punto  (della  retta)  M. 

Pei  punti  M  appartenenti  alla  retta  a^  (per  le  rette  M 
passanti  pel  punto  aj  si  ha  v^zzO;  etc. 

Pel  punto  (Per  la  retta)  Aj  si  ha  ^^=«3=0,  v^  arbi- 
traria ma  non  zero,  etc.  Pel  punto  (Per  la  retta)  U  si  ha 
v^zizv^zzv^  .  Aj ,  Aj ,  A3  sono  a  dirsi  punti  (rette)  fonda- 
mentali, U  punto  (retta)  unità. 

Se  il  punto  (la  retta)  U  si  fa  coincidere  col  centro  del 
circolo  inscrittibile  nel  triangolo  fondamentale  (colla  retta 
air  infinito),  t\  ,  t?^ ,  ^3  divengono  coordinate  triangolari  nel 
senso  definito  più  sopra  (§  V,  n.®  4,  2.**). 

Aj,  A, ,  A3,  U,  M  siano  punti  e  a^ ,  a, ,  «3  rette. 
Spingendo  A^ ,  A,  all'  infinito  rispettivamente  sulle  rette 
«j ,  «j ,  detto  Uj ,  Mj  le  projezioni  di  U,  M  rispettivamente 
da  A,  sopra  a,  e  Uj  ,  Mj  da  Aj  sopra  a^  si  ha 

V  A3M5  r,  A3M, 

—  ={A,A^\]^M,)=  -V  1       —  =(A,A3U.M,)=  -V  . 

Fissando  U  per  modo  che  risulti  A3U2=A3Uj=l  i  rap- 
porti     —  ,  —     divengono  le  coordinate  cartesiane  di  M 

rispetto  a  due  assi  a^ ,  a^  di  origine  A,  (§  I,  n.*"  7,  4.^). 

Aj ,  A^ ,  A3 ,  U,  M  siano  rette  e  a,  ,  a^ ,  ^3  punti. 

Spingendo  la  retta  A3  all'  infinito  i  punti  a^ ,  a^  an- 
dranno air  infinito  rispettivamente  sulle  rette  A, ,  Aj ,  detti 
Uj ,  Mj  i  punti  d'  incontro  delle  U,.M  colla  A,,  etc.  si  ha 

—  =(a3a,U,M,)=  -V  1       —  =(«3«*U,MJ=  -V  • 
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Fissando  la  U  in  maniera  che  risulti  a^\]^=a^\J^z= — I, 

i  rapporti    —  ,   —    divengono    le    coordinate  pliikeriane 

della  retta  M  rispetto  agli  assi  A^ ,  A, . 

Le  coordinate  projettive  v^,  r^ ,  1*3  valgono  pure  per 
determinare  qualunque  raggio  (piano)  di  una  stella  di  raggi 
(piani),  purché  tal  raggio  (piano)  venga  riferito  a  quegli 
elementi  della  stella  che  dal  centro  di  essa  projettano  gli 
elementi  fondamentali  del  sistema  piano. 

3.*  Assunti  tre  punti  A^ ,  A, ,  A,  (non  in  retta)  le  tre 
rette  A^A,  ossia  a^ ,  AjA^  ossia  a, ,  AjA,  ossia  a^  come 
fondamentali  (vertici  e  lati  di  uno  stesso  triangolo),  e  sul 
piano  di  tali  elementi  un  punto  U  come  punto  unità  una 
retta  u  come  retta  unità,  indicato  con  M  un  punto  qua- 
lunque, con  m  una  retta  qualunque  dello  stesso  piano,  con 
Uj ,  U, ,  U  3 ,  Mj ,  M, ,  M3  le  projezioni  di  U,  M  da  Aj  so- 
pra a^ ,  da  Aj  sopra  a, ,  da  A3  sopra  a^  rispettivamente, 
con  Wj ,  M, ,  W3 ,  iWj ,  m, ,  mg  i  punti  d'  incontro  delle 
rette  2«,  m  colle  rette  a, ,  a, ,  a^  rispettivamente,  si  ha 
(§  III,  n.^  7,  4.^) 

WjAg  •  w,A,  •  M3A,""      '      UjAj  •  U,Ai  '  U3A,""    ' 

donde 

(A.A3V,U,)(A3A,w,U.)(A,A,w,U3)=-l, 

ed  è  lecito  scrivere  (indicati  con  Aj ,  A^ ,  h^  tre  numeri) 
(A,A3W,U,)=-^  ,     {A,A,u,U,)=-^^   , 

(AjA,W3U3)=z— ^  . 

Dette  tJj ,  i\  ,  i\  le  coordinate  projettive  omogenee  del 
punto  M  rispetto  ai  quattro  Aj  ,  Aj ,  A3 ,  U,  /^ ,  i^,  t^ 
quelle  della  retta  m  rispetto  alle  quattro  a, ,  a, ,  a, ,  w, 
si  ha 
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^=A.(A.A,UM)=(A,A3U,M,) .     ^=(A,A,U,M,),     etc. 


-r^=za^{a^agUm)={A^A^u^nt^)::z{A^A^m^u^),    etc.        , 

e  quindi 

— =— (AjAjW.M,), 

'■3 

-,  -  .  -^  .  — -=— (A.A.w.M,),     etc. 
A,       v,        /,  VISI    t; 

^  •  "^  •  T"*"^   •  ^  •  -^=-(M3«,.M.)-(A.A3»nA). 
etc. 

Se  il  punto  M  è  preso  sulla  m  risulta 

(AjA3m,M,)=M(AjA3m,M,)=(MjA3mjA,), 
(A,A3m,M,)^(A,A,m,M,)=(M,m,A,AJ^(M,A3m,A,)=zl 

(n.*  1,  1.®),  e  perciò  Aji'j/,-f-Ajrj^j-i-A3r3<3=0  è  la  condi- 
zione (espressa  in  coordinate  projettive  omogenee  di  punto, 
e  di  retta)  perchè  il  punto  ìA{i\  ,  v, ,  v^)  giaccia  sopra  la 
retta  m(/,  ,  l^ ,  ^3). 

Se  r, ,  v^ ,  i?3  variabili,  /, ,  t^,  t^  costanti  la  stessa  rap- 
presenta una  retta  7n(t^  ,  t^ ,  t^)  punteggiata,  se  Cj ,  v, ,  v^ 
costanti ,  e  ^^ ,  /, ,  /g  variabili  rappresenta  un  punto 
M(f  j ,  i\ ,  «3)  inviluppo  0  centro  di  fascio  di  rette. 

Se  la  retta  unità  u  è  segnata  in  modo  che  (A^AjW^U,) 
=i(A3AjMjU,)i=: — 1  ;dal  che  pur  deriva  (AjA,W3U3)= — 1}, 
i  numeri  h^ ,  /?., ,  h^  divengono  eguali  fra  loro  e  la  prece- 
dente equazione  si   semplifica,   e  cioè    riducesi   alla   t^v^-i- 
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t^v^-^t^v^zzzOy  (•)  equazione  della  stessa  forma  di  quella  in 
coordinate  cartesiane  omogenee  di  punto  e  plùkeriane  omo- 
genee di  retta  (px-^qy-^ì^zzuO)  più  sopra  (§  V,  n.*^  2)  di- 
chiarata» e  deir  altra  in  coordinate  triangolari  di  punto  e 
di  retta  (Ear-KFY-f-GZzzO)  pur  (§  V,  n.^  4,  6.^)  dimostrata. 

Cosi  per  esprimere  la  riunione  di  situazione  del  punto 
e  della  retta  sopra  di  un  piano  vale  una  stessa  equazione 
bilineare  omogenea  in  qualsivoglia  sistema  di  coordinate, 
e  cioè  un'equazione  quale  t^v^-^t^i\'^t^t'i^z:iO  dove  /, ,  ^,,  t, 
significano  coordinate  ptiikeriane  di  rette  e  t?j ,  r, ,  t?3  car- 
tesiane di  punto,  oppure  t^,  /, ,  ^3  triangolari  di  retta, 
t?,  ,  t?j ,  v^  triangolari  di  punto,  oppure  etc. 

Cosi  le  condizioni  perchè  una  retta  (un  punto)  passi  per 
un  punto  (si  trovi  sopra  una  data  retta),  perchè  una  retta 
(un  punto)  passi  per  due  punti  dati  (sia  V  incontro  di  due 
rette  date),  perchè  tre  punti  (rette)  siano  in  retta  (concor- 
rano in  un  punto),  etc.  etc.  si  esprimono  con  equazioni 
della  stessa  forma  tanto  in  coordinate  cartesiane  e  plùke- 
riane, come  triangolari,  come  projettive. 

Se  si  manda  all'  infinito  la  retta  fondamentale  a,    e  si 

pone  AjUjnAglLrrl,  il  che  da  k^u^zzA^ii^:=: — 1,  le  coor- 

r,       i\ 
dinate  projettive     —  ,   -  -  si  trasformano  nelle  cartesiane 

37,  j/  e  le  projettive  —  ,   —    nelle  pliikeriane  p,  q  (§  V, 

*3  '3 

n.®  1),  cartesiane  e  plùkeriane  relative  ai  due  assi  ^x^ ,  a,  di 
origine  A3 ,  e  la  precedente  equazione  si  tramuta  nella 
pa?-Hgj/-4-lz=0. 

La  retta  (Il  punto)  congiungente  due  punti  (due  rette) 
dati  (date)  è  rappresentabile  coli'  equazione 


(■)  FiEDLER.  Geometria  Descrittiva  P.*  II,  n.°  134.  Aschieri    Geo 
metna  Analitica.  D'  Ovidio  Forme  geometriche  fondamentali,  etc. 

Nel  caso  or  considerato  il  punto  U  e  la  retta  n  che  si  determi- 
nano reciprocamente  rispetto  al  triangolo  A,A,A3  diconsi  elementi 
armoDicì,  o  elementi  polari  fra  loro  rispetto  a  detto  triangolo. 


Digitized  by  VjOOQIC 


—  330  — 


X 
X, 


y 

Vi 


z 

2. 


=0 


ritenute  a?,  y,  z  coordinate  qualisivogliano  di  un  punto  (di 
una  retta)  mobile  e  {x^ ,  y^ ,  z^^  {x^ ,  y^ ,  2,)  dei  due  ele- 
menti dati. 

(di  quel  punto)  sono 


Cosi  le  coordinate  di  quella  retta 
i  determinanti  deducibili  dal  sistema 


07, 


a?o 


^1 


y^ 


col 


prenderne  a  due  a  due  le  verticali.   Le  coordinate  poi  di 

un  punto  (di  una   retta)   qualunque    di    quella    retta  (per 

h 
quel  punto)  sono  kx^~^hx^ ,  ky^-^hy^  ,  kz^-^hz^  dove  -7- 

variabile,  poiché  il  determinante  (primo  membro  della  su- 
periore equazione)  diviene  identicamente  nullo  per 

xzzzkx^-^hx^ ,    y=^ky^^hy^ ,    zrzkz^-^hz^ . 

Una  curva  piana  algebrica  di  ordine  (di  classe)  n  avrà 
la  sua  equazione  di  grado  n  in  qualsivoglia  sistema  di 
coordinate  puntali  (tangenziali). 

4.®  Fissiamo  nello  spazio  cinque  punti  (piani)  Aj ,  A, , 
A3 ,  A^ ,  U,  dei  quali  quattro  qualunque  non  siano  (non 
concorrano)  nello  stesso  piano  (punto),  e  riferiamo  ad  essi 
qualunque  altro  punto  (piano)  M  nel  modo  dichiarato  (§  I, 
n.^  14,  l.^  2.^). 

I  piani  (I  punti)  del  fascio  (della  punteggiata)  A^A^A,, 
AjAjA^ ,  AjAjU,  AjAjM  hanno  un  rapporto  anarmonico  in- 

dicabile  colla  notazione  A,A^(A3A^UM)=: —  . 


V. 


Analogamente    A3Aj(A^A^UM)=— ^  ,   A,A3(AjA^UM)=-^- 


«ì 


??. 


Possiamo  assumere    —  ,   — 


V. 


i\       i\ 


come  le  tre  coordinate 


projettive  del  punto  (del  piano)    M;    e    ritenere    i    numeri 
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Tj ,  r, ,  t?3 ,  v^  quali    coordinate    omogenee   projettive   del 
punto  (del  piano)  M. 

Indicati  con  a^,  a^,  a^,  a^  i  piani  (i  punti)  A^A3A4, 
AjAjA^ ,  AjAjA^ ,  AjAjAg ,  con  Va^ ,  Uà,  ,  Va^ ,  \]a^ , 
Ma^ ,  Ma, ,  Ma, ,  Ma^  le  distanze  dei  punti  (piani)  U,  M 
rispettivamente  dai  piani  (punti)  a^ ,  a, ,  a, ,  a^  si  può 
scrivere 

t?i      Ma^     Ma^      i^.      Ma,     Ma^      ^3      Ma^     Ma^ 
v^  ~  Uaj  '  Ua^  '    ?54  ■"  Uà,  *  Ua^  '    v^  ~"  Ùag  '  Ua^  ' 


e  quindi 


Ma,  Ma,  Mag  Ma^ 

UT,  ~^'«  •  U^  "^'^  •  Ùa,  ~^'^  •  U7, 


Sta  bene  osservare  che 
^=A3A,(A,A.UM).  ^=A,A,(A,A3UM),  '^-=k,k,(k,k,\iM). 

^l  '^S  ^1 

Se  il  punto  (piano)  M  giace  (passa)  sul  piano  (pel  punto) 
a,  si  ha  i?,=:0,  etc. 

Se  M  giace  (passa)  sulla  (per  la)  retta  A,A,  si  ha 
vfnv^zz.O,  etc. 

Se  il  punto  (piano)  M  coincide  col  punto  (piano)  A,  si 
ha  r^zzi'gizrr^zzO,  e  i\  arbitraria,  etc. 

Se  il  punto  (piano)  M  coincide  col  punto  (piano)  U  si 
ha  r,=r,=r;3=r,  . 

A, ,  A, ,  A3 ,  A4  sono  a  dirsi  punti  (piani)  fondamentali, 
e  U  punto  (piano)  unità. 

Se  il  punto  (piano)  U  si  fa  coincidere  col  centro  della 
sfera  inscrittibile  nel  tetraedro  fondamentale  (col  piano  al- 
l' infinito)  ??j ,  15, ,  v^,  v^  divengono  coordinate  tetraedriche 
nel  senso  più  sopra  (§  V,  n.^  13,  2.°)  definito. 

A, ,  A, ,  A3 ,  U,  M  siano  punti  e  a, ,  a, ,  ag ,  a^  piani. 
Spingendo  A, ,  A, ,  A3  all'  infinito  rispettivamente  sulle 
rette  a^a^^  «3«i  »  «!««,  dette    U,,^,   Mj,,    le   proiezioni   ri- 


Digitized  by  VjOOQ  IC 


—  332  — 

spettive  di  U,  M  dalla  «,0,  ossia  AjA^  sopra  la  a^^ ,  ossia 
A,Aj,  Upj,  Mp,  le  projezioni  di  U,  M  dalla  0,03  sopra  la 
a^a^ ,  etc.  risulta 


e   fissato   U   per    modo   che       A^U,,^=:A^U2,^=A^U3,4=1  , 

r,        ??2       rg 
com'  è  lecito,     t:~  »    "T"  »  "T"     divengono     le    coordinate 


??,        V,       r, 


cartesiane  del  punto  M  rispetto  a  tre  assi  a^a^ ,  a^a^^ ,  Aja, 
di  origine  A^ . 

Ap  Ag,  A3,  A^,  U,  M  siano  piani  e  a,,  a^,  a^  a^  punti. 
Spingendo  il  piano  A^  all'  infinito  i  punti  a^,  «j,  a^  an- 
dranno air  infinito  rispettivamente  sulle  rette  AjAj,  A3A,, 
A,Aj,  e  detti  Uj,^,  Mp^,  etc.  i  punti  UA^Aj ,  MA^Aj , 
etc,  risulta 

^  =A,A,(A,A,UM)=(a,«7,U,.,M,.J=  ^^  . 


«4M; 


3»4 


e  preso  il  piano  U  in  modo  che  a^^,^^zafic,,^z=:a^^^^'=. — 1, 


—  ,    —  ,  —    divengono  le  coordinate  pliikeriane    (  §  I, 
v^       v^       v^ 

n.**  13,  1.®)  del  piano  M  rispetto  ai  tre  assi    A2A3,    A3A, , 

A^Aj  di  origine  a^  . 

5.®  Assunti  quattro  punti  Aj ,  Ag ,  A3 ,  A^  (non  in  piano), 

i  quattro  piani  A2A3A^  ossia  a^  ,  AgA^A^  ossia  a^ ,  A^A,A, 

ossia    «3 ,  A^A2A3   ossia  a^    come   fondamentali    (vertici    e 

facce  di  uno   stesso   tetraedro),   un  punto    U    come   punto 

unità,  un  piano  u  come  piano    unità,    indicato    con    M    un 

punto  qualunque,  con    m   un  piano  qualunque,   con    U,,„ , 

Mp2    le    projezioni  rispettive  dei    punti    U,   M    dalla   a^a^ 

ossia  A3A^    sopra    la   a3a^=:A|Aj ,    etc.,  con  Wp^ ,    ;Wp,    i 
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punti  d'  incontro  rispettivi  dei  piani  ii,  m  colla  a^a^  ossia 
AjAj ,  ossia  i  punti  ua^a^ ,  ma.^a^ ,  vttc,  con  h^  ,  h^ ,  ^3  , 
h^  quattro  numeri,  è  lecito  scrivere 

A,  h^ 

I  piani  projettanti  U  dagli  spigoli  AjA^,  A, A3,  A,A4 
rispettivamente  sugli  spigoli  A3A4,  A^Aj,  A2A3  formano 
fascio  attorno  la  retta  AjU,  e  segano  il  piano  a^  secondo 
ire  rette  AjUa,^ ,  AgUj  4 ,  A4U2,3  concorrenti  nel  plinto 
(rincontro  della  reità  AiU  col  piano  a^;  etc. ;  i  punti 
d' incontro  del  piano  u  cogli  spigoli  A3A4 ,  A4A, ,  AjA, 
Cioè  t£3,4,  ^2,4,  t/2,3  sono  sulla  retta  intersezione  del  piano 
ucci  piano  a^;  etc;  cosi  (§  III,  0.®  7,  4.®) 

^3*4^4  ^^iU^-ì  ^«'3*^3 

A3U3,4  A4U2t4  A2U2*3 

'-^3»4A4  U2.4A2  Uj^aAg 

donde 

(A3A4W3,4U3H)(A4A2Wo,4U2HHA2A3t<2,3U„3)=— 1. 

os^ia 

A3  A4 

~r~  '  i~(A2A3l<2t3Ui,3)= 1, 

e  quindi 

Similmente 

A3  A| 

(A3A,tt3,jU3,i)= — -jj^  ,        (Aj AjMpjUj  ,2)=: —  -7—  , 


À 


I 
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Indicate  con  v^ ,  i\  ,  r.^ ,  r^  le  coordinate  omogenee 
projettive  del  punto  M  rispetto  ai  cinque  Aj ,  A,,  A3,  A^ 
U,  con  ^1  ,  tj ,  ^3 ,  t^  ([uelle  del  piano  m  rispetto  ai  cinque 
ai  ,  «2 ,  «3 ,  a^ ,  w  si  ha 


-^=A,A3(A,A,UM)=(AiA,Ui,,Mi,A  etc. 


^4 


e  quindi 


ìì,    '     V, 


=— (AiA,mi„Mi,J, 

-^zr— (AjA,m,„M,„), 
^4 


h,   '   V, 


e  sommando 


*4 


ZI— (AiA^mi^^Mi,^— (A^A^weg^Ms,^— (^3^4^3,^*13,^. 

Se  il  punto  M  ò  preso  sul  piano  m,  detto  M,  il  punt 
d*  incontro  della  retta  AjM  (attorno  a  cui  formano  fasci 
i  piani  projettanti  M  degli  spigoli  AjA^ ,  AjAj ,  A1A4  ri 
spettivameute  sugli  A3A/,  A^Aj ,  AgAg)  col  piano  a, ,  dett 
Q  il  punto  d'  incontro  «Iella  n;tta  A^MjMg^j  colla  m^ 
ni^^^tìi^,^,  considerandv)  il  piano  AjA^M,  e  il  fascio  ( 
rette  MAi,  MA^ ,  M?^!,^ ,  MMi,4  da  esso  piano  sostenni 
si  ha  (n.°  1,  1.") 

(AiA,mi„Mi„)=(MiA,QM„3)=l— (MiQA,M„3), 
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ossia 

(A,A,m„,M,.J^-(M,,,A,QM,)=l. 

Guardando  poi  il  piano  a, ,  detta  Q'  la  proiezione  di  Q 
da  A3  sopra  A^A^   e  Q"  quella  da    A^  sopra  A^A^   vedesi 

(A,A,m,„Q')=(Q"A,HJ3„A3)=:l-(Q"»»3„A,A,), 

ossia 

(A,A,m,.,Q')-H(A3A,m3„Q")=l. 

Qudst'  equazione  '  avvertito  che 

A3(AAQ'M,„)=(M„3A,QM,), 

A,(A3A,Q"M3u)=(M„3A,QM,), 
ossia 

(A,A,Q'M,.J=(A3A,Q"M3,J=(M..3A,QM,)  { 

è  traducibile  nella 

|A,A,m,,,Q')(A,A,Q'M,,,)-^.(A3A,wi3,,Q'')(A3A,Q''M3,,)=M,,3A4QM0, 

ossia  riducendo 

(A,A4mj,,Mj,4)-^A3A4m3,,M3,4)ii:(Mj,3A,QMi), 
quindi 

(AiA4Wi,4Mi,J-4-(A2A4m,nM«,4)-H(A3A,m3,4M3,J=l, 
e  si  conclude 

per  condizione  di  riunione  del  punto  Miv^.v^.Vr^^v^)  e  del 
piano  m(/i, ^4,^3,^4).  Se  le  v  siano  ritenute  variabili  e  le  < 
costanti  la  stessa  equazione  rappresenta  un  piano  m(/|,^2^«^) 
punteggiato,  se  le  r  costanti,  e  le  /  variabili  rappresenta 
un  punto  M(t;i,t?g,t?3,??J  inviluppo  0  centro  di  stella  di  piani. 
Si  osservi  come  V  equazione  ripetuta  sia  lineare  omogenea 
tanto  rispetto  alle  coordinate  projettive  di  punto  come  di 
piano.  . 
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Se  il  piano  u  venga  (com'  è  lecito)  disposto  in  modo  ch( 

(AiA,t^p,UpJ=(AoA,i^o,4U2,Jii:(A3A,W3,,U3,J=— 1 

j  dal  che  pur  deriva 

(AoA3W2,3U2,3)ii:(A3AiW3,iU3,i)=(AiA2M,„Ui,j)=— 1  j 

i  numeri  /ii  ,  h^^  h^,  h^  divengono  eguali  fra  loro  e  h 
precedente  equazione  si  riduce  alla 

Nel  caso  il  punto  U  e  il  piano  ti  che  reciprocament 
si  determinano  rispetto  al  tetraedro  AjAoAgA^  diconsi  eie 
menti  armonici  o  polari  fra  loro  rispetto  al  detto  tetraedri 

Giova  avvertire  come  la  or  notata  equazione  sia  dell 
stessa  formi  di  quella  in  coordinate  cartesiane  omogenee  d 
punto  e  pliikeriane  omogenee  di  piano  (px-^qy-^'rz-T-tuzizd 
sopra  (§  V,  n.^  11,  1.^)  dichiai-ata,  e  dall'altra  in  coordi 
nate  tetraedriche  di  punto  e  piano  (EX-i-FY-f-GZ-HlUzzC 
(§  V,  n."  13,  6.*^)  dimostrata. 

Cosf  per  esprimere  la  riunione  di  situazit^ne  del  punt 
0  del  piano  vale  una  stessa  equazione  bilineare  omogene 
in  qualsivoglia  sistema  delle  coordinate  esposte,  e  cioè  un 
equazione  quale 

dove  le  t  significano  coordinate  pliikeriane  di  piano  e  1 
V  cartesiane  di  punto,  oppure  le  l  tetraedriche  di  pian 
le  V  tetraed  iche  di  punto,  oppure  le  t  pmjettive  omogene 
di  piano  le  v  projettive  omogenee  di  punto. 

Cosi  le  condizioni  perchè  un  piano  (un  punto)  passi  pe 
un  dato  punto  (si  trovi  sopra  di  un  dato  piano),  etc,  pei 
che  quattro  punti  (piani)  siano  (concorrano)  nello  stess 
piano   (punto),  etc.  etc.  si    esprimono    con   equazioni  dell 


f)  FiEDLER  saddetto. 
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stessa  forma  tanto  in  coordinate  cartesiane   e   plukeriane, 
come  triangolari,  come  projettive. 

Se  si  manda  ali*  infinito  il  piano  a^   e  si   prendono   U, 
u  in  modo  che 

A4Ui,4:=:A4U2,4=:A4U3,4=rl,     A^u^^^znA^u^^^zzA^u^^^ziz — 1, 
le  coordinate  projettive 


V, 


i. 


t. 


t. 


■^  '  "^  '  ^  '  "^  '  X  ' '^' 

si  trasformano  nelle  x,  y,  z  cartesiane  di  punto,  p,  q,  r 
plùkeriane  di  piano,  e  la  precedente  equazione  si  tramuta 
nella  px-^qy-^rz-^lz^O  più  sopra  (§  V,  n.^  10,  L®)  veduta. 
Il  piano  (Il  punto)  congiungente  tre  punti  (piani)  dati 
è  rappresentabile  coli'  equazione 


X 
X, 

x^ 

^3 


y 

i       u 

Vi 

2,     M, 

Vt 

a,    u. 

y» 

«»    «s 

=0, 


ritenute  x,  t/,  z,  u  coordinate  quali  si  vogliano  di  un  punto 
(piano)  mobile,  e  (a7i»j/i,«i,Wi)  etc.  dei  tre  elementi  dati. 
Cosi  le  coordinate  di  quel  piano  (punto)  sono  i  determinanti 
deducibili  dal  sistema 


37, 

2/i 

«1 

M, 

»» 

yt 

«» 

«t 

a?3 

y» 

«3 

«S 

col  prenderne  le  verticali  a  tre  a  tre.  Le  coordinate  poi 
di  un  punto  (piano)  qualunque  di  quel  piano  (per  quel 
punto)  sono  kx^-^-hx^-^Lv^ ,  f^Vi-^hy^-^ly^,  kz^-^hz^-^lz^ , 
AU|-hAu,*i-/u,  perchè  il  determinante  etc. 

22 
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Una  superficie  algebrica  di  ordine  (di  classe)  n  avrà  la 
sua  equazione  di  grado  n  in  qualsivoglia  sistema  di  coor- 
dinate puntali  (tangenziali). 


6.^  Nel  sistema  bilineare 


^, 


considerato 


OTj     y,     z^     M, 

sopra  (§  V,  n.^  16,  U)  lo  (^n!/p^„w,),  (a^J/ji^siWj)  possono 
rappresentare  coordinate  omogenee  cartesiane  di  due  punti, 
oppure  coordinate  tetraedriche,  oppure  projettive.  Per  co- 
ordinate omogenee  di  una  retta-raggio  si  possono  prendere 
in  ogni  caso  i  sei   determinanti   del   sistema  e  cioè 


Pi, 2 — ^'iJ/2 — ^'22/1  ♦        l'^^ia— 2/1^2 — J/«^i  »       P3»i — ^1*^*2 — ^^2^1  » 

Fra    esse    coordinate     radiali    ha    luogo    la    relazione 
(identità) 


Pli4P«»3-*-P2>4P8U"*-P3l4Pn«— 0  ' 


Nel  sistema  bilineare 


(§   V,    n.« 


A,     A,     Zi    m, 
Aj     h^    l^    m, 

16,  1.®)  lo  (Ai,Ai,Zi,wj,)  (ft2,/Ì2,/29^>Ì2)  possono  rappresentare 
coordinate  omogenee  •pliikeriane,  oppure  tetraedriche,  op- 
pure projettive  di  due  piani.  Per  coordinate  omogenee  di 
una  retta-asse  si  possono  prendere  in  ogni  caso  i  sei  deter- 
minanti del  sistema  e  cioè 

oL^.^zukJi^—h^h^ ,        «4,3=^1/2 — hj,^ ,  a3,i=ZiA4— /,ft, , 

ai,4=Aitnj— Aj/Wj ,    oL^.^—h^m^—h^m^  ,     (x^,^zzl^m^—Un^ . 

Fra  esse  coordinate  assiali  ha  luogo  la  relazione  (identità) 

Ritenuto  i  punti  e  piani  definiti  per  coordinate  omogenee 
projettive  relative  allo  stesso  tetraedro,   e   punto    unità  e 
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piano  unità  armonici  fra  loro,  fra  le  coordinate  radiali  e 
assiali  di  una  stessa  retta  si  ha  come  nel  caso  delle  ci>or- 
dinate  cartesiane  o  semplicemente  tetraedriche  la  propor- 
zionalità osservata  (§  V,  n.^  16,  1.^),  e  cioè 


Pan 


P2V 


P31 


Similmente  la  condizione  perchè  due  rette  (p^, ,...), 
(p'i>«  «  -  -  •  )  stiano  in  uno  stesso  piano  (perchè  abbiano 
un  punto  comune)  è  della  stessa  forma  di  quella  data  (§  V, 
n.^  16,  3,^)  pur  quando  i  punti  i  piani  siano  definiti  per 
coordinate  omogenee  proiettive  e  cioè 

p2'3?l»4"*"PlMpV3"*"P3MP'2»4"*"P2wP'3M"*"Pp2?'3»4"*"P3Mp'nt=0  (p), 

oppure 

Se  (a?i,yp«i,Wi).  (^2»J/2»«2i**«)  sono  due  punti  della  pri- 
ma retta  e  {o(^\,y' i,^' i,u\),  (oo\,]i\,z\,u  ^  due  della  seconda, 
se  (A,,Ai,/pWi),  (h^Ji^J,^,m^  sono  due  piani  per  la  prima 
retta,  e  (k\Ji\,l ^,m\),  {k\,h\,t ^;m\)  due  piani  per  la  se- 
conda, la  (p)  equivale  alla 


=0, 


X, 

Vi 

«1 

«1 

Xt 

Vt 

2t 

«« 

x\ 

y\ 

''. 

< 

^, 

!/'. 

z\ 

«'. 

e  la  (a)  alla 

A. 

A, 

l, 

»», 

A. 

hr 

h 

m. 

A'. 

h\ 

r^ 

m\ 

k\ 

h\ 

Pt 

m\ 

=0, 


etc. 
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§   VII. 

l^rospettività,  Omografia,  Projetlivìtà  —  involuzione  di  forme  di 
1.*  specie  —  Forme  di  1.*  contenute  in  forme  di  specie  supcriore  — 
Linee,  superficie  di  2.®  ordine  definite  da  forme  projettive  di  1.* 
specie  —  Involuzione  della  puntegi^iata  intercezione  di  una  retta  con 
un  fascio  di  coniche,  del  fascio  delle  tangenti  ad  una  serie  di  coniche 
—  Cenni  sulla  geometria  della  stella  —  Prospettività,  omografia  di 
due  piani,  di  due  stelle  —  Forme  di  2.'^  specie  projettive  —  Co- 
struzione di  piani  omografici  col  mezzo  delle  coordinate,  di  forme  di 
2.*  specie  projettive  —  Forme  di  2.»  apecie  omografiche  dello  stesso 
sostegno,  e  loro  elementi  uniti  —  Piani  omologici  —  Stelle  omolo- 
giche —  Superficie  di  2.*  ordine  definita  da  due  stelle  projettive  — 
Spazii  omologici  —  Spazii  omografici,  projettivi  —  Costruzione  degli 
stessi  col  mezzo  delle  coordinate  —  Elementi  uniti  di  due  spazii 
projettivi. 

1.  1.^  Segando  un  fascio  di  rette  di  centro  qualunque 
V  con  due  rette  A,  À'  comunque  poste  e  dirette  rimangono 
sulle  stesse  segnate  due  punteggiate  che  diremo  in  posi- 
zione prospettiva.  L'  una  sarà  prospettiva  dell'  altra  e  cia- 
scuna del  fascio,  e  v  sarà  detto  centro  di  prospettiva.  Qua- 
lunque punto  a  dell*  una  avrà  per  corrispondente  un  solo 
punto  a'  neir  altra.  Vi  sarà  poi  un  punto  u  (intersezione 
delle  due  rette  A,  A'  a  distanza  finita  od  infinita)  della  A 
coincidente  col  suo  corrispondente  nella  A\  da  chiamarsi 
(secondo  1*  invalso  costume)  punto  unito.  Il  punto  X  della 
A  corrispondente  al  punto  ali*  infinito  della  A'  si  dirà  punto 
limite  della  punteggiata  sostenuta  dalla  A,  e  il  punto  t  della 
A'  corrispondente  al  punto  ali*  infinito  della  A  si  chiamerà 
punto  limite  della  punteggiata  sostenuta  dalla  A',  u,  X,  ( 
sono  assieme  al  finito,  o  assieme  ali*  infinito. 
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II  rapporto  anarmoaico  di  quattro  punti  a,  b,  e,  d  qua- 
lunque della  punteggiata  sostenuta  dalla  A  sarà  eguale  a 
quello  dei  quattro  corrispondenti  a',  h\  c\  d!  nell'  altra 
sostenuta  dalla  A',  cioè  sarà  (abcd):^{a'Vdà!)^  e  a  cagione 
di  tale  eguaglianza  le  due  punteggiate  si  diranno  anche 
omografiche. 

Con  uno  stesso  fascio  di  rette  si  può  dar  luogo  ad  una 
infinità  di  punteggiate  prospettive  ed  omografiche. 

Se  rimoviamo  una  delle  due  rette  (per  esempio  A')  dalla 
posizione  prospettiva  pur  mantenendo  in  essa  la  punteggiata 
quale  è  stata  segnata  dal  fascio  di  rette  di  centro  t?,  o  per 
sovraporla  alla  A,  o  per  porla  in  una  posizione  qualunque 
o  sul  piano  del  fascio  o  anche  fuor  del  piano  non  ces- 
serà di  sussistere  rispetto  alle  due  foime  V  eguaglianza 
(abcd)^a'b'c'd'),  e  le  medesime  si  ^  diranno  semplicemente 
omografiche. 

2.®  Inversamente  se  siano  date  due  punteggiate  soste- 
nute da  due  rette  qualunque   dello   spazio,   e   se   i   punti 

a^  b^  e,  d dell'  una  corrispondano   rispettivamente 

a  quelli  a\  b\  c\  d\ dell*  altra  per  modo  che  il 

rapporto  anarmonico  di  quattro  qualunque  della  prima  e- 
guagli  quello  dei  quattro  corrispondenti  nella  seconda,  le 
due  punteggiate  si  diranno  omografiche  (*),  e  potranno  es- 
sere messe  in  posizione  prospettiva  col  porre  una  delle  due 
punteggiate  in  una  nuova  posizione  e  tale  che  un  punto  di 
essa  (e  un  solo)  venga  a  coincidere  col  suo  corrispondente 
neir  altra. 

Invero  se  si  fa  apparire  nelle  due  punteggiate  un  punto 
unito  u,  allora  congiungendo  con  rette  due  punti  a,  b  di 
una  coi  corrispondenti  a\  V  nell*  altra,  notando  il  punto 
V  d*  incontro  delle  aa!,  bb\  conducendo  una  retta  per  v  e 
per  un*  altro  punto  qualunque  e  della  prima  punteggiata, 
tal  retta  dovrà  necessariamente  incontrare  la  seconda  pun- 
teggiata nel  punto  e  corrispondente   di  e.    Se   1'  incontro 
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non  dovesse  accadere  in  c\  ma  in  altro  punto  e"  si  avrebbe 
(uàbc)-=.{ua'b'c')  non  solo  ma  anche  {uabc)-=,{ua'Vc")^  e 
quindi  {ua'b'c')^ua'b'c"'),  condizione  che  non  può  sussistere 
se  e"  non  coincide  con  e. 

3.^  Due  punteggiate  omografiche  sostenute  da  due  rette 
collocate  ad  arbitrio  nello  spazio  possono  considerarei  come 
derivate  da  una  posizione  prospettiva. 

4.^  Due  fasci  di  rette,  o  due  fasci  di  piani,  e  in  gene- 
rale due  forme  di  prima  specie  dello  stesso  nome  si  diranno 
omografiche  se  gli  elementi  dell'  una  forma  avranno  tale 
dipendenza  con  quelli  dell'  altra  che  il  rapporto  anarmonico 
di  quattro  elementi  qualunque  di  una  forma  sia  eguale  a 
quello  dei  quattro  corrispondenti  neir  altra. 

Dai  metodi  accennati  (§  VI,  n.^  1,  7.^)  con  tutta  faci- 
lità deducesi  un  modo  per  costruire  una  forma  di  1.^  specie 
omografica  di  un*  altra  omonima  data. 

Se  per  esempio  è  data  una  punteggiata  a,&,c,d,e,/', . . . , 
si  potranno  segnare  ad  arbitrio  sopra  di  un'  altra  retta  tre 
punti  a\  b\  e  da  ritenersi  corrispondenti  di  tre  della  data 
punteggiata,  e  per  esempio  a!  di  a,  b'  di  &,  e  di  e.  Si  col- 
locheranno le  due  rette  su  di  uno  stesso  piano  ad  angolo 
qnalunque  ma  in  modo  che  il  punto  a  coincida  con  a\  indi 
da  un  punto  qualunque  v  del  piano  si  progetteranno  i  punti 
della  prima  retta  e  cioè  e,  /*,  g,  etc.  sulla  seconda.  Le  prò- 
jezioni  e\  f\  g\  etc.  saranno  i  punti  corrispondenti  di  g, 
ft  g.  etc.,  e  manifestamente  si  avrà  per  quattro  punti  À, 
m,  p,  q  qualunque  della  prima  punteggiata  e  pei  quattro 
k\  m\  p\  q   corrispondenti  nella  seconda  (kmpq)z=:(ìim'p'q). 

5.^  Due  fasci  di  rette  sezioni  di  uno  stesso  fascio  di 
piani  si  dicono  (oltreché  omografici)  prospettivi  fra  loro 
e  col  fascio  di  piani.  I  punti  d'  incontro  delle  rette  corri- 
spondenti costituiscono  una  punteggiata  che  è  la  linea  di 
prospettiva  dei  due  fasci  di  rette. 

Tale  punteggiata  riducesi  ad  un  punto  quando  i  due 
fasci  di  rette  abbiano  comune  il  centro.  Questo  centro  e 
quel  punto  si  confondono  in  uno. 

Si  diranno  pure  prospettivi  due  fasci  di  rette  che  soste- 
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nati  da  uno  stesso  piano  projettino  una  stessa  punteggiata. 

Due  fasci  di  rette  rimossi  dalla  posizione  prospettiva 
rimangono  omografici. 

6.^  Pure  due  fasci  di  piani  si  dicono  (oltreché  omo- 
grafici) prospettivi  fra  loro  se  projettano  upo  stesso  fascio 
di  rette  ed  anco  prospettivi  col  fascio  di  rette. 

Due  fasci  di  piani  rimossi  dalla  posizione  prospettiva 
rimangono  omografici. 

7.^  Due  forme  di  prima  specie  semplicemente  omogra- 
fiche assumeranno  posizione  prospettiva  se  vengano  disposte 
in  modo  che  un  elemento  dell'  una  coincida  col  corrispon- 
dente neir  altra;  e  se  si  tratta  di  due  fasci  di  rette  ab- 
biano inoltre  comune  il  centro  se  adagiati  in  piani  distinti, 
oppure  comune  il  piano  di  sostegno  se  irradianti  da  centri 
distinti. 

8.®  Si  consideri  una  serie  di  forme  geometriche  di  1.* 
specie  (§  I,  n.^  16)  cosi  disposte  che  una  sia  deducibile 
dalla  precedente  mediante  projezione  o  sezione.  Due  succes- 
sive si  diranno  prospettive  e  projettivo  fra  loro  e  due  non 
successive  si  diranno  semplicemente  proiettive. 

Il  rapporto  anarmonico  di  quattro  elementi  qualunque 
di  una  delle  forme  delle  serie  sarà  eguale  a  quello  dei 
quattro  corrispondenti  di  un  altra  qualunque  della  serie. 

Due  forme  projettive  ad  una  terza  sono  projettive  fra 
loro.  Due  forme  di  1  .*  specie  omonime  ed  omografiche  sono 
projettive.  Siano  ad  esempio  due  punteggiate  a,  &,  e,  d, .  . .  y 

a\  b\  c\  d\ ,  (a  corrispondente  di  a\  b  di  b\  etc). 

Projettando  da  un  punto  v  qualunque  dello  spazio  mediante 
un  fascio  p  di  rette  la  punteggiata  a\  b\  e',  .  .  .  .  sopra 
un  piano  ol  condotto  per  la  retta  sostegno  della  prima  si 
ottiene  sopra  a  una  punteggiata  a",  &",  d\  ....  (a"  cor- 
rispondente di  a',  6"  di  b\  etc).    Projettando   con   rette  i 

punti  a",  V\  c'\  ....  dal  punto  a  e  i  punti  a,  &,  e, 

dal  punto  a"  si  otterranno  due  fasci  /",  f  di  rette  che 
possedendo  il  raggio  unito  aa"  saranno  prospettivi,  e  cioè 
avranno  per  linea  di  prospettiva  una  punteggiata  P.  Cosi 
è  manifesto  che  partendo  dalla  punteggiata   a',  b\  c\  .  .  . 
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deducesi  mediante  projezione  da  v  il  fascio  p  di  rette,  da 
questo  segandolo  col  piano  a  la  punteggiata  a'\  h'\  d\ .  . . 
da  questa  mediante  projezione  da  a  il  fascio  /*  di  rette,  da 
questo  con  sezione  la  punteggiata  P,  da  questa  con  proje- 
zione da  a   mediante  il  fascio  /"  la  punteggiata  a,  6,  e,  .... 

Due  forme  di  1.*  specie  di  nome  diverso  in  corrispon- 
denza univoca  (*),  e  quindi  tali  che  il  rapporto  anarmonico 
di  quattro  elementi  di  una  sia  eguale  a  quello  dei  quattro 
corrispondenti  nell*  altra,  sono  projettive.  Siano  ad  esempio 
una  punteggiata  a,  &,  e,  .  .  .  .  ed  un  fascio  di  rette  A, 
B,  C, Segando  il  fascio  con  un  piano  (che  può  es- 
sere condotto  per  la  retta  sostegno  di  a,  2^,  e,  .  ,  .  .  )  si 
ottiene  una  punteggiata  a\  b\  <?',....  omografica  della 
a,  ft,  (?,...  .  e  quindi  projettiva  della  stessa  e  «i  con- 
clude la  projottività  della  punteggiata  e  del  fascio  proposti. 

In  generale  da  una  forma  ad  un  altra  projettiva  si 
passa  in  un  numero  infinito  di  maniere  e  in  ciascuna  ma- 
niei'a  con  un  numero  finito  di  operazioni. 

9.^  Il  rapporto  anarmonico  di  quattro  elementi  di  una 
forma  (mantenendosi  dello  stesso  valore  nel  passaggio  ad 
altra  forma  prospettiva  e  projettiva  oppure  ad  altra  sem- 
plicemente projettiva)  sarà  detto  funzione  projettiva,  come 
in  generale  si  dirà  projettiva  qualunque  proprietà  di  figura 
che  non  si  alteri  nel  trasporto  da  una  forma  ad  altra 
projettiva. 

Quindi  i  rapporti  anarmonici  che  nel  §  1  (n.®  4,  .  .  .) 
e  in  questo  sono  stati  assunti  come  coordinate  di  elementi 
diconsi  coordinate  projettive. 

2.  1.°  La  projettività  di  due  forme  geometriche  di  prima 
specie  si  può  esprimere  agevolmente  per  mezzo  tanto  di 
coordinate  projettive,  come  di  ascisse  od  altre. 

Dette  a,  ^,  y  ^^  coordinate  projettive  di  tre  elementi 
fissi  qualunque  della  prima  forma  rispetto  a  tre  fondamen- 


(')  Due  forme  diconsi  in  corrispondenza   univwia  quando    ad   un 
elemento  dell*  ana  corrisponde  un  solo  elemento  nell*  altra. 
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tali  presi  ad  arbitrio  nella  stessa,  oppui-e  le  ascisse  (o  si- 
mili) rispetto  ad  un  elemento  origine  pur  fissato  ad  arbitrio, 
detta  X  la  coordinata  di  un  elemento  mobile  generatore 
della  forma,  e  similmente  dichiarate  a,  p',  y,  x  le  coor- 
dinate rispettive  degli  elementi  corrispondenti  ai  precedenti 
neir  altra  forma  prose  rispetto  a  tre  fondamentali,  o  ri- 
spetto ad  un  elemento  origine  notati  ad  arbitrio  in  que- 
st*  altra  forma,  si  avrà  per  definizione  della  projettività  delle 
due  forme  (a^Y^)={3t'^YV),  o  meglio  in  forma  intera 
qxoiJ -^rx-^-sx -^izz^  \  ritenuto  J=(a — t)(P' — ^t')— («' — t) 
(^~~t)*  ^^-  [  ì  equazione  bilineare  cioè  lineare  tanto  rispetto 
ad  X  quanto  ad  x\  e  che  vale  dato  un  elemento  x  di  una 
forma  a  determinare  il  corrispondente  x  nell'  altra. 

Del  resto  si  può  porre  senz'  altro  un'  equazione  bilineare 
qxnd -^rx-^sx -^tzzi^  (dove  q,  r,  s,  t  esprimano  costanti, 
e  Xy  X  coordinate  variabili  di  due  elementi  generatori  di 
due  forme)  e  dimostrare  con  tutta  facilità  come  il  rapporto 
anarmonico  di  quattro  elementi  qualunque  x  di  una  forma 
risulti  eguale  a  quello  dei  quattro  corrispondenti  x'  nel- 
r  altra.  Invero  dicendo  x^,  x^,  a?, ,  x^  le  coordinate  dei 
quattro  elementi  x,  e  x\  ,  x\,  x\,  x\  quelle  dei  quattro 
X  rispettivamente  deducesi  dalla  stabilita  equazione 


rx^  -^t        ^  rx^  -♦-/ 


,     etc.    e  quindi 


(^r^^j)  (^'«— ^'i)_  ('^s-qiY(x—x^){x^''X,) 
(x\  —x\)  (x\—x\)'^  (rs—qtY(x,—x,){x^ - x^)  ' 

ossia 

(x\x\x\x\)zz(x^x^x^x,)  . 

È  pure  sufficiente  a  dimostrare  Y  accordo  della  formula 
qxx  •^'rx-^sx  -^l:=,0  colla  nozione  di  projettività  la  sola 
riflessione  che  la  formula  produce  un  solo  valore  di  x 
corrispondente  ad  uno  dato  per  x  e  inversamente,  come 
appunto  ad  un  elemento  di  una  forma  corrisponde  un  ele- 
mento ed  un  solo  nella  projettiva. 
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Vedremo  più  avanti  espressioni  algebriche  uniformi  per 
le  corrispondenze  univoche  sia  per  forme  geometriche  di 
1/  specie  che  per  forme  di  specie  superiore. 

L'  equazione  qxx  '^rx-¥'SX  -^tzzO  si  dirà  equazione  di 
projettività  se  le  duo  forme  saranno  di  nome  diverso,  di 
projettività  e  anche  di  omografia  se  dello  stesso  nome. 

2.**  I  coefficienti  q^  r,  s,  t  (funzioni  delle  coordi- 
nate degli  elementi  fissi  di  tre  coppie)  delT  equazione 
qxx -^rx-^sx -¥'tz=:0  di  projettività  sono  esprimibili  per 
mezzo  delle  cojrdinate  (x^ ,  x\),  {x^ ,  x^,  {x^ ,  x^  degli 
elementi  di  tre  altre  coppie  qualunque. 

Si  ha  il  sistema  delle  quattro  equazioni 

qxx'  -^rx  ~^sx'  h-^=iO  , 
qx^x\'¥'rx^-^sx\^^l=.0 , 
qx^x\-¥'rx^'^sx\-^tz^O , 
qx^x\'¥'rx\'¥'Sx\'¥'tz=.0 , 


q         r        s 
di  cui  le  ultime  tre  fissano  i  valori  di    "7~  i  ~r"  .  "y  • 

L  V  t 

q        r        s 
Eliminando  i  tre  rapporti  —    ,  —-  ,  —  si  ottiene  Te- 

V  e  e 

quazione  di  projettività  nella  forma  (C.  A.  R.  §  Vili,  n.®  3) 


XX 

X 

X 

1 

x\x  ^ 

^. 

x\ 

1 

X^X  2 

a-j 

x\ 

1 

a?3»'3 

^3 

^\ 

1 

=0 


H- 


Se  (X, ,  X',),  (X, ,  X',),  (Xj ,  X's)   sono   le  coordinate 
degli  elementi  di  altre  tre  coppie,  si  avrà 
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J*! 

^', 

1 

X, 

x\ 

1 

•^3 

•< 

1 

X,  X'.  1 
X,  X',  1 
X,    X',    1 


f  /         I 

r,:f'3  a^'3    1 

X,X',  X',  1 

A.9  A.  a     A.   2      ^ 
X3X   3     X  3     1 


.r,.T',    a-,   1 

a-.a/,    a?,   a?', 

.r,x\   a-,  1 

a?j.T',  iP,  a;'j 

;r.,.r'3    .r,  1 

.r-ja^'j  a-3  x\ 

X,X',  X,  1 

*""■" 

A..  A.  ,    A.    A  j 

X,X',  X,  1 

XgX  g  X,  X', 

X3X3  Xj  1 

^S^'s    ^3  ^3 

Souo  sufficienti  tre  coppie  di  elementi  per  individuare 
la  corrispondenza  projettiva. 

Per  costruire  ad  esempio  due  punteggiate  a  senso  del- 
l' equazione  qxx-^-rx-^sx-^-tzzO  (le  quali  oltrecchè  pro- 
jettive  potranno  dirsi  omografiche)  si  segnino  tre  punti 
a,  b,  e  ad  arbitrio  su  di  una  retta  m  e  mediante  detta 
equazione  si  costruiscano  su  di  un'altra  retta  m'  tre  punti 
a,  b\  c\  che  siano  corrispondenti  ad  a,  b,  e  rispettiva- 
mente, indi  si  proceda  nel  modo  indicato  (n."  1,  4.^),  op- 
pure collocate  le  due  rette  sullo  stesso  piano  in  posizione 
arbitraria  si  projettino  da  a!  mediante  rette  i  punti  a,  b^  e 
e  da  a  i  punti  a\  b\  c\  si  notino  il  punto  ^  d' incontro 
del  raggio  ab'  col  raggio  a'b,  il  punto  y  d' incontro  di  ac' 
con  ac,  si  congiungano  con  retta  P  i  due  punti  p,  y» 
indi  si  projetti  qualunque  punto  d'  della  P  da  a'  sulla  m, 
da  a  sulla  m'.  Con  ciò  si  otterranno  sulla  m  punti  d,  e 
sulla  m'  punti  d'  corrispondenti,  le  cui  coordinate  soddi- 
sfaranno air  equazione  predetta. 

Il  punto  d'  incontro  delle  due  rette  m,  m  guardato 
come  un  punto  e  appartenente  alla  ??i  ha  per  corrispon- 
dente nella  w'  il  punto  e'  d'  incontro  di  questa  colla  P,  e 
guardato  come  un  punto  e'  appartenente  alla  771'  ha  per 
corrispondente  nella  m  il  punto  e  d' incontro  di  questa 
colla  -P. 

Per  costruire  due  fasci  di  rette  a  senso  della  ripetuta 
equazione  e  per  procedere  con  metodo  correlativo  del  pre- 
cedente si  segnino  tre  rette  a,  b,  e  ad  arbitrio  ma  in  fa- 
scio attorno  ad  un  punto    m,    e    mediante    1'  equazione   si 
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costruiscano  attorno  ad  altro  punto  ni  tre  rette  a',  &',  e 
che  siano  corsispondenti  alle  a,  h^  e  rispettivamente,  e  che 
siano  nello  stesso  piano  con  esse,  si  determinino  i  punì 
d' incontro  della  ci  colle  a,  6,  e,  e  della  a  colle  a',  h\  e 
si  noti  la  retta  ^  di  congiunzione  del  punto  aV  col  punte 
db,  la  retta  y  di  congiunzione  del  punto  oc'  col  punto  a^c 
si  determini  il  punto  P  d'  incontro  delle  due  rette  p,  y 
indi  si  notino  i  punti  d*  incontro  di  qualunque  raggio  h 
emergente  dal  punto  P  colle  a,  a  congiungendo  mediante 
retta  il  primo  di  tali  punti  con  m\  e  1*  altro  con  m.  Coi 
ciò  si  otterranno  attorno  ad  m  rette  d,  e  attorno  a  m 
rette  d  corrispondenti,  le  cui  coordinate  soddisferanno  alls 
predetta  equazione. 

La  retta  di  congiunzione  dei  due  punti  m,  tri  guardati 
come  un  raggio  e  appartenente  al  fascio  di  centro  m  hs 
per  corrispondente  nel  fascio  di  centro  m!  la  retta  e  d 
congiunzione  del  punto  ni  col  punto  P,  e  guardata  come 
un  raggio  e  appartenente  al  fascio  di  centro  ini  ha  pei 
corrispondente  nel  fascio  di  centro  m  la  retta  e  di  con- 
giunzione del  punto  m  col  punto  P. 

3.*  Dalle  osservazioni  e  calcoli  precedenti  risulta  come 
la  condizione  {xx^x^x^iz.^x'x'^d^x'^  |  x^x^yX^^x^  coordinate 
di  natura  qualsiasi  di  quattro  elementi  di  una  forma  di 
prima  specie,  x\x\^x\,x\  coordinate  dei  loro  corrispondenti 
in  un*  altra  forma  della  stessa  specie  i  sia  traducibile  in 
una  equazione  della  forma  (w)  (2.*),  e  come  inversamente 
ammessa  la  sussistenza  di  un*  equazione  della  forma  (co)  si 
abbia  poi  la  condizione  (xx^x^x^'=i{xx\x\x^^  tuttavia 
giova  prender  nota  del  seguente  modo  di  trasformazione 
della  (co),  appoggiato  allo  sviluppo  di  essa  secondo  i  pro- 
dotti dei  minori  di  2.®  ordine  deducibili  dal  sistema  delle 
due  prime  verticali  pei  complementari  deducibili  dal  sistema 
della  3/  e  4.*  verticale  del  determinante  primo  membro 
della  (co). 

Si  ha 
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1 

X     ed 

xx' 

1 

X,     x\ 

07,07', 

1 

x 

< 

x,x\ 

1 

a?,    x\ 

«'.a?; 

"■" 

1 

X, 

«*'s 

00^'i 

1  X^        X  ^         ^3^3 


=(x—x,){x^—x^){x\x\^xx\)'¥'{x^—x){x^—x^)(x\x\'^^^ 
'^(x^x^)(x^  —x^){x\x\-^xx\)=0, 
oppure    I  considerato  che 

[x—x,  ){x^—x^)-¥'{x^—x)(x^—x^)-^(x  —x^){x^  -  a?,)= 


X  \  X  — x^ 
x^  1  a?! — x^ 
x^     1    a?,— d?3 


=0 


(o/,— £p)(a7, — a73)(a7'jip'3-#-a7  a?  ^ — x^ , — ^'^'i) 
-♦-(il?— a?3)(a7,— a?J(a;'ia7',-Ha?V3— a?',a?'3--a?VJ==0, 

oppure 

-a?)(a?i— iPaXa?— a?'3)(a?',— a7\)-4-(^— a73)(iri— a70(a?— a/,)(^^^ 
0  alla  breve  (xx^x^^z=.{x*x\x^\). 

La  (co)  è  a  dirsi  condizione  necessaria  e  sufficiente  di 
projettività  di  due  forme  di  prima  specie  od  anche  di  o- 
mografia  nel  caso  di  forme  omonime. 

4.^  Siccome  mediante  costruzioni  armoniche  (§  VI,  2,  5.®) 
sì  può  partendo  dagli  elementi  fondamentali  di  una  forma 
giungere  a  determinare  un'  elemento  di  coordinata  k  qua- 
lunque, cosi  è  manifesto  come  due  forme  dovranno  risul- 
tare projettive  se  avvenga  che  ad  una  quaterna  armonica 
deir  una  corrisponda  una  quaterna  pur  armonica  dell'altra. 
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3.  1.°  Dall'equazione  di  projettività  qxx  •^rx-¥'SX  -¥-11^0 

applicata  a  duo  punteggiate  omografiche  soijtenute  da   due 

r.r-i- 1 

retta  distinte,  e  ritenute  x\  x  ascisse  deducesi  xzz. • 

qx-¥'S 

s 
Messo  qx-¥'S-=zQ  ossia  .rzz risulta    x=zoo.    e    posto 

Q 
r 
X'=.x.    risulta     x'-zi. .  Si  scorge  come  il  punto  limite 

s 
\  della  prima  punteggiata  abbia  per  ascissa ,     e  il 

r 
punto  limite  t  della  seconda  abbia  per  ascissa    —  —  . 

2.®  Indichiamo  con  0,  ui  le  origini  rispettivamente  site 
sulle  due  rette  sostegno  delle  punteggiate,  con  0'  il  punto 

i 
corrispondente  di  0,  e  con  w  quello  di  w .  Sarà Tascis- 

t 
sa  di  0',  e    — —  quella  di  w. 

3.**  Se  5'=:0,  X  e  /'  sono  all'  infinito  sulle  rispettive  rette 

sostegno,  e  cioè  i  punti  all'  infinito  delle    duo    punteggiate 

sono  fra  loro  corrispondenti.  Nel  caso  le    due    punteggiate 

sono  simili.  Invero  mutando  uell'  equazione   rx-^-sx-  -^-izizfy 

t 
la  X    in     X' —  —  (X'  ascissa  di  un    punto    della    seconda 

t  \ 

punteggiata  a  partire  da  0')  si  ottiene  rj?-H5(X' y-i-^zzO, 

X             s 
ossia  ra7-4-5X'=:0  donde  rilevasi  -rr^  =i ,    e  quindi  se 

a,  b,  e, sono  punti  della  prima  punteggiata  corri- 
spondenti rispettivamente  ai  punti  a\  b\  c\ della 

seconda  si  può  scrivere 


Oa__  Ob  _  Oc _ 
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Se  r:iis  le  due  punteggiate  sono  eguali. 

Le  due  punteggiato  prendono  posizione  prospettiva  se 
engono  disposte  parallele  fra  loro.  Il  centro  di  prospettiva 
iesce  a  diversa  distanza  dalle  due  punteggiate  se  queste 
ono  diverse;  e  riesce  alla  stessa  distanza  (finita  od  infinita) 
e  sono  eguali.  Si  possono  porre  le  due  punteggiate  in  po- 
izione  prospettiva  anche  facendo  coincidere  un  punto  al 
inito  col  suo  cdiTispondente.  ma  allora  il  centro  è  ali*  in- 
inito  in  ogni  caso. 

4.®  Trasportando  V  origine  0  in  X  e  la  m  in  F,  e  di- 
endo  X,  X'  le  nuove  ascisse  di  due    punti    corrispondenti 


i  ha    x=X — 


Sostituendo    nella 


sr — qt 
ìxx-^-rx-^sx  -^i=:0  si  ottiene  XX'z: —  ,  e  quindi  sa- 


à  lecito  scrivere 


q' 


\a  .  tci-zzXb .  tb'^=.\c  .  tczz  etc. 

Inversamente  due  punteggiate  a,b,c,  ,  .  .  a\  b\  e ,  .  .  . 

loggette  alla  relazione  semmentaria  Àa  .  l'a'zzXb  .  (b'=:  etc. 
lOQo  omografiche. 
5.°  Trasportando  nella  retta  sostegno  della   2.*  punteg- 

[iata  l'origine  w   nel   punto    0'( ;-)        corrispondente 

leir  origine  0  della  prima  punteggiata  1*  equazione 


liviene 


X  nuova  ascissa  del  punto  di  ascissa  x)  ossia 

rs — gt 
qxX'^ -x^sX=  0. 
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rs — qt-^-  s^ 

Posto  X'=zx  si  ha    yu:*'-H .^=0,  e  quindi  (tra- 

s 

scurando  la  soluzione   j^'=:0)    xzz =X'  ,      e 

'  qs 

rs — qt-^s^ 

detto  b  il  punto  di  ascissa   a?= ,     V    il    suo 

qs 

rs — qt-^s^ 
corrispondente  di    ascissa    X'= ,  si  può 

scrivere  06zz0'6'. 

s  rs — qt 

Siccome   —  —  , sono  le  rispettive  ascisse 

q  qs 

dei  punti  limiti  X,  /'  cosi  è  pur  lecito  scrivere 
Ob=Gb'zzGt^0Ì, 

rs — qt — 5* 

Ponendo  X'i= — x  si  ha    — qx^-^ xzzQ  ,      e 

s 

rs—qt — 5* 
(trascurando  la  soluzione  xzzO)    x=z ,     e  detto 

rs — qt — s^ 
P  il  punto  di  ascissa    xzz e   p'    il    suo   corri- 

rs—qt — 5*  —         — 

spendente  di  ascissa     X'=- vedesi   0^=— O'p' 

<?d  anche  Op=i — O'^zz^O'-nOX.  Si  può  dunque  a  partire 
da  un  punto  qualunque  0  della  prima  punteggiata  segnare 
due  semmenti  0&,  0^  che  riescano    rispettivamente    eguali 

ai  loro  corrispondenti  0'h\  0'^'  nelT  altra,  ma  V  uno  collo 
stesso  segn»  e  l'altro  con  segno  contrario.  Si  può  far  la 
costruzione  di  tali  semmenti  coli'  ausilio  dei  punti  limiti. 

6.®  Se  ai  punti  ax-^^zzO,  y«^-*-^=0  di  una  punteggiata 
corrispondono  i  punti  ax-^^'zzO,  yx-^-ff'zizO  rispettivamente 
in  nn  altra  omografica  {x  coordinata  di  natura  qualsiasi), 
due  punti  corrispondenti  qualunque  saranno  rappresentabili 
colle  equazioni 
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ritenute   u,    t\    u,    ti    variabili    soggette    alla    condizione 

M        vi 
—  :  — T=<?  {p  costante).   E    lecito  ritenere  fondamentali  i 

duo    punti    rappresentati   dalle    due    equazioni     aj?-i-^=:0, 

u 
YJ?-»-^=:0,     e    —     coordinata  rispetto  ad  essi    del    punto 

generatore  della  prima  punteggiata,  e  similmente    ritenere 

fondamentali    i    due    punti    rappresentati    dalle    equazioni 

vi 
aa7-H^'=0,  y'o^-i-ò^'zzO    e    -7-     coordinata  rispetto   ad  essi 

del  punto  generatore    della    seconda    punteggiata.    Ora    la 


u        u  u 

condizione  —  :  — t=  costante    ossia  — 

V  V  V 


zc—r    stabilisce 

V 


una  corrispondenza  univoca  fra  le  due  punteggiate   e   cioè 

la  projettività  e  insieme  omografia  delle    due    punteggiate. 

Del  resto  senza  difficoltà  si  può  riconoscei'e  che  il  rap- 


porto anarmonico   di    quattro   punti      —  ,  - 
della  prima  punteggiata  e  cioè 


li. 


M, 


(x^x^^x^)= 


x^^x^yX^^^  coordinate  x  dei  quattro  punti,  e  cioè 


X, 


UiP-HVj^' 


riesce  eguale  a  quello 


X.-=L  — 


etc. 


23 
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u\      u',      u',      «', 


c«|  (4^2  ^3  ^^4 

dei  quattro  puati  —r  t  —r  y  —r  ^  —r  corrispondenti  nella 
seconda  in  forza  appunto  delie  condizioni 


^?,  t?,  t>,  y. 


Se  si  pone  t^|=0,  u.j=0  si  ottiene 

('-l:)(»-^r'" 


e  cioè  il  rapporto  anarmonico  dei  due  punti    fondamentali, 
e  due  altri  qualunque   della    prima    punteggiata;    rapporto 

che  vale  —r:—r* 

4.  Due  forme  di  1.*  specie  omonime  ed  omografiche 
dello  ste^iso  sostegno  hanno  due  elementi  uniti. 

1.^  Si  adagino,  ad  esempio  due  punteggiate  omografiche 
sulla  stessa  retta. 

Dall'  equazione  qxx  -^rx-^sx  -^t=.0  di  omografia  (dove 
X,  ocf  ascisse  di  comune  origine)  fatto  x'^ix  deducesi 
qx'^'^(r'^s)X'^t'=z.O^  e  si  apprende  come  le  due  punteg- 
giate posseggano  due  punti  uniti  (doppi,  tautologia  fuochi, 
etc.)  dei  quali  uno  u  di  ascissa 


— (r-+-5)-+- V/(r-+-5)* —  Aqt 


2? 
e  l'  altro  v  di  ascissa 


— (r-^s) — \/(r'^sY —  Aqt 

v=  ^ 
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reali  distìnti,  o  reali   coincidenti,   od   iramaginarii    secondo 
che  sia  (r-H^)^ — 4qt  >  oppure  =:  oppure   <0. 

2.®  Dette  x^  x^  le  ascisse  dr  due  punti  qualunque  della 
prima  punteg:5Ìata,  e  .r',  Jr\  quello  di  corrispondenti 
nella  seconda  si  avrà  (W.i\v^)^\]Vx'x\),  e  quindi 
(\]Yxx)z:z{l]VXiX\).  Vedesi  costante  il  rapporto  anarmonico 
dei  due  fuochi  e  di  una  coppia  qualunque  di  punti  x,  x 
corrispondenti.  Se  ne  può  determinare  il  valore  in  fun- 
zione di  q,r,s,t  mettendo  per   U,  V    i   valori    sopra    deter- 

rx'¥'t 
minati  e  per  x   il  valore  —  — —  ,      o    meglio   ponendo 

QX'^^S 

s  ^ 

x:= (ascissa  del  punto  limite  X)   e   a?  =:  -e    (ascissa 

del  punto  corrispondente  a  X).  Noli'  uno  o  nell'  altro  modo 
ottiensi 


/fiT.     'V     r—s—x{r-^sy—4ql 

{[]Yxx)= . 

r — 5-Hv/(r-H*)^ — 4pt 

Tale  rapporto  si  dirà  caratteristico  del  Tomografia  di  due 
forme  di  1/  specie  dello  stesso  sostegno  in  quanto  sia 
proprio  di  essa  e  valga  dati  i  due  elementi  doppi  a  co- 
struirla, eccezion  fatta  del  caso  in  cui  i  due  elementi  doppi 
coincidano  e  cioè  si  abbia  (r-^-sy^iiqt  e  lo  stesso  rapporto 
{\}yxx')=l. 

3.^  Nel  sistema  di  due  punteggiate  omografiche  soste- 
nute dalla  stessa  retta  il  punto  medio  del  semmento  inter- 
cedente fra  i  due  fuochi  w,  v  è  lo  stesso  che  il  punto 
nfiedio  del  semmento  intercedente  fra  i  due  punti  limiti  X 
9  l\  poiché  si  r  uno  che  /*  altro   hanno    la    stessa    ascissa 

—  .     I  due  fuochi  possono  essere  immaginarli   ma  il 

punto  medio  è  sempre  reale. 

5.  1.^  La  corrispondenza  fra  le  due  punteggiate  è  reciproca 

quando  si  abbia  {\]Yxx^)=:'^\,    poiché    nel    caso,    essendo 
[\JYxx)=:{{]Yxx),  ciascun  punto  x  tanto   considerato    ap- 
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parteoente  alla  prima  come  alla  seconda  punteggiata  ha 
per  corrispondente  lo  stesso  punto  a?*  nelPaltra  punteggiata. 

2.^  Nel  caso  di  (Wxx')z=:\  (supposti  U,  V  distinti}  vi 
ha  reciprocità  fra  le  due  forme  ma  puro  identità  dovendo 
essere  xznx. 

3.®  Quando  {[]Vxx)= — 1  e  cioè  quando  una  coppia 
qualunque  x,  oò  separa  armonicamente  i  fuochi,  o  inver- 
samente, si  suol  chiamare  punteggiata  in  involuzione  qua- 
dratica la  risultante  delle  due  sovraposte.  (*) 

I  due  punti  limiti  X,  t  coincidono  in  uno  X,  e  quindi 
detti  M,  w  i  fuochi  si  avrà  (n.*^  3,  4.®) 


\a  .  Xa'  =  X&  .  Xb'=. 


.  .=Xet  =Xt;  = 


e  quindi  X  sarà  il  punto  medio  fra  i  due  fuochi    te,    i\    e 
si  dirà  centro   dell'  involuzione    a    cagione   della    costanza 

del  prodotto  Xa  .  Xa'. 

4.®  L'  equazione  generale  di  omografiia  (^a-x-'-f-ra-H- 
sx''¥'t=zO^  ammessa  la  reciprocità  delle  due  punteggiate 
collocate  sopra  una  stessa  retta  dovrà  evidentemente  pre- 
sentarsi simmetrica  rispetto  ad  x  e  x\  e  cioè  dovrà  essere 
rzzis.  Inversamente  ammessa  r=:s  si  avrà  la  reciprocità. 

L'  equazione  d' involuzione  qxx' -^t^x-^xj-^l^zO  al 
pari  della  generale  da  cui  deriva  si  può  intendere  appli- 
cata a  fasci  di  rette  o  di  piani  e  ritenere  in  essa  x^  x 
ascisse  o  coordinate  projettivo  od  altre. 

I  fuochi    essendo    determinati    dalla   ga?*-f-2ra7-+-<i=:0, 

e  cioè  dalle  ascisse    ,  veggonsi  reali  distinti 

se  r* — qtyO,  reali  coincidenti  se  r' — gt=:0,  immaginari  se 

r 

II  centro  di  ascissa è  in  ogni  caso  reale. 


(*)  Desaroues,  Ghasles.  Geometri  e  Supórieure  239. 
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5.^  Mutando  nell'  equazione  d' involuzione  qxpi/-^y*{x-^ 

r  r 

.r')-»-^=zO,    X  in  X ,  x'  in  x' e    cioè  portando 

q  q  ^ 

r^—qt 
r  origine  nel  centro  si  ottiene   xx=. — ^—  ,     e   si   ripro- 
duce la  formula  \a  .  Xa'zz.  costante. 

Se  questa  costante  ha  valore  nullo  e  cioè  se  r' — qtz=,0, 
allora  a  qualunque  valore  di  x  (eccetto  zero)  corrisponderà 
sempre  uno  stesso  valore  x'znO  e  a  qualunque  valore  di  x 
(eccetto  zero)  corrisponderà  sempre  uno  stesso  v«lore  ,r=0, 
e  cioè  a  tutti  i  punti  di  una  punteggiata  corrisponde  un 
solo  punto  neir  altra. 

6.*^  Due  punti  sopra  di  una  retta  e  rappresentati  dal- 
l'equazione  mx^-^nx-^pziiQ  possono  essere  ritenuti  i  tuo- 
chi  di  una  infinità  di  omografie  collocate  sulla  retta,  e 
r  equazione  di  ciascuna  omografia  sarà  mxx  •^hx-^(n — 
/i)^'-*-p=0  (h  arbitraria).  Fra  tali  omografie  una  sola  sarà 

n 
involutoria,  e  appunto  quella  per  cui  si  abbia   ^^=-0"  • 

7.^  Qualunque  punto  m  di  una  retta  sostegno  di  due 
punteggiate  omogi^fiche  è  punto  medio  fra  due  corrispon- 
denti a,  a!  ed  anche  fra  due  altri  6,  b'.  Messa  Y  origine 
delle  ascisse  nel  punto  m,  dette  x,  x  le  ascisse  di  due 
punti  corrispondenti  V  omografia  viene  definita  dalla  bili- 
neare  j.(vr-»-r.r-+-^.r-i-/z=0.  Posto  xzz, — x  e  cioè  scritto 
—qx^'^(r—s)X'^izzQ  deduconsi  le  due  radici 

r— 5_J_V(r — sY-^Aqt 


e  quindi  vi  è  un  punto  a  di  ascissa 


r — s  •^V(r—sY'^Aqt 
2q 

ed  un  altro  a    (corrispondente  di  a)  di  ascissa 
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r—s  -+- V  (r — sy-*-4qt 

e  cioò  vi  sono  due  punti  a,  a'  equidistanti  da   m,  e    vi   è 
poi  un*  altra  coppia  b,  h'  di  ascisse 


r — s  — V{r — sf-^Aqi 

^ ^ 

corrispondenti  ed  equidistanti  da  m. 

Se  (r — sY-^AqtyO  le  due  coppie  a,a\  b,b'  sono  reali  e 
distinte,  se  (r— 5)*-+-45'/z=0  le  due  coppie  coincidono  in 
una,  se  {r — s)^'¥-4qt<CiO  le  due  coppie  sono  immaginarie. 

Se  gzzO  le  due  omografiche  sono  simili  e  per  x'zz — x 

i 
si  ha  x-=. ;  ,    e  si  ha  una  sola  coppia  a,  a   che   ha   m 

per  punto  medio. 

Se  r  omografia  è  involutoria,  e  cioè  se  essa  è  definita 
dall'  equazione    ^a?ir'-i-r(T-+-.V)-+-^=0    si   ha  per    xz=. — x' 

l'equazione  — qx'^-^tznO  donde  xzz^X/    —  , 


vi  è  una  coppia  a,a'  di  ascisse  db 


e   cioè  se 
V     —   ,  ve  n'< 


'è  un'al- 


tra b,b'    di    ascisse   + 


i/?. 


e  tanto  significa  che   b 


coincide  con  a  e  V  con  a,  o  in  altre  parole  che  vi  è  una 
sola  coppia  di  punti  coniugati  nell'  involuzione,  dei  quali 
un  dato  punto  m  sia  punto  medio. 

Però  nel  caso  che  un  fuoco  fosse  all'  infinito  V  altro 
sarebbe  il  punto  di  mezzo  di  qualunque  semmento  aa\ 
Invero  portando  1'  origine  in  un  fuoco  1'  equazione 
qxx  •^r{x-^x)'^t^Q  si  trasforma  nella 


jXX'-H^r^— jt(XH-X')=0 , 
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—  aso- 
la   quale   per     X'=X    diviene     gX*-+-2X\/r*— j/  =0,  da 
cui   si    trae    X=0    pel    fuoco    che    sta    neir  origine,    e 

X=i — per  r  altro.  Ora  se  quest*  altro  sta  al- 
l' infinito  bisogna  che  sia  5'zzO,  cioè  che  V  equazione  d' in- 
voluzione riducasi  alla  semplicissima  forma  Xz= — X^  Que- 
sta mostra  che  il  fuoco  al  finito  è  il  punto  medio  di  qua- 
lunque semmento  aa. 

Lo  stesso  risulta  dalla  (Mccaa')= — 1  (w,  ex  fuochi,  a,  a! 

punti  corrispondenti)  ossia  uazz — ua^ 

8/^  Essendovi   nell*  equazione  d*  involuzione 

q         r 
due  soli  arbitrari  rapporti  e  ad   esempio  "r  i  "^  ♦  baste- 

ranno  due  sole  condizioni  a  determinare  un'  involuzione, 
e  per  esempio  due  coppie  di  punti  di  coordinate  arbitrarie 
X,X'  Y,Y'.  Allora  V  involuzione  si  esprimerà  colla 


xx' 

x-*-x' 

1 

XX' 

Xh-X' 

1 

YY' 

Y-t-Y' 

1 

=0, 
f-Y'      1 

equazione  equivalente  alla 

(a?— X)(Y— a7'){X'— Y')=— (iP'-X')(Y'— ii?)(X— Y). 

Di  questa  equazione  si  può  dire  che  essa  significa  l' in- 
voluzione di  sei  punti  (*). 
Si  può  anche  scrivere 

(07'— X)(Y— a?)(X'— Y')=— (rr— X')(Y'— a?')(X— Y), 


(*)  Chasles.  Geometrie  sapérieare  —  Di  visiona  en    iavolation    — 
Involution  de'  six  points  —  etc. 
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anche 

(a.'— X)(Y'— a;0(X'~Y)=— (a?'-X')(Y-a?){X-Y'), 

ed  anche 

(a?— X)(r— a;)(X'— Y)=-(a?— X')(Y— a?')(X— Y'). 

Pur  si  potrà  esprimere  V  involuzione  dei  sei  punti  con 
una  delle  seguenti  sei  formule  (delle  quali  ciascuna  è  com- 
prensiva delle  altre  e  delle  precedenti). 

(XX'Ya?)=(X'XYV),  (XrYa?')=(X'XY'(p), 
(YY'X.T)=(rYXV),  (YY'Xx')=(Y'YX'x), 
{xx'XY)={x'xX'Y%         {xcc'XY)={x'xXY). 

Ad  esempio  la  (XX'Yir)=(X'XYV)  si  può  tradurre 
nella  forma  (X'a'XY)=(Xa?XY'),  oppure 

(X— X')(.r— X)(Y'— a7')(X'— Y)=— (X— r)Cr'— X')Ci— a^(X-T), 

ossia 

(a*-X)(Y'— .r')(X'— Y)=— (ìt''— X')(Y-^)(X— Y').    etc. 

Sì  potrà  dire  che  tre  coppie  {a,a'),  (&,&'),  (c^c)  di  elo- 
menti sono  in  involuzione  quando  il  rapporto  anarmooico 
di  una  quaterna  di  essi  contenente  un  elemento  di  ciascuna 
coppia  risulti  eguale  al  rapporto  anarmonico  dei  quattro 
corrispondenti. 

L'  equazione  (co)  (n.^  3,  2.^)  d'  omografia  si  adatta  al 
caso  dell'  involuzione  pur  colle  seguenti  operazioni.  Si 
ponga  a'iZZir',  a/i=:x,  e  al  fine  di  riprodurre  la  jfrecedente 
equazione  d'  involuzione  colle  stesse  notazioni  si  ponga 
fl72=X,  x\zizX\  x^z=:Y,  x^=Y\  e  si  sommino  la  seconda 
e  terza  verticale  e  poi  si  sottragga  la  prima  orrizzontalo 
dalla  seconda.  Si  ottiene 
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oooi  X  x' 

x'x  x'  X 

XX'  X  X' 

YY'  Y  Y' 


(.r— a?) 


xx'  x-^x'  1 
XX'  X-hX'  1 
YY'    Y-hY'     1 


xx'    x-^x      x'  1 

0         0      x—x  0 

XX'  Xh-X      X'  1 

YY'  Y-+.r    r  1 


=zO,     ossia  (sopprimendo  x — x) 


XX  x-^x  1 
XX'  X-hX'  1 
YY'    Y^Y'     1 


=0. 


Se  le  due  coppie  di  punti  (X,X'),  (Y,Y')  sino  rappresenta- 
te dallo  equazioni    azzx^-^mx-^nzuO,  p=z.r*-i-m'.r-i-n'=0,^ 
qualunque    coppia   dell*  involuzione    sarà    rappresentabile 
coir  equazione  a-+-r^=:0  {v  aibitraria)  poiché 


=0. 


I  due  fuochi  di  tale  involuzione  saranno  determinati  dalla 
07»      Zv       1 
n     — m      1    =0. 
n'     — m'    1 

I  sei  punti  (Le  sei  rotte)  (*)  (a,a'),  (b,b'),  {c,c')  che  con- 
giuQgono  una  retta    (un    punto)    V    coi    sei    lati    (vertici) 


n-*-vn 

m-*-vm 

1 

iH-P 

l-*-v 

n 

—m 

1 

n' 

— m 

1 

(')  Si  le^^a  il  testo  due  volte  omettendo  la  prima  volta  le  parole 
tra  parentesi,  e  la  seconda  volta  la  parola  che  precede  ciascuna 
parentesi. 


Digitized  by  VjOOQ  IC 


—  362  — 

(AB,  CD),  (BD,  CA),  (BC,  DA)  di  un  quadrangolo  (quadri- 
latero) piano  ABCD  sono  in  involuzione. 

I  due  fasci  di  rette  (Le  due  punteggiate)  (AB,AC,AD,A6), 
(CB,CA,CD,C6)  hanno  per  asse  (centro)  di  prospettiva  il 
lato  (vertice)  BD,  e  quindi  A(BCD6)=:C(BAD6).  Conside- 
rando i  punti  (le  rette)  che  congiungono  la  retta  (il  punto) 
V  colle  rotte  (coi  punti)  dei  due  fa^ci  (delle  due  punteg- 
giate) si  deduce  {aVdb)-=z(cìja'b),  ossia  {ab'cb)=z{a'bcb'), 
ossia  (dette  X,X',  y,Y',  x^x  le  coordinate  rispettive  degli 
elementi  a,a\  bfi\  c,c)  (XYVY)=(X'Ya.'T),  il  che  dimo- 
stra r  involuzione  delle  tre  coppie  di  punti  (rette)  a,a\ 
bj)\  c,c\  Pur  si  deduce  (XYa?Y')=(;r'YX'Y'),  ossia 
(XYa?Y')=(rYVY).     etc. 

Si  apprende  un  metodo  per  costruire  colla  sola  riga, 
dati  (date)  cinque  punti  (rette)  a,  a\  6,  b\  e  in  punteg- 
giata (in  fascio)  V,  un  sesto  punto  (una  sesta  retta)  d  in 
involuzione  con  essi  (esse).  Si  segnino  due  punti  (rette)  C, 
B  allineati  (concorrenti)  col  punto  (colla  retta)  e.  Si  notino 
le  rette  (i  punti)  Ca,  Cb\  Ba,  Bft,  indi  il  punto  (la  retta) 
D  congiungente  le  rette  (i  punti)  Ga\  B&,  poscia  il  punto 
(la  retta)  A  congiungente  le  rette  (i  punti)  Cb\  Ba,  infine 
il  punto  (la  retta)  e  congiungente  la  retta  (il  punto)  DA 
colla  retta  (col  punto)  V  sostegno  della  punteggiata  (del 
fascio)  proposta  (proposto). 

Collegando  mediante  rette  (punti)  i  sei  punti  (le  sei 
rette)  a,  a\  ft,  b\  e,  e'  con  un  punto  (con  una  retta)  h 
qualunque  del  piano  si  ottiene  un  fascio  di  sei  rette  (una 
punteggiata  di  sei  punti)  ha,  ha',  hb,  hb\  hc^  he*  in  invo- 
luzione. 

Spingendo  la  retta  (il  punto)  V  air  infinito  i  punti  (le 
rette)  a,  a\  6,  V  e,  d  scompajono  all'  infinito  (divengono 
parallele  fra  loro). 

Dunque  si  può  dire  che  sono  in  involuzione  le  sei  rette 
(i  sei  punti)  di  un  fascio  (di  una  punteggiata)  rispettiva- 
mente parallele  ai  sei  lati  dì  un  quadrangolo  (presi  sopra 
sei  rette  parallele  uscenti  dai  sei  vertici  di  un  quadrila- 
tero) piano. 
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Nella  punteggiata  risultante   dal    collocamento    di   due 

omografiche  a,  J,  e,  ,  .  .  .  ,   a\  b\  e' sopra  una 

stessa  retta  vi  sono  infiniti  sistemi  involutorii  di  sei  punti 
ciascuno.  Tali  sistemi  possiedono  in  comune  la  coppia  dei 
fuochi  M,  V  delle  due  punteggiate  considerati  però  per  ogni 
sistema  semplicemente  come  punti  conjugati  e  non  punti 
doppi. 

Un  sistema  è  (u,i?)»  (afi!),  (a\b)  poiché  per  la  dichiarata 
omografia  avendosi  {iivab)z:z(uva'b')  si  avrà  pure  (wr;a&)= 
(viib'a').  Un  altro  è  {u,v),  (a,c'),  {a\c).  eie. 

Analogamente  in  un  fascio  di  rette  oppure  di  piani  ri- 
sultante dalla  riunione  di  due  omografici  vi  sono  infiniti 
sistemi  involutorii.  etc. 

Se  p,  q  sono  gli  elementi  doppi  (focali)  di  una  delle 
dette  involuzioni,  ^^ ,  q^  quelli  di  un'  altra,  etc.  potremo 
dire  che  {p,  q),  (Pi ,  q^),  (p,,  ^,),  etc.  formano  essi  stessi 
una  involuzione  della  quale  sono  fuochi  quelli  u,  v  del- 
l' omografia  proposta.  In  quest'  ultima  involuzione  jd  è  da 
ritenersi  conjugato  di  q,  p^  di  q^  ,  etc. 

9.^  Segnato  in  una  punteggiata  un  semmento  ab^  e  in 
una  seconda  (omografica  della  precedente)  un  semmento 
a'b'  (a  punto  corrispondente  di  a  e  b'  di  b)  per  modo  che 
ab-noiV  com'  è  sempre  possibile  (n.^  3,  5.°)  si  collochino 
le  due  punteggiate  sopra  una  stessa  retta  in  guisa  che  il 
punto  V  coincida  con  a,  e  il  punto  b  con  d.  Con  ciò  lo 
due  punteggiate  assumeranno  posizione  involutoria.  Invero, 
r  equazione  g.>a?'-i-rip-i-5a?-+-^zz0  di  omografia  dovrà  tra- 
sformarsi in  guisa  da  essere  soddisfatta  tanto  mettendo  in- 
vece di  rr  e  ir'  rispettivamente  le  ascisse  a,  a!  di  a,  a' 
quanto  quelle  a,  a  di  6,  b\  e  cioè  dovrà  aversi 

q%a -^roL-^soL -^t^n,     qatoc-^roi' -^-sot-^-tz^O, 

e  quindi  (a — a')(r— 5)=0,  donde  7^zzs. 

Considerando  la  costruzione  delle  due  punteggiate  omo- 
grafiche sopra  le  due  rotte  w?,  7n  indicata  (n.®  2,  2.^  in 
fine)  vedesi  che  projettando  mediante  raggi  da  un  punto 
qualunque  co  della  P  le  due  punteggiate  si  dà  luogo  a  due 
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fasci  omografici  in  involuzione  poiché  il  raggio  co^  avendo 
per  corrispondente  il  raggio  P  qualunque  sia  il  fascio  a 
cui  lo  si  voglia  ritenere  appartenente  lo  stesso  deve  dirsi 
di  qualunque  raggio  emergente  da  o). 

Segando  i  detti  fasci  in  involuzione  con  una  retta,  op- 
pure projettando  da  essi  un  fascio  di  piani  si  otterrà  una 
punteggiata  oppure  un  fascio  di  piani  in  involuzione. 

Similmente  e  correlativamente  considerando  la  costru- 
zione di  due  fasci  di  rette  omografici  di  centri  m,  ni  in- 
dicata (n.**  2,  2.^  in  fine)  vedesi  che  tirando  una  retta  co 
qualunque  pel  punto  P  e  notando  i  punti  d*  incontro  di 
tale  trasversale  coi  due  detti  fasci  si  dà  luogo  a  due  pun- 
teggiate omografiche  in  involuzione  poichò  il  punto  o)^ 
avendo  per  corrispondente  il  punto  P  qualunque  sìa  la 
punteggiata  a  cui  lo  si  voglia  ritenere  appartenente  lo 
stesso  deve  dirsi  di  qualunque  punto  della  a>. 

Projettando  mediante  rette  la  detta  punteggiata  in  in- 
voluzione da  un  punto  oppure  da  un  asse  qualunque  me- 
diante piani  si  otterrà  un  fascio  di  rette  oppure  di  piani 
in  involuzione. 

10.^  Segando  con  una  retta  qualunque  T  la  serie  dei 
circoli  che  hanno  uno  stesso  asse  radicale  hk  (corda  co- 
mune che  congiunge  i  due  punti  A,  k  al  finito  reali  o  im- 
maginari! d*  incontro  dei  circoli)  si  ottiene  una  punteggiata 
a,  a',  6,  6',  e,  e,  d^  d,  etc.  in  involuzione  ritenuti  a,  a'  i 
punti  d'  incontro  della  T  con  un  circolo,  ft,  V  con  un  al- 
tro, etc.  Invero  detto  0  V  incontro  di  T  colla  hk  si  ha 

OA .  OA=Oa .  Oa'zrOft .  Ob'znOc .  Oc=  etc. 

ossia  ir^zr  costante  ritenuto  0  origine  e  x,  x'  le  ascisse 
di  due  punti  a,  a!  qualunque. 

I  due  fuochi  di  tale  involuzione  sono  i  punti  di  con- 
tatto di  due  circoli  colla  T,  e  quindi  essi  sono  reali  o  im- 
maginarli a  seconda  che  la  segante  T  incontra  1'  asse  ra- 
dicale esteriormente  o  interiormente  al  semmento  finito  hk, 

Deducesi  che  per  due  punti  A,  k  sopra  di  un  piano  pos- 
sono descriversi  due  circoli  (o  nessuno)   tangenti   ad    una 
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retta  data  T.  Il  concetto  d' involuzione  suggerisce  modo  di 
costruirli. 

So  T  è  parallela  all'  asso  radicale  il  centrj  0  delT  in- 
voluzione assiemo  con  un  fuoco  trovasi  all'  influito,  l'altro 
é  al  finito,  ed  è  il  punto  medio  di  qualunque  sommento 
aa.  Il  raggio  del  circolo  tangente  la  T  nel  fuoco  al  finito 
ha  lunghezza  finita.  Il  raggio  poi  del  circolo  tangente  la 
T  neir  altro  fuoco  è  infinito,  e  cioè  detto  circolo  non  è 
altro  che  V  asse  radicale  stesso. 

Invei*samente  se  si  hanno  sulla  stessa  retta  dei  semmenti 
aa!,  bb\  cc\  dd\  etc.  in  involuzione,  e  se  sopra  due  qua- 
lunque di  essi  come  aa\  bb'  si  descrivono  due  circoli  qua- 
lunque r  asse  radicale  dei  medesimi  passerà  sempre  pel 
centro  0  d'  involuzione,  poiché  se  h  ò  uno  dei  punti  d' in- 
tersezione al  finito  dei  due  circoli  e  se  la  retta  Oh  sega 
i  due  circoli  \i\  due  punti  /t,  k'  rispettivamente  devesi  avere 
OA.OAizOa.Oa',  0h,0k=0b.0b'  donde  deriva  OA=OA' 
e  cioè  k  coincide  con  k'. 

Cosi  se  per  uno  stesso  punto  h  del  piano  si  descrivono 
circoli  aah,  bb'h,  cch^  etc ,  questi  passeranno  tatti  per  un 
altro  e  stesso  punto  A,  e  la  retta  hk  pel  centro  d'  invo- 
luzione. 

Per  costruire  coppie  di  punti  sulla  stessa  retta  appar- 
tenenti all'  involuzione  determinata  da  quattro  punti  {a,a) 
(bfi')  di  essa  retta  basterà  di^egnare  due  circoli  uno  per 
a,a'  e  1'  altro  per  bfi\  notare  1'  asse  radicale  hk  comune  dei 
dtJe  circoli  e  per  A,A  disegnare  dei  circoli,  dei  quali  cia- 
scuno incontrando  quella  rotta  darà  una  coppia  di  punti 
dell'  involuzione. 

11.^  Se  sopra  i  semmenti  aa\  bb\  cc\  dd\  etc.  in  invo- 
luzione sulla  stessa  retta  presi  come  diametri  si  costrui- 
scono dei  circoli,  questi  passeranno  per  gli  stessi  due  punti 
(reali  o  immaginarli)  al  finito,  poiché  1'  asse  radicale  di  due 
qualunque  di  essi  circoli  deve  passare  pel  centro  0  d'  in- 
voluzione e  riescire  normale  alla  inetta  sostegno  dell'  invo- 
luzione. Se  A  è  uno  dei  punti  d' incontro  (supposti  reali) 
dei  detti  circoli,  le  rette  ha^  ha'  sono  fra  loro  ortogonali, 
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lo  sono  pure  Ai,  hb\  etc.  Il  fascio  di  rette  h{a^  a,  6,  h\ ) 

è  involutorio.  Adunque  i  lati  d'  un  angolo  retto  che  ruota 
stando  su  di  un  piano  attorno  al  proprio  vortice  generano 
due  fasci  omografici  in  involuzione,  ossia  un  fascio  in  in- 
voluzione. I  due  raggi  doppi  saranno  immaginari  essendo 
tali  i  fuochi  della  punteggiata  a,  a',  6,  ì)\  e,  e,  .  .  . 

Tenga  il  lettore  sempre  presente  che  qualunque  forma 
derivata  da  una  prima  mediante  sezione  o  projezione  cioè 
projettiva  con  una  prima  riesce  (§  VI,  n.^  1,  4.^  5,®,  § 
VII,  n,^  I.  8°)  della  stessa  natura.  Cosi  se  la  prima  è 
involutoria  (riunione  di  due  omografiche  a  corrispondenza 
permutabile),  qualunque  altra  projettiva  della  medesima 
sarà  pure  involutoria. 

Cosi  con  una  punteggiata  in  involuzione  si  può  dar 
luogo  a  infiniti  fasci  di  t*ette  o  di  piani  in  involuzione. 

In  un  fascio  di  rette  (di  piani)  involutorio  vi  saranno 
due  rette  (piani)  doppi,  uniti,  focali,  che  saranno  separati 
armonicamente  da  qualunque  coppia  di  elementi  conjugati. 

6.  1.^  Due  involuzioni  qualunque  di  elementi  dello  stesso 
nome  riunite  da  uno  stesso  sostegno  posseggono  in  comune 
una  coppia  di  elementi  conjugati.  Siano  <7xy-+-r(a7-i-ip')-»-^=0, 
q^xX'^r^(X'^x^'^t{=:XS  le  equazioni  delle  due  involuzioni. 
Deducesi 


XX'=.' 


<? 

t 

, 

?1 

h 

iV^'X  1^ 

Q 

r 

?i 

^1 

e  quindi  i  valori  di  x,  x   vengoDo  dati  da  una  equazione 

X*H----— -  Xh — — =0, 

qr,—q^r        qr^—q{r 

e  cioè  sono 

-('?<.-y.O±v^(g^-g.<)'-%>-.-g.^-)K"^^), 
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reali  distinti,  oppure  coincidenti,  oppure  immaginari  a   se- 
conda del  valore  e  sogno  della  quantità  sotto  radicale. 

L'  involuzione  xx'-^lzzO  ha  comuni  con  qualunque 
altra  q^xx  '■^f\(X'^x^)'^l^-=zO  (elio  abbia  lo  stesso  sostegno) 
due  elementi  conjugati  di  coordinate 

i  quali  sono  reali  e  distinti   qualunque    siano    i    valori    di 

?i.  ^11  ^1- 

La  serie  delle  involuzioni  che  riunite  nello  stesso  so- 
stegno posseggono  in  comune  due  elementi  conjugati  hanno 
i  loro  elementi  doppi  (focali)  in  involuzione,  e  di  questa 
involuzione  sono  elementi  doppi  (focali)  i  due  elementi 
comuni. 

2.^  Riunendo  un'  involuzione  qualunque  di  rette  (di  piani) 
con  quella  generata  dai  lati  (dai  piani)  di  un  angolo  retto 
che  ruota  attorno  al  vertice  nel  piano  (allo  spigolo  nello 
spazio)  si  vedrà  una  coppia  di  rotto  (di  piani)  conjugate 
(conjugati)  ortogonali  fra  loro  comune  alle  due  involuzioni. 
Adunque  qualunque  involuzione  di  rette  (di  piani)  possiede 
una  coppia  ortogonale,  ed  una  sola.  Se  una  involuzione  di 
rette  (di  piani)  possedesse  due  o  più  coppie  ortogonali,  essa 
coinciderebbe  con  quella  generata  dalla  rotazione  dell*  an- 
golo retto.  Si  tenga  presente  che  bastano  due  coppie  di 
elementi  per  determinare  una  involuzione. 

3.^  Abbiasi  un'  involuzione  di  rette  (di  piani)  di  cui  siano 
U,  V  gli  elementi  doppi  e  M,  M'  i  due  conjugati  ortogonali, 
i  quali  (come  ogni  altra  copia)  separano  armonicamente 
U,  V.  Segando  il  fascio  con  una  retta  normale  ad  uno  de- 
gli elementi  M,  M'  e  per  esempio  M,  si  otterranno  sui 
quattro  elementi  U,  V,  M,  M'  rispettivamente  i  quattro 
punti  M,  t;,  m,  j:  e  sarà  (t«vm^)=: — 1  ossia  nrnzzmv,  e 
quindi  m  il  punto  medio  del  semmento  uv,  e  per  essere  la 
uv  ad  angolo  retto  coli'  elemento  M  sarà  angolo  (MU)  e- 
guale  all'angolo  (VM).  Vedesi  pertanto  che  i  due  elementi 
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coojugati  ortogonali  oltre  ad   avere    la    proprietà   comuae 

colle  altre  coppie  di  separare  armonicamente  gii    elementi 

doppi,  pur  quella  posseggono  di  bisecarne  gli  angoli. 

Segando  il  fascio  con  una  retta  normale  ad  un  elemento 

doppio  e  per  esempio  U  si  avrà  {uvaa')=: — 1  (a,  a'  sono  i 

punti  d'  incontro  della  trasversale  con  due  elementi  A,  À' 

1111 

coniugati),  e  quindi = ;  (§  VI,  n.*^  1,  2.^) 

''  ^     ^       ^  uà       uv      uv       uà  ^^      '         '      ' 

2         11 

ossia     — 1=  —  H -,  .     Deducesi 

uv      uà       uà 


1  1 


costante. 


iang(\iW)^tang(\]h)      tang{\]My 

Disponendo  di  nuovo  la  trasversale  normalmente  all'  e- 
lemento  M  vedesi    mu  =:ma .  ma',    e  quindi 

tang\M[])=ztang(MA)tang{MA')=:  costante. 

4.^  Se  gli  elementi  doppi  U,  V  sono  fra  loro  ortogonali, 
gli  angoli  di  due  elementi  conjugati  ne  vengono  bisegatì 
(tanto  si  scorge  facilmente  segando  il  fascio  con  una  retta 
normale  a  uno  dei  due  elementi  doppi),  e  nel  caso  V  invo- 
luzione si  dirà  simmetrica  ed  ortogonale. 

Riunendo  in  uno  stesso  piano  e  nello  stesso  centro  le 
infinite  involuzioni  di  rette  rappresentabili  colla 

e  in  modo  (come  è  possibile)  che  tutte  abbiano  la  coppia 
ortogonale  (da  ciascuna  posseduta)  sulle  stesse  due  rette  A, 
h,  si  avranno  poscia  in  involuzione  ortogonale  e  simmetrica 
le  coppie  (U,  V),  (U^,  Vi),  (U^,  V,),  etc.  delle  dette  iavo- 
luzioni,  e  di  tale  involuzione  saranno  rette  doppie  (focali) 
le  A,  k.  U,  V  sono  le  rette  doppie  di  una  delle  ripetute 
involuzioni,  Ui,  Vi  di  un'  altra,  etc. 

5.^  Qualunque  elemento  del  fascio  è  bisettore  dell*  an- 
golo di  una  e  sola   coppia   di   elementi   conjugati.   Invero 
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sbando  il  fascio  cx)n  una  retta  normale  ad  un  elemento 
qualunque  dato  si  avrà  una  punteggiata  in  involuzione,  e 
in  essa  una  coppia  ed  una  sola  (n."  8,  7.°)  di  punti  coniu- 
gati a,  a\  dei  quali  il  punto  n  (intersezione  della  retta 
coir  elemento  dato)  sarà  punto  medio,  e  gli  elementi  A,  A' 
del  fascio  che  contengono  rispettivamente  a,  a  saranno 
egualmente  inclinati  sul  dato. 

Vi  è  caso  però  (come  sopra  abbiamo  avvertito)  in  cui 
uno  degli  elementi  doppi  riesce  bisettore  dell'  angolo  dei 
due  di  qualunque  coppia. 

6.**  Se  in  due  fasci  omografici  (di  rette  o  di  piani)  si 
designano  con  0,  ci/  due  elementi  origine  fissi  (uno  per  fa- 
scio) e  con  X,  X'  due  corrispondenti  qualunque,  1'  omogra- 
fia dei  due  fasci  (disgiunti  o  riunfti)  sarà  esprimibile,  pren- 
dendo tang{OX),  tong(toX')  per  coordinate  di  X  e  X'  ri- 
spettivamente, coir  equazione 

qtang(OX)tang{roX')'¥'rtang(OX)'^stang(fi}X')'¥'t=0. 

Però  i  due  elementi  origine  (0,  w')  si  potranno  ritenere 
coincidenti  in  uno  quando  i  due  fasci  siano  riuniti  nello 
stesso  sostegno. 

Se  i  due  fasci  vengano  a  riunirsi  e  a    disporsi   involu- 
toriamente,  la  procedente  equazione  diverrà  simmetrica  ri 
spetto  alle  coordinate,  e  cosi 

Q/a>i^(OX)tenflr(OX')-f-Rj^a/i^(OX).4-/a*«gr(OX')j-HT=0. 

7.  1.^  Due  punti    7n,    m'    correndo  sopra    una  re^ta   e 

mantenendo  fra  loro  sempi*e  la  stossa  distanza  mm'=z&  ge- 
nerano due  punteggiate  omografiche  vincolato  fra  loro  dal- 
l' equazione  a? — xzz^  se  a;,  .v  siano  le  ascisse  variabili  dei 
due  punti,  oppure  dalla 

^AA'-Hp((y— a)A-Hp(5^-*-a)A'-Hp*5'=0, 

se  k,  k'  siano  le  coordinato  projettive  variabili  e  cioè 
hz=.{abcm)^    k''=i{abcìrì!)    (a,  6,  e  punti   fondamentali),  e  a 

24 
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significhi  la  distanza  ab  fra  i  due  fondamentali  a,  b  e—p 

ac 

significhi  —  (e  punto  unità)  ossia  la  coordinata  projettiva 

del  punto  all'  inffnito. 

Posto  ft'=ft  si  ha  ft*-4-2pft-i-p*=:0  donde  A=— p.  Cosi 
i  due  fuochi  coincidono  nel  punto  ali*  infinito  qualunque 
sia  la  costante  ^,  e  cioè  tutte  le  omografie  costruibili  in 
corrispondenza  degli  infiniti  y^alori  assegnabili  alla  ^  hanno 
gli  stessi  fuochi. 

2.^  Due  rette  M,  M'  ruotando  sopra  di  un  piano  attorno 
ad  un  punto  fisso,  e  mantenendo  fra  loro  sempre  lo  stesso 
angolo  (MM')='5'  generano   due    fasci    di    rette    omografici      , 
vincolati  fra  loro  dall*  equazione.  i 

tang^tangxtangx  -^iangx—tangx  -f-  iang^=zO,  I 

se  X,  X  esprimono  gli  angoli  (direzioni  positive)  che  la  M,      I 
M'  formano  colla  retta  origine,  (»ppure  dalla  I 

{  ft*'5en«(BC)-(A-HA')5en(AC)^en(BC)(?05(AB)-f.5en«(AC) }  /an^(M'Mì  | 

-h(A'— A)5en(AB)^e?n(AC)56n(BC)=0, 

se  ft=(ABCM),  ft'=(ABCM')  { A,  B,  C  rette  fondamentali  j. 

Dall'  una  o  dall'  altra  equazione  deducesi  che  le  infi- 
nite omografie  di  raggi  costruibili  in  corrispondenza  del- 
l' arbitrario  e  costante  angolo  (M'M)  hanno  gli  stessi  raggi 
doppi  (raggi  uniti)  poiché  o  nell'  una  ponendo  tangxzztangx' 
o  neir  altra  k'zzk  si  ottiene  per  la  determinazione  di  essi 
elementi  doppi  un*  equazione  indipendente  dall*  angolo  che 
le  due  rette  generatrici  dei  due  fasci  devono  formare  tra 
di  loro. 

Oli  elementi  doppi  però  sono  immaginarii  poiché  le 
loro  coordinate  risultano  inmmaginarie  e  cosi  della  forma 

ib^— 1  SQ  dedotte  dalla  prima  equazione,  della  forma 

^e?n(AC)(  ,  y ) 

— Tp^l  co^(AB)X^^n(AB)V— 1   >  ,  se  dalla  seconda. 
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Osserviamo  che  posto  ^=90®  deducesi  dalla  prima  squa- 
ma equazione  tangxtangx' -^IzzO  (*),  e  posto  (M'M)=90^ 
dalla  seconda 

kh'sen\BC)—{k'^k')sen{AG)sen{BG)cos(kB)'^sen\AC)=0, 

e  1*  uno  0  r  altro  risultato  rivela  V  involutorietà  dei  due 
fasci  generati  dai  lati  di  un  angolo  retto  ruotante  sopra 
di  un  piano  attorno  il  proprio  vertice,  come  per  altra  via 
(n.*^  5,  11.®)  avevamo  già  riconosciuto. 

La  retta  ali*  infinito  di  un  piano  sega  tutte  le  involu- 
zioni di  angoli  retti  sito  sul  piano  negli  stessi  punti,  e 
questi  formano  un'  involuzione  di  cui  sono  fuochi  i  punti 
immaginari  d'  intersezione  della  retta  ali*  infinito  colle  rette 
doppie  comuni  a  tutte  le  omografie  generate  dai  lati  di 
un  angolo  (angolo  costante  per  una  stessa  omografia,  e 
variabile  da  omografia  a  omografia)  che  ruoti  sul  piano 
attorno  il  proprio  vertice.  Tali  fuochi  poi  coincidono  coi 
punti  ciclici.  Invero  V  equazione  di  un  cerchio  qualunque 
riferito  a  due  assi  Cartesiani  0^,  Oy  può  esser  posta  (§  II, 
n*  4,  4.*)  nella  forma  x^'^y^'¥'2xycos(xy)'=zka  (dove  k 
significa  una  costante  ed  ol  una  funzione  di  primo  gi*ado 
in  X  e  j/),  oppure 

\x'¥'ycos{xy) — yV — \sen(xy)\  \x'^ycos{xy)'^yy — \sen(xy)\  zzkoL, 

dalla  quale  si  deduce  come  qualunque  cerchio  del  piano 
(vOy  passi  pei  punti  d'  incontro  delle  due  rette  immaginarie 

X'^ycos{xy)—yV^ —ìsen{xy)=:0,    x-¥'ìjcos(xy)'^yV — Ìsen(xy)zz0 

colla  retta  A=0,  cioè  colla  retta  alT  infinito,  j  Si  avverta 
che  posto  {xy)=zdO^  le  equazioni  delle  due  rette  immagi- 
narie divengono  x — j/V^  — 1=0,  x-^-yV — 1=0,  o  in  com- 


(*)  Si  osservi  che  quasi'  equazione    ha  la  stessa   forma  della 
jpjr'-+-l=0  n.*  6,  ì.\ 
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plesso  a?*-4-t/*=:0,  e  ciò  in  accordo  coli'  esposto  (§  III,  n.® 
15,  6.°)  j .  Inoltre  indicata  con  p  la  projezione  ortogonale  sul- 
l'asse Ox  di  un  punto  7n{x,y)  di  una  retta  per  Torigine  0  si  ha 

OpzzX'^ycos(o(}y)y  mpz=.ysen{xy)y  e  quindi  le  due  rette 
immaginarie  precedenti  sono  rappresentabili  colle  equazioni 

Op — V — 1  mp=0,  Oj9-i- V — I  mprzQ.  Da  queste  doducesi 

mp  , mp       / 

^=to«e^(mOp)=-V/-I,      o^=V/-l. 

e  cioè  che  le  due  ripetute  rette  sono  (2.'^)  le  rette  doppie 
comuni  alle  infinite  omografìe  generate  dai  lati  di  un  an- 
golo ruotante  attorno  il  proprio  vertice,  e  sono  quelle  ap- 
punto che  individuano  i  fuochi  della  punteggiata  all'  infi- 
nito della  quale  più  sopra  è  detto. 

8.  Per  forme  di  prima  contenute  in  forme  di  specie 
superiore  si  ha 

l.«  Le  quattro  rette  azzO,  p=:0,  a-t-A^zzO,  a  4-A'^=0 
del  fascio  di  centro  (a^)  (si  ritengano  a,  ^  funzioni  di  1." 
grado  di  coordinate  puntali  cartesiane  in  piano  xQy)  hanno 

k 
per  rapporto  anarmonico  -rr  ,  poiché  se  a  e  ^  sono  for- 
me normali  ft  è  il  rapporto  dei  seni  degli  angoli  che  la 
«-♦-A^ziO  fa  colle  a=0  e  ^=0  (II,  n.«  32,  2.^)  e  &'  è  il 
rapporto  dei  seni  degli  angoli  che  la  a-4-A'^=0  fa  colle 
stesse  azzO,  ^=0,  Se  poi  a  e  ^  non  sono  forme  normali, 
dichiarati  X,  |i  i  fattori  (§  II,  n."  20,  1.^)  rispettivamente 
necessari  per  tradurle  nelle  forme  normali  a,  ^',  e  cioè 
ritenuto  a  rzrXa,  p'=:|Ji^,  si  ha 

a'  p'  a'iJL 

a-i-AjSzz-— -4-A — =0     donde  A=: — r^r     e 

A.  (Jl  p  A 


a!  fi'  «V 

a-4.A'P=— -hA'— =0    donde  A'=-  -^ 

X  [1  p  A 


e  quindi 
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senb    senft' 


p'  •  \  p' 


semo    senta 


inteso  che  6,  co  siano  gli  angoli  della  a-4-À^=0  colle    a=0, 
p=:0  e  0',  o/  gli  angoli  del? a  a-4-A'p=0  colle  stesse   a=0, 

Quattro  rette  qualunque  del  proposto  fascio  come 
a-i-Aj^zzO,  a-4-Aj^z=0,  a-t-Ag^ziO,  a-i-A^^rzO  hanno  per 
rapporto  anarmonico 

Ponendo  «-i-A^^zzyi  «-♦-A2^=^,  cioè 


Y     A. 

Q 

1  Y 
1      * 

OL — 

1     A. 
1     A. 

■   .        P— " 

1  A, 
1     A, 

le  quattro  equazioni  delle  quattro  rette  divengono 

r=o,  ^=0,  A,^— A,Y-^-*3(r-^)=o,  K^-K'i^K('i—^)=:0, 

ossia 


K—K 


V=0,  ^=0,  Y-H^-^-^=0. 


ft,-ft, 


^=0. 


"3         '•«  ^4        ^« 

e  vedesi  per  le  quattro  rette  il  rapporto  anarmonico 

Aj       «s        «1       «4 

«g  «2  «^  «2 

il  quale  non  ò  altro  che  il  dichiarato. 

Del  resto  guardando,  cora'  è  lecito,  le  Aj  ,  A^ ,  A, ,  k^ 
come  coordinate  scnz'  altro  si  fa  manifesto  pel  rapporto  a- 
narmonico   delle   quattro    rette    la    dimostrata   espressione 
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Segando  con  una  retta  il  ripetuto  fascio,  si  dà  luogo  a 
una  punteggiata  a,  b,  e,  ....  ,  di  cui  i  punti  ayranno 
per  equazioni  tangenziali  a=:0,  ^=0,  a-4-A^^=0,  a-4-A,3=0, 
ecc.,  a  patto  che  si  tengano  variabili  le  coordinate  di  retta 
in  a  e  in  ^,  e  s*  intenda  poi  che  le  coordinate  di  punto 
fisso  abbiano  nella  a=:0  il  valore  conveniente  al  punto  a, 
nella  ^=0  il  valore  conveniente  al  punto  b,  nelle  a-i-Zf^^rO 
il  valore  conveniente  al  punto  e,  etc.  Ora  per  quattro  rette 
qualunque  del  fascio  si  ha  il  rapporto  anarmonico 

dunque  (n.^  1,  4.^)  anche  pei  quattro  punti  di  equazioni 
tangenziali  a-^k^^^zO,  a-i-Aj^rzO,  etc.  si  avrà 

come  rapporto  anarmonico. 

2.^  Considerando  a,  ]3  come  funzione   di    1.^   grado   di 

coordinate  puntali  cartesiane  nello  spazio  Oxyz  le  equazioni 

«=0,  P=:0,  a-i-Api=:0,  «-♦-/?'^=:0  rappresenteranno  quattro 

piani  di  uno  stesso  fascio  il  cui  rapporto  anarmonico  sarà 

k 
~rr  .   Quattro  piani  qualunque  del  fascio  come  a-t-Ai^zzO, 

«-f-A,p=:0,  «-f-AjP=0,  «-f-A4P=:0  avranno  per  rapporto 
anarmonico 

Perforando  il  fascio    di    piani    a=0,    ^=0,    a-i-A^irO, 

a-4-A'^=0, con    una  retta  qualunque  si  da  luogo 

ad  una  punteggiata  i  di  cui  punti  a,  &,  e?,  (2,  ,  .  .  .  .  a- 
vranno  per  equazioni  tangenziali  azzO,  ^=0,  a-i-ftp=0, 
a-4-A'^=0,  ....  a  patto  che  si  tengano  variabili  le  coor- 
dinate di  piano  in  a  e  ^  e  s*  intenda  poi  che  le  coordinate 
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di  punto  fisso  abbiano  nella  (xzzO  il  valore  conveniente  al 
punto  a,  nella  ^=:0  il  valore  conveniente  al  punto  b^  nella 
a=iA^=0  il  valore  conveniente  al  punto  e,  etc. 
Per  quattro  punti  di  equazioni  tangenziali 

«-♦-i%ip=0,     a-4-A,p=0,     a-i-ftspzrO,     a=k^^=zO 
il  rapporto  anormonico  sarà 

3.°  Due  serie  di  equazioni 

a=0,    p=0,    a-HA3=0,     a-4-A,p=0»     a^A,p=0,  .  .  .    , 
a'=0.  ^'=0,  a'-H/A^  =0.  a'-H/A,p'=0,  a'-H^A/izrO,  .  .  .  , 

rappresenteranno  gli  elementi  di  due  forme  di  prima  spe- 
cie projettive  o  due  fasci  di  rette  in  uno  stesso  piano  o 
in  due  distinti,  o  due  punteggiate  in  uno  stesso  piano 
(guardato  ciascun  punto  come  inviluppo  di  rette),  o  due 
fasci  di  piani  o  due  punteggiate  comunque  messe  nello 
spazio  a  tre  dimensioni  e  ciascun  punto  guardato  come  in- 
viluppo di  piani;  oppure  un  fascio  di  rette  e  una  punteg- 
giata, oppure  etc.  a,  ^,  a',  p'  devono  essere  considerate 
come  funzioni  lineari  di  due  o  tre  coordinate,  e  k,  k^  .  , 
.  .  ,  ;  come  arbitrarie  che  a  lor  volta  possono  considerarsi 
come  coordinate  degli  elementi  cui  sono  relative. 

Eliminando  h  fra   due   equazioni   corrispondenti   si   ha 

a      ^ 

per  risultante        ,     .  ,  =0,    equazione  di  2.®    grado    ri- 
oc     ip 

spetto  a  quelle  coordinate  di  cui  a,  ^,  « ,  ^'  sono  funzioni. 

a)  Supposto  che  le  due  forme  siano  due  fasci  di  rette 


nello  stesso  piano   ccOy,  dall'  equazione 


i^' 


=0  si  ap- 


prende  che   il    luogo  del  punto  d*  incontro   di    due    rette 
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(raggi)  corrispondenti  è  una  conica  che  inoltre  possiede  i 
centri  a^,  a^  dei  due  fasci. 

Se  azza'  (cioè  se  i  due  fasci  hanno  un  raggio  unito) 
r  equazione  precedente  diverrà  a(/^'— p)=0,  e  nel  caso  la 
conica  sarà  costituita  da  due  rette  a=0,  l^ — ^zzO,  e  i 
due  fasci  di  rette  saranno  (n."  4,  5.^)  in  posizione  prospet- 
tiva e  avranno  per  asse  di  prospettiva  la  retta  l^ — ^=0. 

h)  Supposto  che  le  due  forme  siano  due  punteggiate 
nello  stesso  piano    (ciascun    punto    inviluppo   di    l'ette)    la 

a       p 

,    .  ,   zzO    ci    dimostra    come    Y  inviluppo    delle    rette 

a     Ip 

congiungenti  i  punti    corrispondenti    sia    una   linea   di   2/ 

classe  (conica)  che  è  toccata  anche  dalle  due  rette  a^,  a!^ 

cioè  da  quelle  che  sostengono  le  due  punteggiate. 

Se  azza'  cioè  se  le  due  punteggiate  posseggono  un  punto 

api 
,       ,  \'=zoi(l^ — ^)=0,  e  vedesi  la  conica  co- 

a     ip   I 

stituita  da  due  punti  a=iO,  l^'—^-nQ  di  cui  Y  uno  è  il 
punto  unito  e  Y  altro  il  centro  di  prospettiva  delle  due 
punteggiate  (n.®  1,  1.**). 

e)  Supposto  cjie  le  due  forme  siano  due  fasci  di    piani 

a      p 

zzO    dimostra  che  il  luogo  delle  rette 


unito  si  ha 


r  equazione 


a'    l^' 


intersezioni  dei  piani  corrispondenti,  è  una  superficie  di 
2.^  ordine  (quadrica)  che  possiede  anche  gli  assi  a^,  a'^ 
dei  due  fasci. 

Se  azza'  cioè  se  i  due  fasci  posseggono  un  piano  unilo 
la  superficie  detta  e  cioè  a(/^' — ^)=0  si  presenta  come  un 
complesso  dei  due  piani  a=:0,  l^' — ^zzO. 

Le  due  forme  sono  nel  caso  prospettive  (n.'^  1,  7.^)  pos- 
sedendo il  piano  imito  azzO  ed  avendo  per  piano  di  pro- 
spettiva /^'— ^=zO. 

Se  gli  assi  ap,  a'^'  s'  incontrano  (senza  che  perciò  i  due 
fasci  posseggano  un  piano  unito)  la  superficie  si  pi*esenta 
come  cono  (cono  quadrico). 

Se  si   pone    azzj/— jaìp,    ^z=,z — v,    a'zz^-4-i?,   ^^zy-^^uv. 
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{x\  2/,  z  coordinate  puntali  cartesiane)  e     /=: 


tiene  la  quadrica 


,x'-l 


si  ot- 


y — \ur  z — V 

1 


z-^ty 


ji*-l 


(y-Hlup) 


=0. 


e  cioè  1*  Iperboloide  ad    ima    falda    già    (§  IV,  n.^  8,  4.*^) 

veduta.  Sono  adunque  nel  caso  i  due  piani   corrispondenti 

1 
a-i-/c^r=0,    a'n — ^ — rA^'=0    fra  loro  ortogonali. 

Si  avrebbe  pure  una  quadrica  per  luogo  dell'  interse- 
zione dei  due  piani  quando  anclie  gli  stessi  dovessero  in- 
contrarsi ad  angolo  costante  non  retto. 

Tenga  il  lettore  ognora  in  pensiero  che  due  elementi 
generatori  di  due  forme  di  prima  specie  danno  luogo  a  due 
forme  projettive  tuttavolta  che  i  due  elementi  abbiano  fra 
loro  una  dipendenza  univoca.  Tra  i  duo  piani  la  cui  interse- 
zione da  luogo  alla  superficie  y^ — |i'.i'*-f-(l — \i.'^)(z^ — r*)=iO 
appunto  intercede  una  tale  dipendenza. 

d)  Supposto  che  le    due    forme    siano  due    punteggiato 

comunque  poste  nello  spazio    (ciascun   punto    inviluppo    di 

a      p 
piani)  la         ,      ,   =zO    mostra  che   V  inviluppo    dei    piani 

che  congiungono  i  punti  corrispondenti  è  una  superficie  di 
2.*  classe  (complesso  di  piani)  che  pur  possiedo  1'  inviluppo 
(retta)  dei  piani  che  passano  pei  due  punti  a=0,  ^=0  e 
r  inviluppo  (retta)  dei  piani  che  passano  poi  due  punti 
arzO,  ^'=0.  La  superficie  si  può  guardare  come  luogo 
d' infinite  rette  che  tocchino  due  fisse  (i  sostegni  delle  due 
punteggiate)  messe  per  isghembo,  cioè  che  non  s' incontrino 
e  contenga  le  due  fisse  medesime. 

Se  azza!,  cioè  se  le  due  punteggiate  posseggono  un 
punto  imito  la  superficie  inviluppo  predetta  (complesso  di 
piani)  si  riduce  alla  a{l^' — ^)=iO  cioè  a  due  punti  (conside- 
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rati  come  centri  di  due  stelle  di  piani)  uno   azzO   V  altro 

Le  due  punteggiate  sono  nel  caso  in  posizione  prospet- 
tiva essendo  a=0  il  punto  unito,  e  ^ — ^=0  il  centro  di 
prospettiva. 

Se  le  rette  a^,  a^'  sono  nello  stesso  piano  (senza  che 
perciò  le  due  punteggiate  posseggano  un  punto  unito)  la 
superficie  riducesi  ad  una  curva  piana  di  2.^  ordine  (conica) 
da  riguardarsi  come  inviluppo  dei  suoi  piani  tangenti,  o 
meglio  degli  assi  dei  fasci  di  tali  piani. 

4.^  Come  il  luogo  dei  punti  d'  incontro  dei  raggi  cor- 
rispondenti di  due  fasci  projettivi  nello  stesso  piano  è  (3.^) 
una  conica,  cosi  inversamente  una  conica  data  qualunque 
può  guardarsi  come  il  luogo  dei  punti  d'  incontro  dei  raggi 
corrispondenti  di  due  fasci  projettivi. 

Sulla  conica  data  si  fissino  ad  arbitrio  cinque  punti 
^»  ^1  »  J^.  Pi  »  P2  ®  dicansi  a=0,  P=0,  a  =0,  ^'=0  le 
equazioni  rispettivamente  delle  quattro  rette  mp,  mp^ , 
7WiP,  77i^Pi  e  sia  l  un'  arbitraria.  Qualunque  delle  infinite 
coniche  che  passa  pei  quattro  punti  W2,  niy ,  p,  p^  sarà  rap- 
presentabile con  una  equazione  ^3tp'=a^.  Se  in  quest'equa- 
zione invece  di  x  q  y  si  pongono  i  valori  delle  coordinate 
del  punto  p^  si  dedurrà  poi  (supposto  che   a,  p,  a ,  ^   di- 

a'b 
vengano  a,  &,  a\  b'  rispettivamente)  l=i—j-,z=ty      e  quindi 

tot^'ziza^  sarà  V  equazione  di  una  conica  obbligata  a  passare 
pei  cinque  punti  wi,  W2i,  p,  J?i,  Px  e  cioè  coincidente  colla 

data.  Ora  l'equazione  ta^'ziza^  ossia       ,    .,   =0  è  quella 

di  una  conica  che  risulta  dai  punti    d' incontro   dei    mggi 
corrispondenti  di  due  fasci  projettivi 

a'z=0,     ^=0,     a'-f.A/'p=0,     a -i-A/p'zzO, 

dunque  la  data  è  il  luogo  dei  punti  d'  incontro  dei    raggi 
corrispondenti  di  due  fasci  projettivi. 
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Si  segai  un'  altro  punto  p^  ad  arbitrio  sulla  conica  data. 
Si  può  tener  fisso  il  punto  m^  e  i  punti  p,  p^,  j9j,  p^ 
sulla  conica,  e  far  correre  la  conica  al  punto  m  senza 
che  varii  il  rapporto  anarmonico  ^n{pp^p^p^)  siccome  quello 
che  deve  essere  costantemente  eguale  a  t^iiipPiP^p^)'  Per- 
tanto una  conica  qualunque  si  può  sempre  ritenere  gene- 
rata pure  dal  centro  mobile  m  di  un  fascio  di  quattro 
rette  obbligate  a  passare  rispettivamente  per  quattro  punti 
fissi  p.  Pi,  Pf,  p^  Q  ^  mantenere  costante  il  loro  rapporto 
anarmonico,  come  per  altra  via  (§  VI,  n.°  1,  6.®)  più  sopra 
ò  stato  riconosciuto. 

Parimenti  come  V  inviluppo  delle  rette  congiungenti  i 
punti  corrispondenti  di  due  punteggiate  nello  stesso  piano 
opi^y  è  una  conica,  cosi  inversamente  una  conica  qualun- 
que data  può  guardarsi  come  inviluppo  dei  raggi  corri- 
spondenti di  due  punteggiate  projettive. 

Si  fissino  ad  arbitrio  cinque  tangenti  M,  Mj ,  P,  Pj ,  P, 
della  data  conica  e  dicansi  azzO,  ^=0,  a  =0,  p'=0  le 
equazioni  tangenziali  rispettive  dei  quattro  punti  MP,  MP^ , 
M,P,  MjPi  e  sia  /  un  arbitraria.  Qualunque  delle  infinite 
coniche  che  tango  le  quatta»  rette  M,  M,  P,  P|,  sarà  rap- 
presentabile coir  equazione  /ap'zza^.  Se  in  quest'  equazione 
invece  di  x  e  y  si  pongono  i  valori  delle  coordinate  della 
Inetta  P,  si  dedurrà  poi  (supposto  che  a,  ^,  a',  p'  divengano 

a'b 
a,  6,  a\  V  rispettivamente)    /=— ,=?,     e  quindi  (a^'-ziot!^ 

sarà  r  equazione  di  una    conica    tangente    a   cinque    rette 
date  M,  M,,  P,  Pj  ,  P»  e  cioè  coincidente  colla  data.    Ora 


r  equazione  ta^'zzoL^    ossia 


r? 


=0  è  quella  di  una 


conica  che  risulta  dall*  inviluppo  delle   rette    congiungenti 
i  punti  corrispondenti  dì  due  puntej?giato  projettive 

a=0,      P=0,      a-H/Ì^=0,        a-f-Aip=0,  .  .   .   .  , 
dunque  la  data  è  1*  inviluppo  etc. 


Digitized  by  VjOOQ  IC 


—  380  — 

Si  fissi  ad  arbitrio  un*  altra  tangente  P3  della  conica 
data.  Si  può  tener  fissa  la  tangente  M^  e  le  tangenti 
P,  Pj,  Pj,  P3,  e  fare  inviluppare  la  conica  dalla  retta  M 
senza  che  vari  il  rapporto  anarmonico  M(PPiPjP3)  siccome 
quello  che  deve  essere  costantemente  eguale  e  Mi(PPiP2Pj). 
Cosi  una  conica  qualunque  si  può  sempre  pensare  come 
r  inviluppo  di  una  i^tta  mobile  M  obbligata  ad  incontrare 
quattro  rette  P,  Pi ,  Pg ,  P3  fisse  per  modo  che  si  man- 
tenga costante  il  rapporto  anarmonico  dei  quattix)  punti 
d*  incontro.  Tutto  ciò  è  in  accordo  colle  precedenti  osser- 
vazioni (§  VI,  n.^  1,  6.«). 

5.^  Il  fascio  delle  quattro  rette  a=0,  ^=0,  fta-t-A^zzO, 

k(x — h^zzO    è    armonico    poiché    il    doppio  rapporto    dello 

h           h 
stesso  è    —  : t-= — 1. 

La  punteggiata  dei  quattro  punti 

a=0,     ^=0,     Aa -4-^^1=0,     ka—h^=0 

è  armonica. 

I  quattro  piani 

a=0,     ^=0,     Aa-H/iP=0,     koL^h^=0 

sono  in  rapporto  armonico. 
La  serie  di  equazioni 

a=0,  p=0,    «"♦-A^rzO,    a— /rp=0,    a-f-AiP=:0,    a— ft,p=0, 

etc.  eie.  rappresenta  o  un  fascio  di  rette  in  involuzione  di 
cui  a=0,  ^=0  le  due  rette  doppie,  oppure  una  punteggiata 
in  involuzione  di  cui  a=0,  p=0  i  due  punti  doppi  (fuo- 
chi) perchè  i  due  elementi  a=0,  ^z=0  e  due  qualunque 
conjugati  «-♦-/r/SzzO,  a — A^=0  danno  luogo  ad  una  qua- 
terna armonica,  oppure  i^appresenta  un  fascio  di  piani  in 
involuzione. 

Un  quadrilatero  (quadrangolo)  sul  piano  aOy  di  lati 
(vertici)  a=0,  ^=0,  y=0,  Aa— A^-^/r=0  (a,  i3,  y  fun- 
zioni lineari  dello  coordinate  x,  j/,  e  k,  h,  l  arbitrarie)  ha 
le  tre  rette  (i  tre  punti)  diagonali    kcn — A^=:0,  h^ — ^T=0, 
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ka-^lyzuO.    La   retta   (Il    punto)    /^ot-f-A^zzO    congiunge    i 

punti  (le  rette)     a,^,     h^—l^Jiix-^lx,     la  retta   (il    punto) 

koi—lx^zO  congiunge  i  punti  (le  retto)  a/f,  koL — h^.h^—l^, 
la  l'otta  (il  punto)    koL—2h^-^i;=,0    congiunge  i  punti    (le 

rette)    ^,  Aa — h^-^l;,    kx — h^,hp—l(,    la    retta    (il  punto) 

2k(x — Ap-f-/Y=zO     congiunge    i    punti    (le  rette)     0L,h^ — /y» 

koL — k^.ka-^ly,    la  retta  (il  punto)  h^-^l^^^O  congiunge  i 

punti  (le  rette)  ^,y,  ka—h^,  k^-^lf,  [Per  intendere  pron- 
tamente il  lettore  disegni  un  quadrilatero  colle  tre  diago- 
nali, etc.  ed  un  quadrangolo  notandone  i  punti  diagonali 
etc.  e  scriva  accanto  agli  elementi  delle  due  figure  le  ri- 
spettive equazioni  sopraindicate  }.  Veggonsi  armonici  i  fasci 
di  rette  (lo  punteggiate) 

TazzO,  ^zzO,  Aa-4-Ap=0,  ka—h^zno]  , 

etc.  etc. 

Cosi  rivediamo  rispetto  al  quadrilatero  ed  al  quadran- 
golo quanto  più  aopra  (§  VI,  n.*^  1,  8.®)  avevamo  per  altra 
via  riconosciuto. 

Cosi  è  manifesta  la  separazione  armonica  di  cui  è  cenno 
al  §  ITI,  n."  3,  2.\  figura  della  pagina   125. 

6.^  L'  omografia  di  due  punteggiate  o  di  due  fasci  di 
rette  in  uno  stesso  piano  cartesiano  xOij^  oppure  di  due 
fasci  di  piani  in  uno  stesso  spazio  cartesiano  Oxyz  sarà 
esprimibile  coli'  equazione 


ivcc' 

X    x' 

1 

ad 

a    a! 

1 

W 

h    V 

1 

ed 

0      0' 

1 

=0. 
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ritenuto  che  i  simboli  x,  x\  a,  d,  etc.  significhino  le  a- 
scisse  oppure  le  ordinate  di  punti  delle  due  punteggiate  se 
si  tratta  di  punteggiate,  significhino  le  coordinate  pluke- 
riane  (rispetto  ad  uno  stesso  asse  0^  oppure  Ot/)  delle 
rette  dei  due  fasci  od  anco  i  semmenti  stessi  che  le  rette 
tagliano  su  T  uno  o  1*  altro  asse  cartesiano  se  si  tratta  di 
fasci  di  rette,  significhino  le  coordinate  pliikeriane  (rispetto 
ad  uno  stesso  asse  Qx  oppure  Ot/  oppure  Oz)  dei  piani  dei 
due  fasci  od  anco  i  semmenti  stessi  che  i  piani  tagliano 
su  r  uno  dei  tre  assi  se  si  tratta  di  fasci  di  piano. 

Si  potrà  pur  ritenere  che  i  detti  simboli  rappresentino 
coordinate  d*  altra  natura  delle  sopraindicate. 

Nel  caso  che  le  due  forme  siano  riunite  involutoria- 
mente  e  cioè  diano  luogo  ad  una  forma  in  involuzione  la 
equazione  di  omografia  diverrà  simmetrica,  e  cioè 

xod    x-ì-x'     1 

aa'    a-^d      1      =0. 

bV     b-^V     1 

7.«  I.  Se 

G=a'x^'¥'b'y^'^2h'xy^2g'X'^2ry-^c=Q 

sono  le  equazioni  in  cooordiuate  puntali  x^y  di  due  coni- 
che C,  C  site  nello  stesso  piano  cartesiano  xOy^  C-4-AC'=0 
{k  arbitraria)  sarà  Y  equazione  di  una  qualunque  delle  in- 
finite coniche  (fascio  di  coniche)  che  passano  pei  quattro 
punti  d*  incontro  (reali  o  immaginari  o  due  reali  e  due 
immaginari)  delle  due  C,  G. 

•)  Se  si  sega  il  fascio  C-i-AC'=0  con  una  retta  qualunque 
SI  ottiene  una  punteggiata  in  involuzione.  Sia  pa*-f-^j/-i-lz=0 
r  equazione  della  retta  segante.  Sostituendo  il  valore  di  y 
tratto  da  quest'  equazione  nelle  C=0,  C'=0,  C-f-AC'=0 
si  ottengono  equazioni  in  x  della  forma    Pa?*-+-Qa?-*-R=0, 

P'ii?*-HQ'a?-HR'=0,  (P-4.AP>«-H(Q-t-ftQ>^R-HAR'=0. 
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Vedesi  quindi  cho  le  ascisse  dei  punti  d*  incontro  della 
retta  colle  coniche  hanno  per  somma  e  per  prodotto  ri- 
spettivamente 


Q 

R 

Q' 

R' 

Q-»-AQ'     R-»-AR' 

P  ' 

P  • 

P'  • 

P'  • 

P-».AP  '  P^AP' 

Sostituendo  dette  somme  e  prodotti  nell*  equazione  (6.°) 
d*  involuzione  di  sei  punti  risulta  appunto 


—  1 


PP'(P-hAP') 


R  Q  P 

R'  Q'  P' 

R-hAR'     Q^AQ'    P-hAP' 


=0. 


")  Se  i  duo  punti  d*  incontro  della  conica  C-hAC'=0 
colla  retta  segante .  coincidono  in  un  solo,  allora  questa 
retta  è  tangente  della  conica,  e  il  punto  di  contatto  ò  un 
punto  doppio  cioè  un  fuoco  dell'  involuzione. 

Siccome  i  fuochi  dell*  involuzione  sono  tutti  e  due  reali, 
0  tutti  e  due  immaginari,  cosi  ò  manifesto  che  vi  sono  due 
coniche  obbligate  a  passare  per  quattro  punti  dati  e  a  tan- 
gere una  retta  data  oppure  non  ve  n'  è  alcuna. 

"•)  Fra  le  coniche  del  fascio  vi  sono  tre  coppie  di 
rette,  cioè  i  sei  lati  del  quadrangolo  dei  quattro  punti  co- 


muni alle  C=0,  C'=0  J     i     valori     di    k    pei    quali    la 

C-f-AC'=0  rappresenta  una  coppia  di  rette  sono  dati  dal- 
l' equazione  di  3.^  grado  in  h  che  si  ottiene  eguagliando  a 
zero  r  invariante,  o  Hessiano  o  discriminante  della  conica 
e  cioè  dalla  equazione 


a-^ka  h-^kh'  g-^kg' 
h^kh!  h-^kb'  f-^kf 
g^kg'      f-^kf      c-^kd 


=0 
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dunque  i  sei  punti  d*  incontro  di  una  retta  coi  lati  del 
quadrangolo  piano  completo  sono  in  involuzione  come  ci 
era  (n,^  5,  8.^)  noto. 

Si  ha  pure  per  corollario  il  teorema  di  Desargues,  e 
cioè  una  trasversalo  incontra  una  conica  e  i  lati  di  un 
quadrilatero  semplice  in  essa  inscritto  in  sei  punti  in  in- 
voluzione. 

"")  Una  tangente  comune  a  due  coniche  è  tagliata  ar- 
monicamente da  una  terza  conica,  circoscritta  allo  stesso 
quadrangolo  cui  lo  sono  le  due  prime. 

Se  per  uno  dei  tre  punti  diagonali  d,  d^,  d^  del  qua- 
drangolo cui  sono  circoscritte  due  coniche  si  tira  una  retta 
che  tanga  in  t  una  delle  due  coniche  e  seghi  V  altra  nei 
punti  a,  a'  risulta  (dtaa')zz — 1. 

Se  si  hanno  due  coniche  aventi  doppio  contatto  nei 
punti  l'i,  g,  e  se  da  un  punto  h  della  corda  pq  si  tira  una 
retta  che  tanga  in  k  una  delle  coniche  e  seghi  V  altra  nei 
punti  m,  m\  la  tangente  hk  verrà  divisa  armonicamente 
da  quest*  ultima  conica  e  dalla  corda  comune  pq^  ossia  i 
punti  A,  k  separeranno  armonicamente  i  due  m,  m'. 
etc.  etc. 

II.  Correlativamente  se  0=0,  C'irO  sono  le  equazioni 
in  coordinate  x,  y  tangenziali  pliikeriane  di  due  coniche 
C,  C  site  nello  stesso  piano,  C-i-ftC'=0  (A  arbitraria)  saili 
1*  equazione  di  una  qualunque  delle  infinite  coniche  (serie 
di  coniche)  che  tangono  le  quattro  rette  tangenti  comuni 
(reali  o  etc.)  delle  due  coniche  C,  C. 

•)  Se  si  tirano  tangenti  alle  coniche  C-hAC'=iO  da  un 
punto  qualunque  del  piano  si  ottiene  un  fascio  di  rette  in 
involuzione.  Sia  pj?-H^yj/-Hl3=0  V  equazione  di  detto  punto 
cioè  del  centro  del  fascio.  Sostituendo  il  valore  di  y  tratto 
da  quest'  equazione  nelle  C=0,  C'ziO,  C-hAC'=0  si  otten- 
gono equazioni  in  x  della  forma  Pj?^-HQvt?-i-R=0,  etc. 

")  Se  le  due  tangenti  alla  conica  C-i-AC'=0  uscenti  dal 
centro  del  fascio  coincidono  in  una  sola  retta,  allora  il 
centro  detto  è  punto  della  conica,  e  la  retta  tangente  ò  un 
raggio  doppio  dell*  involuzione. 
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Siccome  i  raggi  doppi  di  una  involuzione  sono  tutti  e 
due  reali  o  tutti  e  due  immaginari  cosi  è  manifesto  che  vi 
sono  due  coniche  obbligate  a  tangere  quattro  rette  date  e 
a  passai^  per  un  punto  dato,  oppure  non  ve  n'  ò  alcuna. 

***)  Fra  le  coniche  della  serie  vi  sone  tre  coppie  di 
punti,  cioè  i  sei  vertici  del  quadrilatero  delle  quattro  tan- 
genti comuni  alle  C=0,  C'=0,  dunque  i  sei  raggi  che  da 
un  punto  qualunque  del  piano  projettano  i  sei  vertici  del 
quadrilatero  piano  completo  sono  in  involuzione. 

Si  ha  pure  il  correlativo  del  teorema  di  Desargues  e 
cioè  due  tangenti  ad  una  conica,  e  i  quattro  raggi  che  dal 
punto  d'  incontro  delle  duo  tangenti  projettano  i  quattro 
vertici  di  un  quadrilatero  semplice  circoscritto  alla  conica 
sono  in  involuzione. 

•*•*)  Un  punto  comune  a  due  coniche  è  centro  di  fascio 
armonico  costituito  dalle  due  rette  tangenti  rispettive  delle 
due  coniche,  e  dalle  due  ratte  tangenti  di  una  terza  conica 
inscritta  nel  quadrilatero  in  cui  lo  sono  le  due  prime. 

Se  sopra  una  delle  tre  rotte  diagonali  d,  d^,  d^  del 
quadrilatero  in  cui  sono  inscrìtte  due  coniche  si  nota  un 
punto  d' incontro  della  stessa  con  una  delle  due  coniche  e 
da  questo  punto  si  tira  una  tangente  t  alla  conica  e  le 
tangenti  a,  a'  air  altra  risulta  (dtoa')=: — 1. 

Se  si  hanno  due  coniche  aventi  due  doppie  tangenti  p, 
g,  e  se  sopra  una  retta  h  uscente  dal  punto  pq  si  nota  il 
punto  d*  incontro  dì  essa  h  con  una  delle  due  coniche,  si 
segna  la  tangente  k  della  conica  in  tal  punto  hk^  si  tirano 
dal  medesimo  punto  hk  le  tangenti  m,  m'  all'  altra  conica, 
il  punto  hk  riescirk  centro  di  un  fascio  armonico,  e  cioè 
le  rette  A,  h  saranno  separate  armonicamente  dalle  due 
m,  m\  etc.  etc. 

9.  Dair  esposto  (n.^  8)  dedùcesi  rispetto  alla  Geometria 
della  stella. 

I.^  Il  luogo  delle  rette  intersezioni  dei  piani  corrispon- 
denti di  due  fasci  projettivi  di  piani  di  una  stella  è  un 
cono  la  cui  direttrice  è  una  curva  piana  di  2.^  ordine 
(cono  di  2.^  ordine)  che  inoltre  possiede    gli    assi    dei  due 

25 
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fasci.  II  cono  degenera  in  due  piani  se  i  due  fasci  posseg- 
gono un  piano  unito.  Il  piano  unito  è  uno  dei  due  piani, 
e  1*  altro  è  il  luogo  dell*  intei*sezione  di  due  piani  corri- 
spondenti. L^  inviluppo  dei  piani  congiungenti  le  rette  cor- 
rispondenti di  due  fasci  projettivi  di  rette  della  stella  è  un 
cono,  la  cui  direttrice  ò  una  curva  piana  di  2/  classe 
(cono  di  2.*  classe),  e  che  è  toccato  anche  dai  piani  dei 
due  fasci.  Il  cono  degenera  in  due  rette  (assi  di  due  fas  i 
di  piani)  se  i  due  fasci  di  rette  posseggono  una  retta  unita. 
La  retta  unita  è  una  delle  due  rette. 

2.^  Invalsamente  un  cono  di  2.°  ordine  o  di  2.*  classo 
può  pensarsi  come  genetta to  da  due  fasci  projettivi  di  piani 
appartenenti  ad  una  medesima  stella  o  da  due  fasci  pro- 
jettivi di  rette  di  una  stessa  stella.  Neil*  un  caso  ò  luogo 
di  rotte  intersezioni  di  piani  corrispondenti,  nell'  altro  invi- 
luppo di  piani  congiungenti  rette  corrispondenti. 

3.^  un  cono  di  second*  ordine  si  può  ritener  generato 
dall'  asse  mobile  di  un  fascio  di  quattro  piani  obbligati  a 
passare  rispettivamente  per  quattro  rette  (delle  quali  tre 
qualunque  non  formino  fascioj  fisse  della  stella  e  a  mante^ 
nere  costante  il  loro  rapporto  anarmonico. 

Un  cono  di  2.*  classe  si  può  ritenere  come  inviluppo  di 
un  piano  mobile  della  stella  obbligato  ad  incontrare  quattro 
piani  (dei  quali  tre  qualunque  non  formino  fascio)  fissi 
della  stella  in  modo  che  si  mantenga  costante  il  rapporto 
anarmonico  delle  quattro  rette  d*  intersezione. 

4.^  Quattro  piani  della  stella  dei  quali  tre  qualunque 
non  formino  fascio  (angolo  tetraedro  completo)  danno  luogo 
a  tra  coppie  di  spigoli  opposti  e  le  tre  coppie  individuano 
tre  piani.  Due  di  questi  tre  piani  segnano  sul  terzo  due 
rette  che  separano  armonicamente  due  spigoli  opposti. 

Quattro  rette  della  stella  delle  quali  tre  qualunque  non 
formino  fascio  (quadrispigolo  completo)  danno  luogo  a  tre 
coppie  di  piani  o  facce  opposte,  e  le  tre  coppie  individuano 
tre  rette.  Due  qualunque  di  queste  tre  rette  associate  ad 
una  ad  una  colla  terza  definiscono  due  piani  i  quali  sepa- 
rano armonicamente  due  facce  opposte. 
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5.^  I  coni  di  2.®  ordine  appartenenti  ad  una  stella  (n.^ 
8,  7.^)  aventi  comuni  quattro  generatrici  sono  segati  da  un 
piano  della  stella  secondo  un  fascio  di  rette  in  involuzione. 

Dei  detti  coni  ve  ne  sono  due  oppure  nessuno  che  rie- 
scono tangenti  al  piano,  etc.  etc. 

I  coni  di  2/  classe  appartenenti  ad  una  stella  aventi 
comuni  quattro  pi  ini  tangenti  hanno  in  involuzione  i  piani 
tangenti  che  formano  fascio  attorno  ad  un  raggio  qualun- 
que della  stella. 

Due  dei  detti  coni  posseggono  V  asse  del  fascio,  oppure 
nessuno,  etc.  etc. 

10.  1.^  Segando  una  stella  di  i*ette  o  di  piani  di  centro 
V  con  due  piani  qualunque  a,  a  rimangono  su  questi  se- 
gnati <x>*  punti,  o  Qo^  rette  e  cioè  si  ottengono  due  piani 
punteggiati  o  rigati  che  diremo  in  posizione  prospettiva;  e 
propriamente  1*  un  piano  potrà  guardarsi  come  la  prospet- 
tiva dell*  altro  fatta  dal  centro  v,  e  ciascun  piano  poi  co- 
me la  prospettiva  degli  elementi  .della  stella.  Qualunque 
punto  del  piano  a  avrà  il  suo  corrispondente  in  a.  Vi  sarà 
poi  una  retta  U  (intersezione  dei  due  piani  a  distanza  finita 
od  infinita)  di  un  piano  coincidente  colla  corrispondente 
neir  altro,  e  che  si  dirà  retta  unita  di  punti  uniti. 

Qualunque  forma  di  prima  specie  (retta  punteggiata  o 
fascio  di  rette)  segnata  in  un  piano  avrà  la  sua  corrispon- 
dente (prospettiva)  nell'  altro  e  le  due  forme  riesciranno 
omografiche,  e  i  due  piani  potranno  chiamarsi  (oltre  che 
prospettivi)  omografici,  e  ciascuno  prospettivo  della  stella. 

Se  la  retta  unita  è  a  distanza  finita,  alla  retta  all'  in- 
finito di  un  piano  corrisponde  una  retta  (retta  limite)  a 
distanza  finita  nell*  altro. 

Se  i  due  piani  sono  paralleli  la  retta  unita  U  è  ali*  in- 
finito, e  con  essa  coincidono  le  rette  limiti. 

Qualunque  punteggiata  di  a  parallela  alla  U  avrà  per 
corrispondente  in  a  una  punteggiata  pur  parallela  alla  U. 
Le  due  punteggiate  apparteranno  ad  un  piano  del  fascio  di 
piani  projettanti  che  ha  per  asse  una  retta  per  v  e  paral- 
lela alla  U. 
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La  punteggiata  H  di  a  parallela  alla  U  e  distante  da 
essa  doppiamente  della  retta  limite  di  a  avrà  per  corri- 
spondente in  ci  una  H'  pur  parallela  alla  U  e  da  questa 
distante  doppiamente  della  retta  limite  di  a .  Le  due  pun- 
teggiate H,  H'  riesciranno  prospettivamente  eguali  fra  loro 
ed  equidistanti  da  v^  e  cioè  qualunque  semmento  mn  di  H 
riescirà  eguale  al  corrispondente  nìvi  di  H',  e  per  modo 
che  le  H,  H'  colla  sovraposizione  dell'  una  sulT  altra  po- 
tranno dar  luogo  ad  una  rotta  di  punti  uniti.  H  e  H'  sono 
le  sole  due  rette  corrispondenti  eguali  (prospettivamente), 
olti'e  le  duo  coincidenti  nella  U. 

Si  potranno  rimuovere  i  piani  a,  al  dalla  p'^sizione  pro- 
spettiva, ma  i  piani  punti»ggiati  riLrati  in  ossi  impressi  dalla 
stalla  sopra  considerata  rimaranno  omografici  fra  loro.  Sta 
bone  avvertire  che  (dopo  detta  rimozione)  nel  piano  a  vi  sa- 
ranno due  punteggiate  U,  Il  e  due  sole  che  riesciranno 
projettivamente  e  risp  ttivamente  eguali  alle  corrispondenti 
ly,  H'  del  piano  a,  e  parallele  U,  H  alla  retta  limite  di  a, 
U*,  ir  alla  retta  limite  di  a .  U,  H  appartengono  assieme 
colla  retta  limite  di  a  ad  un  fascio  Hi  raggi  paralleli,  fascio 
che  ha  per  corrispondente  in  à  un  fascio  di  raggi  pur  pa- 
ralleli fra  i  ((uali  la  retta  limite  di  a . 

2.^  Congiungendo  gli  elementi  di  un  piano  (punti  e 
rette)  mediante  rette  e  piani  con  due  punti  qualunque  f\ 
?y  presi  fuori  di  osso  piano  si  dà  luogo  a  due  stelle  di 
centro  v,  v  da  chiamarsi  prospettive  fra  loro  e  col  piano 
ed  omografiche.  Le  due  stelle  possederanno  un  fascio  di 
piani  uniti,  fascio  che  avrà  per  asse  la  retta  congiungente 
?;  con  r'.  Potranno  le  due  stelle  essere  rimosse  dalla  coa- 
siderata  posi/ione  ma  esse  rimaranno  omografiche  fra  loro. 

3."  Siano  F^ ,  F, ,  . . . ,  F;^ , .  . .  ,  F*,  .  . . ,  Fn  forme  di 
2.*  specie  tali  e  cosi  disposte  che  ciascuna  possa  dedursi 
dalla  precedente  o  susseguente  mediante  projezione  o  sezione. 

Due  qualunque  Fa,  Fa  si  diranno  proiettive;  e  se  adja- 
centi  (come  Fa,  Fa+i)  saranno  inoltre  prospettive. 

Le  forme  possono  essere  rimosse  dalle  posizioni  dichia- 
rate in  modo  che  nessuna  risulti  prospettiva  di   un*  altra. 
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ma  esse  rimaranno  projettive;  e  il  rapporto  anarmonico  di 
quattro  elementi  (in  retta  se  punti,  in  fascio  se  rette)  di 
una  sarà  eguale  a  quello  dei  quattro  corrispondenti  in 
qualunque  altra. 

In  generale  poi  sarà  accertata  la  projettività  di  due 
forme  tostochè  sia  riconosciuta  ciascuna  di  esse  projettiva 
con  una  terza. 

4.*  Fissiamo  tre  punti  a,  6,  e  ad  arbitrio  (ma  non  in 
linea  retta)  in  un  piano  a  qualunque  ed  altri  ti^e  a\  b\  e 
pure  ad  arbitrio  in  altro  piano  a  qualunque  e  riteniamo 
corrispondente  il  punto  a  ad  uno  qualunque  dei  tre  a\ 
b\  e'  e  per  esempio  ad  a',  e  cosi  riteniamo  corrispondente 
b  di  b\  e  di  e. 

Per  un-  punto  a?  di  a  conduciamo  le  rette  arr,  bx  che 
feriranno  in  2^  e  q  le  rette  bc,  ac,  e  similmente  per  un 
punto  ce  di  a'  le  a\r\  b\r  che  feriranno  in  p'  e  j'  le  b'c\  a'c'. 

Facciamo  muovere  il  punto  x  sopra  a  e  in  corrispon- 
denza il  punto  X  sopra  a   vincolando  i  rapporti 


f  jf 


qc     pc      qc     pc 
'qa'  pb*  qW'  ^ 

(coordinate  di  q,  p,  q\  p'  rispetto  ai  punti  fissi  a,  b,  e, 
a\  b\  e  sulle  rette  da  essi  rispettivamente  percorse)  alle 
condizioni 

qc        q'c'  pc       p'd 

nelle  quali  p,  t  significano  due  arbitrarie. 

Osserviamo  dapprima  che  qualunque  linea  retta  o  curva 
abbia  a  descrivere  il  punto  x  sopra  il  piano  a,  una  linea 
della  stessa  natura  dovrà  pure  descrivere  x  sul  piano  a! 
poiché  se  per  la  linea  descritta  da  x  si  avrà  la  equazione 


K~ .  S)=«' 


^qa  '  pb 

per  quella  descritta  da  x   |  in  forza  delle  (co)  j  1*  equazione 
aarà 
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/  ff'c'       po'  \ 


qa       pò 

cioè  dello  stesso  grado  o  natura  e  forma  della  precedente. 
In  particolare  se  la 


f 


qc      pc 
sarà  di  primo  grado  rispetto  alle  coordinate    —  ,  —  ,  la 

ga     pa 

linea  da  essa  rappresentata  sarà  una  retta  e  tale  sarà  pare 

quella  rappresentata  dalla 

Jq'c'       P'c'\ 


Si  rifletta  che  la 


•Cf.^)- 


esprime  nel  caso  1^  omografia  delle  due  punteggiate  de- 
scritte da  q  sopra  la  ca  e  da  j?  sopra  la  e6,  e  quindi  l'o- 
mografia dei  due  fasci  generati  dai  due  raggi  bq^  ap.  Tali 
fasci  essendo  inoltre  prospettivi  a  cagione  del  raggio  unito 
ba  avranno  i  punti  x  d'  incontro  dei  ragj^i  corrispondenti 
sopra  di  una  retta,  e  appunto  la  retta  rappresentata   dalla 


f 


Ct-^)=»- 


Si  noti  che  quallora  qc,  qa  vengano  espressi  per  ascisse 
rispetto  ad  un'  origine  arbitrariamente  segnata  sulla  retta 
ca,  e  similmente  pc,  pb  vengano  espressi  per  ascisse  rispetto 
ad  un  origine  arbitraria  presa  sulla  cb,  la  detta  equazione 
prende  la  solita  forma  quadrinomia  bilineare  (n.^  2,  1/). 

Inoltre  se  k,  k'  indicano  due  posizioni  di  q^  q'   rispet- 

kc        kd 

tivamente  sulle  oc,  de  e  cioè  se   r— =  pv?— ,  ,       abbiamo 

ha      ^k  a 
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I  dividendo  la  prima  delie  (co)  per  1*  ora  notata  equazione  | 

qc      kc      ^c'      Kc 

ossia  {caqh)zz{c'a'g'h'),  e  quindi  apprendiamo  che  i  punti 
g,  q  descriveranno  rispettivamente  sulle  ca,  c'a'  due  pun- 
teggiate omografiche.  Analogamente  si  riconosce  che  p,  p' 
descriveranno  rispettivamente  sopra  le  cb,  dH  due  omo- 
grafiche. 

Cosi  il  rapporto  anarmonico  di  quattro  punti  di  una 
punteggiata  descritta  da  x  riescirà  (§  VI,  n.°  1,  4.^)  eguale 
a  quello  dei  quattro  corrispondenti  nella  punteggiata  de- 
scritta da  X  poiché  il  primo  rapporto  sarà  eguaio  a  quello 
di  quattro  punti  (/  e  1*  altro  a  quello  di  quattro  punti  (^^ 
e  il  rapporto  dei  quattro  punti  q  a  cagione  dell'  omografia 
dianzi  avvertita  dovrà  eguagliare  quello  dei  quattro  g'. 

Similmente  se  x  descriverà  un  fascio  di  rette  nel  piano 
a,  w  ne  descriverà  un  altro  nel  piano  a',  e  i  centri  dei  due 
fasci  saranno  corrispondenti,  e  il  rapporto  anarmonico  di 
quattro  raggi  del  primo  fascio  in  a  eguaglierà  quello  dei 
quattro  corrispondenti  dell'  altro  in  al  in  virtù  delle  con- 
dizioni (w)  (Chasles  Geometrie  Supèrieure  Chapitre  XXV). 
Pertanto  in  forza  delle  condizioni  (eo)  i  punti  x^  x'  gene- 
rano due  piani  da  chiamarsi  omografici  e  projettivi. 

Se  le  ap  e  la  hq  (ruotando  V  una  attorno  a  X  altro 
attorno  b)  si  mantengono  fra  loro  parallele,  il  punto  x 
descriverà  la  retta  ali*  infinito  del  piano  a,  e  intanto  il 
punto  d  descriverà  la  corrispondente  (inetta  limite)  nel  piano 
a,  la  qual  corrispondente  potrà  talvolta  essere  la  retta  al- 
l' infinito  del  piano  a .  Similmente  se  la  dp  e  la  V^  (ruo- 
tando attorno  d  1'  una,  attorno  V  altra)  si  mantengono  fra 
loro  parallele  il  punto  x  descriverà  la  retta  all'  infinito 
del  piano  al  e  intanto  x  descriverà  la  corrispondente  (retta 
limite)  nel  piano  a. 

Un  fascio  di  rette  col  centro  all'infinito  (rette  parallele) 
sito  in  uno  dei  due  piani  a,  al  avrà  per  corrispondente  un 
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fascio  di  rette  sito  nell*  altro  piano  col  centro  sulla  retta 
limite.  Se  il  centro  di  un  fascio  di- rette  di  uno  dei  due 
piani  è  il  punto  all'  infinito  della  retta  limite  (rette  paral- 
lele alla  retta  limite)  il  centro  del  fascio  corrispondente 
neir  altro  piano  sarà  pure  all'  infinito  sulla  retta  limite  di 
questo  piano  poiché  il  centro  ali*  infinito  del  primo  fascio 
essendo  il  punto  d'  incontro  della  retta  limite  colla  retta 
air  infinito  di  un  piano,  il  punto  corrispondente  (cioò  il 
centro  deir  altro  fascio)  dovrà  essere  il  punto  d'  incontro 
della  retta  all'  infinito  colla  retta  limite  dell'  altro  piano. 

Cosi  qualunque  retta  parallela  alla  retta  limite  di  a  ha 
per  corrispondente  una  parallela  alla  retta  limite  di  a',  e 
le  due  rette  (n.^  3,  3.^)  sono  divise  similmente  dai  loro 
punti  corrispondenti. 

Ad  una  determinata  distanza  dalla  retta  limite  (ritenuto 
che  le  retto  all'  infinito  dei  piani  a,  a!  non  siano  fra  loro 
corrispondenti)  del  piano  a  e  a  questa  parallela  vi  sono 
due  rette  punteggiate  M,  N  (due  raggi  del  fascio  che  ha 
per  centro  il  punto  all'  infinito  della  retta  limite)  e  due 
soltanto  che  riescono  eguali  omograficamente  e  rispettiva- 
mente alle  punteggiate  M',  N'  che  lor  corrispondono  nel 
piano  a',  e  quali  sono  parallele  alla  retta  limite  di  a!. 

Stabilendo  ad  arbitrio  (oltre  i  punti  a,  ft,  e)  un  quarto 
punto  d  nel  piano  a  e  facendogli  corrispondere  un  punto 
d'  pur  fissato  ad  arbitrio  (come  i  punti  tì',  h\  e)  nel  piano 
a ,  si  potrà  poi  nelle  condizioni  (a))  fissare  i  valori  di  p  e 
T  in  dipendenza  dei  punti  d  e  d ,  Sta  bene  osservare  che 
'il  punto  d  deve  essere  preso  fuori  di  qualunque  delle  tre 
rette  del  trilatero  abc  al  fine  di  non  cadere  nelT  indeter- 
minazione. 

Pertanto  1'  omografia  di  due  piani  espressa  in  generale 
dalle  equazioni  (co)  rimane  individuata  dalla  corrispondenza 
a  due  a  due  imposta  con  ordine  arbitrario  a  due  quaterne 
di  punti  segnate  ad  arbitrio  una  in  un  piano  1'  altra  nel- 
r  altro,  ma  in  modo  che  tre  punti  qualunque  dei  quatti*o 
dati  in  ciascun  pi. ino  non  siano  in  linea  retta. 

Fissando  sopra  il  piano  a  ad  arbitrio   il    quarto   punto 


Digitized  by  VjOOQ  IC 


—  393  — 

d  anzidetto  e  indicando  con  e  e  con  h  i  punti  che  le  bd, 
ad  segneranno  rispettivamente  sulle  ca^  cb,  e  fissando  sul 
piano  a'  pure  ad  arbitrio  un  quarto  punto  d^  e  indicando 
con  e'  e  con  A'  i  punti  che  b'd\  a'd'  segneranno  rispettiva- 
mente sulle  ca\  cb\  dalle  (co)  si  avrà 

ec        e'd  Ile        Kc 

ed  eliminando  p,  t  tra  queste  equazioni  e  le  (co)  si  otterrà 

qc     ec      qd    dd  pc     he      p'c     Kc' 

qa  '  ea"^  q'a'  '  e  a    '       pb  '  lib  ^~  pb'  '  h'V   ' 

ossia  {aceq)zz(a'céq\     {bchp)  z=z{b'ch'p') , 

oppure  (§  VI.  n.^  1,  4.') 

b{acdcv)z=:b\a:c'd'x%    a(bcdx)=a\b'cd'x\ 
« 
e  vedesi  che  i  punti  x  sul  piano  <x,  e  i  punti  x'  sul  piano 
OL   vengono   individuati    mediante    le   coordinate    proiettive 
delle  quali  è  cènno  al  (§  I,  n.""  11). 

Per  costruii^e  due  piani  omografici  in  vece  che  segnare 
i  punti  a,  6,  e,  rf  e  a\  b\  c\  d'  si  potranno  stabilire 
ad  arbitrio  quattro  rette  A,  B,  C,  D  nel  primo  piano  e 
quattro  A',  B',  G\  D'  nelT  altro,  e  poscia  si  determineranno 
delle  rette  X  in  uno,  e  X'  nelPaltro  a  senso  delle  condizioni 

B(ACDX)=B'(A'C'D'X'),    A(BCDX)=A'(B'C'D'X') 

j  B(ACDX)  indica  il  rapporto  anarmonico  dei  quattro  punti 
d*  incontro  della  retta  B  colle  A,  C,  I),  X  rispettivamente, 
etc.  etc.  j  . 

La  retta  X  verrà  individuata  dai  due  punti  (BX),  (AX), 
e  la  corrispondente  X'  dai  due  (B'X'),  (A'X').  Un  punto 
del  primo  piano  intersezione  di  due  rette  X  avrà  per  cor- 
rispondente neir  altro  il  punto  d'  intersezione  delle  due 
rette  X'  corrispondenti  alle  due  X.  etc. 
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Le  quattro  rette  A,  B,  C,  D  dovranno  segnarsi  in  modo 
che  tre  qualunque  di  esse  non  concorrano  nello  stesso 
punto,  e  similmente  le  A',  B',  C\  D'. 

Vedesi  che  le  precedenti  notazioni  b(acdx)'=zb\a!c'dx% 
etc.  possono  interpretarsi  in  doppio  modo,  e  cioè  i  simboli 
a,  &,  .  .  .  .  possono  ritenersi  indicatori  di  punti  o  di  rette. 

11.  L°  Projettando  da  centri  qualunque  dello  spazio  due 
piani  omografici  si  darà  luogo  a  stelle  omografiche  fra  loro 
e  prospettive  coi  piani. 

In  generale  data  una  forma  f  di  seconda  specie  se  ne 
potrà  stabilire  un*  altra  F  dello  stesso  nome  o  diverso  ma 
pur  della  stessa  specie  che  sia  in  corrispondenza  univoca 
colla  /*  e  tale  che  a  quattro  elementi  della  F  corrispon- 
dano con  ordine  arbitrario  quattro  elementi  della /"essendo 
i  quattro  elementi  presi  ad  arbitrio  in  ciascuna  forma  ma 
in  modo  che  tre  qualunque  dei  medesimi  non  appartengano 
ad  una  forma  di  prima  specie  e  che  incitile  ad  una  forma 
qualunque  di  prima  specie  contenuta  nella  F  ne  corrisponda 
una  della  stessa  specie  nella  /l 

Per  esempio  data  una  stella  s  vogliasi  stabilire  un  piano 
OL  projettivo  con  essa. 

Si  segneranno  ad  arbitrio  quattro  raggi  nella  stessa  dei 
quali  però  tre  qualtinque  non  potranno  appartenere  ad  uno 
stesso  fascio,  si  segherà  la  stella  con  un  piano  a  in  questo 
notando  i  punti  d*  incontro  di  quei  quattro  raggi.  Si  fisse- 
ranno quattro  punti  ad  arbitrio  in  a  e  poi  si  passerà  a 
costruire  sopra  <x  i  punti  corrispondenti  a  quelli  di  a!  col 
metodo  (n,®  10,  4.*)  sopra  esposto. 

2.^  Due  foimè  di  2."  specie  dello  stesso  nome  omogra- 
fiche che  posseggono  in  comune  una  forma  di  prima  specie 
costituita  da  elementi  uniti  saranno  prospettive,  e  cioè  due 
piani  omografici  con  retta  comune  di  punti  uniti  (i^tta 
unita  di  punti  uniti)  sono  pi*ospettivi,  due  stelle  con  fascio 
comune  di  piani  uniti  (fascio  unito  di  piani  uniti)  sono 
prospettive. 

Siano  due  piani  omografici  distinti  a,  ai  aventi  in  co- 
mune una  retta  U  di  punti  uniti  (sarà  accertato  che   due 
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piani  posseggono  una  tal  retta  se  potrà  riconoscersi  che 
essi  abbiano  tre  punti  uniti  in  linea  retta)  e  siano  aa\  bV 
due  coppie  di  punti  corrispondenti.  La  retta  ab  avrà  per 
corrispondente  la  a!b\  e  il  punto  in  cui  la  ab  incontrerà 
la  U  (punto  unito)  dovrà  pure  appartenere  alla  a!b\  Cosi 
la  ab  e  la  ab\  saranno  nello  stesso  piano,  e  in  esso  pur 
vi  saranno  le  aa\  W  le  quali  perciò  s*  incontreranno.  Nello 
stesso  modo  si  vedrà  che  aa'  deve  incontrare  qualunque 
altra  congiungente  di  due  punti  corrispondenti  e,  c\  e  che 
pertanto  tutte  le  congiun^enti  aà^  bb\  ed  etc.  non  essendo 
in  uno  stesso  piano  dovranno  concorrere  in  uno  stesso 
punto  t?,  e  cioè  a  e  a'  saranno  prospettivi. 

Siano  per  altro  esempio  due  stelle  omografiche  a  centri 
distinti  s^  s^  aventi  in  comune  un  fascio  y  di  piani  uniti 
(sarà  accertato  che  due  stelle  posseggono  un  tal  fascio  se 
potrà  riconoscersi  che  esse  abbiano  tre  piani  uniti  formanti 
fascio),  e  siano  ((x,a  ),  (^,^)  due  coppie  di  piani  corrispondenti. 

La  retta  o  raggio  ap  (s'  intende  Y  intersezione  del  piano 
OL  col  piano  ^)  avrà  per  corrispondente  la  retta  a^,  e  il 
piano  del  fascio  y  (piano  unito)  sul  quale  starà  la  a^  con- 
terrà pure  la  a! fi.  Cosi  il  raggio  a^  e  il  raggio  ol^  avranno 
un  punto  comune  e  per  questo  pur  dovi^anno  passare  le 
rette  aa\  ^^'.  Nello  stesso  modo  si  vedrà  che  aot  deve 
aver  punto  comune  con  qualunque  altra  retta  intersezione 
di  due  piani  corrispondenti  y,  y',  e  che  pertanto  tutte  le 
rette  aa\  ^^',  yy'*  ^^c*  (^^^^  concorrendo  in  uno  stesso 
punto)  dovranno  trovarsi  in  uno  stesso  piano,  e  cioè  le 
stelle  s^  s'  saranno  prospettive. 

3.^  Siccome  in  un  piano  a  vi  sono  due  punteggiate  M, 
N  (e  due  sole)  omograficamente  e  rispettivamente  eguali 
alle  loro  corrispondenti  M',  N'  in  un  piano  a  omografico 
di  OL  (di  cui  la  retta  ali*  infinito  non  corrisponda  a  quella 
air  infinito  di  a),  cosi  è  manifesto  che  in  generale  due  piani 
omografici  (di  cui  le  rette  all'  infinito  non  siano  corrispon- 
denti) possono  prendere  posizione  prospettiva  in  due  maniere, 
e  cioè  col  far  coincidere  (punto  con  punto  corrispondente), 
la  punteggiata  M  colla  M\  oppure   la   N   colla   N'    dando 
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luogo  ad  una  retta  U  di  punti  uniti,  e  disponendo  del 
resto  i  due  piani  ad  angolo  qualunque. 

4.^  Poiché  due  piani  prospettivi  sono  omografici  e  poi- 
ché reciprocamente  due  piani  omografici  sono  disponibili 
prospettivamente,  e  siccome  mediante  quatti'o  punti  (di  cui 
tre  qualunque  non  in  retta)  o  quattro  rette  (di  cui  tre  qua- 
lunque non  in  fascio)  fissati  ad  arbitrio  in  un  piano  e  ri- 
tenuti corrispondenti  a  quattro  punti  o  quattro  rette  fissati 
in  modo  analogo  su  di  un  altro  piano  si  può  costruire  due 
piani  omografici,  cosi  due  quadrangoli  o  due  quadrilateri 
qualunque  potranno  essere  collocati  in  prospettiva  1*  uno 
dell'  altro. 

Da  quanto  precede  pur  s*  argomenta  che  quando  deb- 
basi  disegnare  la  prospettiva  di  una  figura  piana  basterà 
determinare  direttamente  (cioè  valendosi  della  posizione 
dell*  occhio)  la  prospettiva  di  quattro  punti  o  quattro  rette 
soltanto,  dei  quali  o  delle  quali  poi  si  farà  uso  per  com- 
pletare la  prospettiva  della  figura  senza  conservare  alcuna 
traccia  della  posizione  dell'  occhio  (*). 

5.^  Due  forme  di  2/  specie  omografiche  in  qualunque 
loro  posizione  sono  sempre  projettive  cioè  1'  una  è  deduci- 
bile dall'  altra  mediante  un  determinato  numero  di  opera- 
zioni di  segamento  e  projezione. 

Siano  per  esempio  due  forme  piane  a,  a .  Si  può  par- 
tire da  a  projettandone  gli  elementi  (punti  e  rette)  me- 
diante rette  e  piani  verso  uno  stesso  punto  v  il  quale  sia 
in  retta  con  due  punti  corrispondenti  uno  a'  di  a,  l'altro 
a  di  a.  Si  dà  luogo  cosi  ad  una  stella  che  taglia  un  piano 
qualunque  condotto  per  a  secondo  una  forma  ^  omografica 
della  ai\  e  quindi  anche  della  a.  Il  fascio  delle  rette  di  d 
che  ha  centro  in  a  ha  per  corrispondente  nella  ^  un  {ascio 
di  rette  che  ha  pur  centro  in  a.  Una  retta  qualunque  « 
del  primo  fascio  e  la  corrispondente  ti  nell'  altro  avendo 
in  comune  il  punto  unito   a    sono    in    prospettiva,  e  cioè 


f )  Chasles.  Traile  de  Gèomèlrie  Sapèrieure  n.^  508. 
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ammettono  un  centro  vi  di  prospettiva.  Projettando  la  forma 
^  dal  punto  v!  sopra  un  piano  qualunque  condotto  per  la 
u  si  ottiene  una'  forma  piana  y  omografica  colla  ^  e  quindi 
colla  a  e  colla  a.  Ma  la  forma  y  avendo  comune  colla  a 
una  retta  unita  u  di  punti  unili  riesce  prospettiva  colla  a; 
o  p^'^rtanto  se  dal  centro  di  prospettiva  delle  forme  y,  a  si 
projetta  la  y  si  ottiene  una  stella  che  sega  il  piano  soste- 
gno della  a  secondo  a  medesima.  Cosi  projettando  e  segando 
alternativamente  si  parte  dalla  a  e  si  giunge  alla  a. 

Similmente  due  forme  di  2/  specie  di  nome  diverso  e 
cioè  un  piano  a  ed  una  stella  s  sono  proiettive  in  qualun- 
que posizione  se  siano  cosi  fra  loro  dipendenti  che  segando 
la  stella  con  un  piano  qualunque  si  ottenga  un  piano  a 
omografico  di  a,  oppure  projettando  il  piano  a  da  un  punto 
qualunque  si  ottenga  una  stella  s'  omografica  della  s. 

6.^  Come  due  forme  di  prima  specie  omonime  omogra- 
fiche unite  (dello  stesso  sostegno)  non  possono  avere  più 
di  due  elementi  uniti  (altrimenti  bi  confondono  in  una)  cosi 
due  forme  di  seconda  specie  omonime  omografiche  unite 
(dello  stei>so  sostegno)  non  possono  avere  più  di  tre  elementi 
uniti  non  disposti  a  tre  a  tre  fn  forme  di  prima  specie 
senza  confondersi.  Se  ad  esempio  due  piani  omografici  (so- 
stenuti da  uno  stesso  piano)  hanno  quattro  punti  uniti  (dei 
quali  tre  qualunque  non  siti  in  retta)  risulta  unito  qua- 
lunque altro  punto. 

T.**  Adagiando  sullo  stesso  piano  due  piani  omografici 
a,  a  in  modo  che  una  retta  h  di  a,  e  la  corrispondente 
h!  in  a  vengano  a  riunirsi  in  una  stessa  retta  e  due  punti 
reali  corrispondenti  (uno  della  A,  V  altro  della  h')  a  coin- 
cidere in  uno  stesso  t/, ,  immediatamente  (n.^  4,  1.^)  la  h 
e  la  h'  assumono  due  fuochi  reali  u^ ,  t^, ,  e  in  u^  pren- 
dono centro  due  fasci  (di  rette)  corrispondenti  e  pure  in 
u^ .  I  due  fasci  di  centro  u^  oltre  il  raggio  doppio  u^u^ 
pigliano  un  secondo  raggio  p  unito  e  similmente  i  due  fasci 
di  centro  u,  oltre  il  raggio  u^u^  ne  prendono  un  altro  pj 
unito.  I  due  raggi  p,  p^  s*  incontrano  in  un  punto  u^  dop^ 
pio.  Cosi  in  complesso  oc,  a  assumono  tre  punti  uniti  reali 
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t€j  ,  u^,  u^  disposti  a  triangolo  ed  anche    tre   rette   unite 

Golia  stessa  facilità  vedesi  come  riunendo  due  stelle 
omografiche  nello  stesso  centro  in  modo  che  vengano  a 
disporsi  in  uno  stesso  piano  due  fasci  di  raggi,  e  un  raggio 
dell'  un  fascio  a  coincidere  col  corrispondente  nell'  altro, 
le  due  stelle  assumano  altri  due  raggi  reali  uniU  e  quindi 
tre  piani  uniti  disposti  a  triedro. 

Se  i  due  piani  a,  »  vengano  riuniti  in  un  modo  qua- 
lunque ancora  assumeranno  tre  punti  unili  e  tre  rette 
uniie^  ma  due  dei  tre  punti,  due  delle  tre  rette  potranno 
essere  immaginari,  etc,  come  in  seguito  si  farà  manifesto. 

La  riunione  di  due  forme  omonime  di  2/  specie  in  uno 
stesso  sostegno  può  aver  luogo  in  modo  che  esse  (senza 
confondetesi  in  una)  assumano  infiniti  elementi  uniti  disposti 
in  due  forme  di  prima  specie  di  nome  diverso  come  nel 
caso  che  segue,  e  senza  che  perciò  le  due  forme  abbiano 
a  confondersi  omograficamente  in  una. 

12.  1.^  Consideriamo  due  sistemi  piani  a,  a  omografici 
ed  in  posizione  prospettiva  cioè  sezioni  di  una  medesima 
stella.  Essi  avranno  una  retta  U  di  punti  uniti.  Facciamo 
ruotare  attorno  alla  U  in  un  senso  o  nell'  opposto  il  piano 
che  sostiene  od  fino  a  che  venga  a  coincidere  con  quello  che 
sostiene  a.  Il  centro  v  della  stella  dopo  aver  descritto  un 
cerchio  in  un  piano  normale  alla  U  |  Ghasles  G.®  S.®  n.^ 
369,  Baltzer  Stereometria  j  attorno  un  punto  della  retta 
limite  di  a  prenderà  posto  sul  piano  di  a  e  con  esso  v  co- 
incideranno i  due  punti  conjugati  dell'  una  o  dell'  altra 
(a  seconda  del  senso  dell'  avvenuta  rotazione)  delle  due 
coppie  di  punti  individuate  dai  due  raggi  della  stella  (or- 
togonali fra  loro)  rispettivamente  normali  ai  piani  bisettori 
delle  regioni  angolari  diedriche  definite  dai  piani  di  soste- 
gno di  a  e  oc'  nella  posizione  iniziale. 

I  due  sistemi  a,  a  dopo  che  nel  descritto  modo  si  tro- 
veranno adagiati  sopra  di  uno  stesso  piano  saranno  detti 
piani  in  posizione  omologica,  oppure  piani  omologici.  La  U 
(retta  unita  di  punti  uniti)  si  dirà  asse  di  omologia,  e  v 
(punto  unito)  centro  di  omologia. 
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Una  delle  rette  limiti  (1*  una  e  V  altra  parallele  al}a  U) 
disterk  dal  centro  d*  omologia  quanto  V  altra  dall'  asse 
d'  omologia  e  ciascuna  corrisponderà  ad  una  stessa  retta 
air  infinito. 

Ad  egual  distanza  dal  centro  di  omologia  e  parallele 
air  asse  di  omologia  vi  saranno  due  punteggiate  corrispon- 
denti e  projettivamcnte  eguali  fra  loro  e  saranno  le  sole 
di  tal  (atta  oltre  le  duo  riunite  nella  U.  Una  delle  due 
punteggiate  distei*^  dalla  U  il  doppio  di  una  retta-limite, 
r  altra  pure  il  doppio  della  distanza  da  U  dell'  altra  retta 
limite. 

Qualunque  retta  uscente  dal  centro  v  di  omologia  so- 
sterrà due  punteggiate  corrispondenti  le  quali  avranno  due 
punti  uniti  (fuochi),  uno  nel  contro  r  d*  omologia,  V  altro 
nel  punto  u  d'  incontro  della  retta  coli'  asse  U  di  omologia. 
Qualunque  punto  u^  dell*  asse  U  sarà  centro  di  due  fasci 
(di  rette)  corrispondenti  dei  quali  saranno  rette  unite  l'asse 
U  stesso  e  la  retta  u^v.  Indicati  con  x,  x  due  punti  cor- 
rispondenti siti  sulla  retta  vu  si  avrà  il  rapporto  anarmo- 
nico  caratteristico  (n.**  4,  2.^)  dell'omografia  delle  due  pun- 
teggiate sostenute  dalla  retta  vu  espresso  da  {vuxx)zzh. 
Per  r  omografia  delle  due  punteggiate  sostenute  da  un'altra 
retta  vu^  si  avrà  ancora  il  rapporto  anarmonico  caratteri- 
stico (rWiXX')=A  (X,  X'  punti  corrispondenti)  poiché  le 
due  rette  rrX,  xX!  (corrispondenti)  s'  incontreranno  in  un 
punto  dell'  asse  U  da  cui  la  punteggiata  v,  u,  x,  x'  sarà 
veduta  come  prospettiva  della  punteggiata  v,  u^ ,  X,  X'. 
Parimenti  il  rapporto  anarmonico  caratteristico  dell'  omo- 
grafia di  due  fasci  di  rette  aventi  centro  comune  in  un 
punto  qualunque  della  U  avrà  il  valore  k.  Pertanto  il 
rapporto  k  potrà  anche  esser  detto  il  caratteristico  (*)  del- 
l' omologia  dei  due  sistemi  piani  a,  a . 

È  evidente  che  fissati  il  centro  e  1'  asse  di  omologia  e 
due  punti  corrispondenti  (e  quindi  dato  il  rapporto  anarmo- 


(*)  FiEDLER.  Geometria  Descrittiva  P.*  I.'  19. 
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nico  caratteristico  k)  si  potrà  costruire  un*  infinità  di  cop- 
pie di  punti  corrispondenti  segnando  un  punto  ad  arbitrio 
e  la  rotta  di  congiunzione  di  esso  col  centro  e  costruendo 
un  altro  punto  sopra  tal  retta  mediante  k. 

Merita  attenzione  il  caso  di  {viì30jo')zz—\,  poiché  allora 

VX     va;       VX       vx 
lviixx)'=z :  — r=  — r  : =  ivuxx), 

^  ^       UX      UX         UX         tiX        ^  ' 

e  quindi  qualunque  punto  del  piano  (sul  quale  sono  ada- 
giati i  piani  a,  à)  può  considerarsi  tanto  appartenente  ad 
OL  come  ad  a  senza  mutare  di  coniugato  e  cioè  se  x  si 
considera  appartenente  al  piano  a  ha  per  coniugato  x  con- 
siderato appartenente  al  piano  a ,  e  se  a;  si  considera  ap- 
partenente al  piano  a  ha  per  conjugato  d  considerato  ap- 
partenente al  piano  a.  In  quest*  omologia  armonica  adun- 
que sopra  ogni  retta  che  passi  pel  centro  v  stanno  due 
punteggiate  corrispondenti  fra  loro  in  doppio  modo.  Simil- 
mente due  fasci  di  rette  che  abbiano  centro  comune  sul- 
r  asse  U  di  omologia  saranno  corrispondenti  fra  loro  in 
doppio  modo.  Tali  punteggiate  sulla  stessa  retta,  tali  fasci 
di  rette  sullo  stesse  piano  e  collo  stesso  centro  e  in  genere 
tali  sistemi  piani  adagiati  su  di  uno  stesso  piano  saranno 
(n.^  5)  punteggiate  in  involuzione,  fasci  di  rette  in  involu- 
zione, sistemi  piani  in  involuzione. 

Se    V    scompare    all'  infinito   si   ha     {^^uxx)'=z . 

L'  asse  U  divide  nel  caso  la  retta  congiungente  due  punti 
corrispondenti  secondo  un  rapporto  costante.  Tutte  le  rette 
di  congiunzione  di  punti  corrispondenti  sono  parallele,  e 
tutte  le  figure  del  piano  a  si  diranno  affini  delle  loro  cor- 
rispondenti nel  piano  a . 

ILX 

Se  = — 1,    i  punti  a?,  X   saranno  disposti  simmetri- 

XiX 

camente  rispetto  alla  U.  Si  ha  affinità  ed  involuzione  ad 
un  tempo. 

Se  r  asse  U  scompare  all'  infinito  si  ha  {pijoxx)^if>x:vx\ 
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e  cioè  r  omotetia  diretta  o  inversa  delle  figure  corrispon- 
denti descritte  da  a?  e  da  x .  Se  inoltre  vxxxizi—X^  si  ha 
simmetria  rispetto  a  r.  Simmetria  ed  involuzione  insieme. 

Se  t)  e  U  scompajono  insieme  air  infinito  risultano  con- 
gruenti le  figure  corrispondenti. 

2.^  La  posizione  omologica  di  due  piani  omografici  a, 
a!  quali  (n.*  11,  3.®)  più  sopra  indicati  può  ottenersi  sen- 
js  altro  collocando  a  ed  a  su  di  uno  stesso  piano  in  modo 
che  la  M  coincida  (punto  con  punto  corrispondente)  colla 
M',  oppure  la  N  colla  N'. 

3.^  Essendo  1*  omologia  un  caso  particolare  della  pro- 
spettiva generale  è  manifesto  che  due  quadrangoli  qualun- 
que saranno  sempre  disponibili  omologicamente  in  uno 
stesso  piano.  Analogamente  due  quadrilateri  qualunque. 

13.  1.^  Se  da  due  piani  punteggiati  rigati  omografici 
comunque  posti  nello  spazio  si  progettano  verso  due  centri 
diversi  due  stelle,  queste  riescono  fra  loro  omografiche.  Se 
i  due  piani  detti  fossero  uniti  (sostenuti  dallo  stesso  piano) 
le  due  stelle  potranno  avere  tre  raggi  reali  uniti  (e  quindi 
tre  piani  uniti)  quando  vengano  progettate  verso  uno  stesso 
centro  (stelle  unite,  o  sovraposte  ossia  sostenute  dallo  stesso 
centro),  raggi  uniti  che  non  appartengono  ad  uno  stesso 
fascio  di  raggi,  etc. 

2.®  Se  le  due  stello  unite  dovessero  avere  quattro  raggi 
uniti  di  cui  tre  qualunque  non  in  fascio,  cioè  formanti  qua- 
drispigolo,  dovrebbe  essere  unito  qualunque  altro  raggio  e 
le  due  stelle  si  confonderebbero  in  una  di  raggi  uniti. 

3.®  Due  stelle  unite  possono  senza  confondersi  in  una 
avere  un*  infinità  di  raggi  uniti  purché  questi  formino  fa- 
scio, ma  allora  generalmente  vi  sarà  un  raggio  unito  al- 
l' infuori  del  fascio,  e  quindi  un  fascio  di  piani  uniti. 

Si  ottengono  due  stelle  wnite  aventi  un  fascio  di  raggi 
uniti,  ed  un«  raggio  unito  esterno  al  fascio  projettando  due 
piani  omografici  (che  siano  sostenuti  in  posizione  omologica 
da  uno  stesso  piano)  verso  uno  stesso  centro.  Si  dà  luogo 
a  due  stelle  riunite  in  uno  stesso  centro  per  le  quali  sarà 
fascio  di  raggi  uniti  quello  projettato  dai   punti   dell'  asse 

26 
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di  omologia  dei  due  piani  (si  direbbe  fascio  di  omologia 
delle  due  stelle  od  anche  piano  di  omologia)  e  sarà  asse 
centrico  di  omologia  quello  projet'ato  dal  centro  di  omologia. 

Si  potranno  anche  ottenere  due  stelle  siffatte  projettando 
i  piani  prospettivi  a,  a,  descritti  (n.°  12,  \^)  verso  nno 
stesso  centro  P.  Evidentemente  il  fascio  di  raggi  projettato 
dai  punti  della  U  (intersezione  dei  due  piani)  sarà  fascio 
unito  di  raggi  unili,  come  sarà  raggio  urtilo  quello  rP 
che  sarà  projettato  dal  centro  v  di  prospettiva  dei  due 
piani  a,  a\  poiché  contemporaneamente  esso  raggio  vP  vien 
projettato  tanto  da  un  punto  di  a  come  dal  corrispondente 
punto  in  a. 

Fiss'ito  par  due  stelle  unite  il  |)iano  y  di  omologia  e 
r  asse  centrale  0  di  omologia  e  duo  raggi  A,  A.'  corri- 
spondenti e  quindi  dato  il  rappoito  anarmonico  caratteri- 
stico (ORAA')  (R  intersezione  del  piano  AA'  col  piano  y) 
si  potrà  poi  costruire  un' infinità  di  coppie  di  raggi  corri- 
spondenti segnando  un  raggio,  B  ad  arbitrio  e  costruendo 
il  corrispondente  B'  sul  piano  OB  mediante  il  detto  rap- 
porto anarmonico  caratteristico. 

La  costruzione  si  potrà  anche  fare  senza  usare  il  detto 
rapporto.  Segnato  B  ad  arbitrio  si  condurrà  il  piano  AB 
notando  1*  intersezione  E  di  esso  col  piano  y.  Si  condurrà 
il  piano  EA.'.  Si  costruirà  poi  1'  intersezione  B'  di  detto 
piano  col  piano  OB.  Sarà  B'  raggio  corrispondente  di  B,  il 
piano  AB   corrispondente  del  piano  A'B'. 

4.®  Due  stelle  omografiche  di  centri  diversi  sono  pro- 
spettive se  Io  rette  intersezioni  di  quattro  piani  (disposti  a 
tetraedro)  di  una  stella  rispettivamente  coi  quattro  corri- 
spondenti deir  altra  giacciano  in  uno  stesso  piano. 

5.^  Il  luogo  dei  punti  d' incontro  degli  elementi  corri- 
spondenti di  due  stelle  projettivo  (non  prospettive)  una  di 
rette  e  V  altra  di  piani  è  una  superficie  quadrica. 

Consideriamo  un  fascio  f  di  rette  della  prima  stella,  e 
il  fascio  P  dei  piani  corrispondenti  nella  seconda  stella. 
Il  piano  sostegno  del  fascio  /'  sega  il  fascio  P  di  piani  se- 
condo un  fascio  /*'  di  rette  che  sarà  prospettivo  col  fascio 
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P,  e  quindi  proiettivo  col  fascio  f.  Ma  i  due  fasci  di  rette 
/*,  f  essendo  projettivi  e  nello  stosso  piano  danno  luogo 
coi  punti  d'  incontro  dei  raggi  corrispondenti  ad  una  conica 
(n.*  8,  3.®),  dunque  la  superficie  generata  dai  punti  d'  in- 
contro degli  clementi  di  /*  coi  corrispondenti  in  P  segata 
per  ogni  verso  da  un  piano  dk  luogo  ad  una  conica.  Ciò 
vuol  dire  (§  IV,  n.®  9,  l.^j  che  è  una  quadrica  cioè  sufer- 
ficio  di  2.®  ordine. 

14.  1.*  Muovansi  due  punti  x,  x  in  tal  modo  che  de- 
scrivano sopra  qualunque  piano  a  di  una  stella  di  centro 
fìsso  V  due  piani  omologici,  p'i  quali  v  risulti  centro  d*  o- 
mologia.  Gli  assi  di  omologia  delle  coppie  di  piani  omologici 
descritti  da  a?  e  rr'  sopra  i  piani  a  della  stella  verranno  a 
trovarsi  in  uno  stesso  piano  che  si  dirà  piano  d*  omologia 
e  che  sarà  piano  unito  di  punti  Mniii,  L*  asse  di  omologia 
di  qualunque  piano  a  incontrerà  lo  rette  intersezioni  di  a 
C(m  tutti  gli  altri  piani  a  della  stella  in  punti  che  dovran- 
no essere  punti  uniti  non  solo  per  quel  piano  a  ma  anche 
per  tutti  gli  altri  piani  a,  cioè  dovranno  appartenere  ri- 
Sf^ettivamente  agli  assi  di  omologia  dei  piani  a.  Cosi  l'asse 
di  omologia  di  qualunque  piano  a  della  stella  sega  gli  assi 
di  omologia  di  tutti  gli  altri  piani  della  stella,  e  poiché 
tali  assi  non  concorrono  in  un  punto,  essi  formano  un 
piano. 

I  due  spazii  generati  in  tal  modo  dai  due  punti  x  e 
X  potranno  oltrecchè  omologici  qualificarsi  prospettivi  ed 
omografici,  prospettivi  p.^rchò  qualunque  punto  x  di  uno 
guardato  da  v  avrà  per  prospettiva  un  punto  x  delTaltro 
e  pure  qualunque  retta,  qualunque  piano  descritto  da  x  e 
guardato  da  r  avrà  per  prospettiva  la  retta  o  il  piano  cor- 
rispondente descritto  da  x ,  omografici  perchè  qualunque 
forma  di  1.*  o  2.*  specie  contenuta  in  uno  riescirà  omo- 
grafica alla  corrispondente  nell'  altro. 

Le  rotte  limiti  delle  coppie  di  piani  omologici  des  ritti 
da  a?,  X  daranno  luogo  a  due  piani  limiti  paralleli.  11 
piano-limite  di  uno  spazio  corrisponderà  al  piano  all'  infi- 
nito considerato  appartenente  ali*  altro  spazio.  Uno  dei  piani 
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limiti  (listerà  dal  piano  di  omologia   tanto    quanto    1*  altro 
dal  centro  di  omologia  (•). 

.  Un  fascio  di  piani  paralleli  (fascio  con  asse  alT  infinito) 
appartenente  ad  uno  spazio  avrà  per  corrispondente  nell'al- 
tro spazio  un  fascio  coli'  asse  sito  nel  piano  limite  di  que- 
st*  ultimo  spazio.  Se  V  un  fascio  sarà  di  piani  paralleli  a 
quello  di  omologia  pur  1'  altro  sarà  di  piani  paralleli  a 
quello  di  omologia. 

Qualunque  retta  uscente  da  v  sosterrà  due  punteggiate 
conispondenti  per  le  quali  saì*anno  punti  uniti  il  punto  v 
stesso  0  il  punto  ?*  d'  incontri)  della  retta  col  piano  di  o- 
mologia.  Qualunque  punto  del  piano  d'  omologia  sarà  cen- 
tro comune  di  due  fasci  (di  retto)  corrisp;  udenti  siti  in 
uno  stesso  piano  che  passa  por  r,  pei  quali  fasci  saranno 
retto  ìinite  (luella  che  appartiene  al  piano  di  omologia  e 
quolla  clìo  passa  per  r.  Qualunque  retta  del  piano  d'omo- 
logia sarà  asso  comune  di  due  fasci  (di  piani)  corrispondenti 
pei  quali  fasci  saranno  piani  ttuiti  il  piano  stesso  d'  omolo- 
gia e  quello  che  projetta  r. 

Indicati  con  rr,  j'  d-ue  punti  corrispond^^nti  siti  sulla 
retta  vìi  si  avrà  il  rapporto  anarmonico  caratteristico  (n.** 
4,  2.°)  deir  omografìa  delle  due  punteggiate  sostenute  dalla 
retta  vu  espresso  da  {7'>u:r\ì/)zrk.  Per  V  omografia  delle  due 
punteggiate  sostenute  da  un  altra  retta  vu^  (Wj  punto  sui 
piano  d'  omologia)  si  avrà  ancora  il  rapporto  anarmonico 
caratteristico  {vu^XX!)z=k  (X,  X'  punti  corrispondenti). 
Parimenii  il  rapporto  anarmonico  ciratteristico  dell'  omo- 
grafia di  due  fasci  (di  rette)  corrispondenti  aventi  centro 
sul  piano  di  omologia  e  sostenuti  da  uno  stesso  piano  per 
r  sarà  k.  Pure  pei'  1*  omografia  di  due  fasci  (di  piani)  cor- 
rispondenti aventi  asse  comune  sito  sul  piano  di  omologia 
il  rapporto  anarmonico  caratteristico  avrà  il  valore  k.  Per- 
tanto k  si  dirà  il  rapporto  anarmonico  caratteristico  (**) 
dell'  omologia  di  due  spazii. 

(*)  Baltzkk.  Stereometria. 
{'*)  FiEDLER  sopradetto  38. 
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Fissato  il  centro  v  e  il  piano  d'  omologia,  dati  due  punti 
corrispondenti  oc,  cr  (e  quindi  dato  il  rapporto  anarmonico 
caratteristico  k)  si  potrà  costruire  un*  infinità  di  coppie  di 
punti  corrispondenti  segnando  un  punto  X  ad  arbitrio,  la 
retta  che  lo  congiunge  col  centro  v  e  costruendo  sulla  vX 
un  altro  punto  X'  per  modo  che  {im^XX')rzk  {u^  punto 
d'  incontro  della  vX  col  piano  di  omologia)  (*). 

Si  vedrà  più  avanti  la  classificazione  delle  omologie 
nello  spazio. 

2.^*  Impress(^  uu  movimento  ad  uno  dogli  spazii  supposto 
rigido,  cioè  senza  che  venga  alterato  T  ordine  o  a  dir  me- 
glio la  posizione  relativa  degli  elementi  costitutivi,  i  due 
spazi  cessano  di  essere  prospettivi  ma  rimangono  omogra- 
fici, e  projettivi. 

In  generale  diconsi  omografici  ed  anco  projettivi  due 
spazi  quando  la  corrispondenza  tra  i  punti,  rette,  piani  di 
uno  e  i  punti,  rett(4,  piani  dell'  altro  sia  tale  che  qualun- 
que forma  di  1.*  o  2.*  specie  contenuta  in  uno  riesca  omo- 
grafica e  proiettiva  alla  corrispondente  contenuta  nell'altro. 
15.  1.°  Fissiamo  quattro  punti  a,  6,  e,  d  ad  arbitrio 
(ma  non  nello  stesso  piano)  ed  altri  quattro  punti  a\  b\ 
c\  d'  ad  arbitrio  distinti  dai  precedenti  ma  non  nello  stesso 
piano  e  riteniamo  il  punto  a  corrispondente  di  uno  qua- 
lunque dei  quattro  a\  b\  c\  d'  e  per  esempio  di  a'  e  cosi 
riteniamo  corrispondente  b  di  b\  e  di  c\  d  di  d'.  Per  un 
punto  qualunque  x  dello  spazio  conduciamo  tre  piani,  uno 
che  passi  per  la  retta  ab  (uno  dei  sei  spigoli  del  tetraedro 
completo  abcd)  un  secondo  per  la  bc  ed  un  terzo  per  la 
ca.  Similmente  per  un  punto  qualunque  x'  dello  spazio 
conduciamo  tre  piani  uno  che  passi  per  la  retta  ab'  (uno 
dei  sei  spigoli  del  tetraedro  a'b'c'O!)  un  secondo  per  la  Vc\ 
ed  un  terzo  per  la  e  a'.  Diciamo  p  il  punto  in  cui  il  piano 


(')  li  concetto  di  omologia  può  esser  applicato  alla  costruzione 
delle  immagiDi  negli  strumenti  o  sistemi  ottici  in  generale.  Vedi 
una  memoria  in  proposito  del  Dott.  Stanislao  Vecchi  Prof,  nell'  Uni- 
versità di  Parma  1886.  Vedi  pure  Fiedleu  predetto  P.*  1.'   41. 
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àbx  incontra  la  retta  de  (spigolo  opposto  dello  spigolo  ah\ 
q  il  punto  in  cui  il  piano  bcx  incontra  la  retta  da^  r  il 
punto  in  cui  il  piano  cax  incontra  la  retta  db,  e  assu- 
miamo per  coordinata  del  punto  p  sulla  retta  de   il   rap- 

pd 
porto  semplice    —  ,  per  coordinata  del  punto  g  sulla  retta 

qd 
da  il  rapporto  —  ,  per  coordinata  dal  punto  r  sulla  retta 

rd 
db  il  rapporto  ;  »  i'  che  equivale  ad  assumere  per  coor- 
dinate del  punto  x  (individuato  dai  tre  piani  abxy  bcx, 
eax)  i  tre  detti  rapporti.  Similmente  diciamo  //  il  punto 
in  cui  il  piano  aVx  incontra  la  d'c  (spigolo  opposto  dello 
spigolo  a'b'),  q*  il  punto  in  cui  il  piano  b'cx  incontra  la 
d'a\  r  il  punto  in  cui  il  piano  càx  incontra  la  (Ib\  e 
assumiamo  per  coordinata  del  punto  j^'  sulla  d'c'  il  rapporto 

p'd'  ^  \  ^  qd 

-rr  ,  per  coordinata  del  punto  q   sulla  d'a   il  rapporto  -tti 

per  cordinata  del  punto    r     sulla    retta   d'b'    il    rapporto 

r'd' 

-rrr  ,  il  che  equivale  ad  assumere  per  coordinate  del  punto 

T  0 

x'  (individuato  dai  tre  piani  a'6V,  b'cx\  cax)  i  tre  detti 
rapporti. 

Facciamo  muoverò  il  punto  x  e  in  corrispondenza  il 
punto  x'  vincolando  le  loro  coordinate  alle  condizioni 

pd        p^d'  qd        qd'  rd        rd' 

pc~^^7  '       qa^^Jd'       'rb^^r'tì  ^^^' 

(jji,  V,  p  costanti  arbitrarie). 

Osserviamo  dapprima  che  qualunque  superficie  piana  o 
curva,  qualunque  linea  n>tta  o  curva  abbia  a  descrivere 
il  punto  X,  una  superficie  o  linea  della  stessa  natura  dovrà 
pure  descrivere  jii,  poiché  se  per  la  superficie  descritta  da 
X  si  avrà  la  equazione 


fpd      qd      rd  \ 
^\vc'  òa'   i^/—^' 


^pc  '  qa  '   rb 
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o  per  le  linee  descritte  da  a;  si  avranno  le  equazioni 

(Pd^     gd^     ''<i\  (Pd     qd^     ^JlS-c 

'\c  '  qa  '  rft/-"'         '*\pc  '  qa  '  r*/-"* 

per  la  superfìcie  corrispondente   descritta  da   a?  a  motivo 
della  (6),  r  equazione  sarà 


/   p'd:       q'cH       r'ci:\ 


o  per  la  linea  corrispondente  descritta  da'  x    le  equazioni 
saranno 

/   p'd!      q'd!       r'd'\ 


/   p'ct       q'a       r'd\ 


cioè  equazioni  dello  stesso  grado  o  natura  e   forma   delle 

precedenti.  In  particolare  se  la  fzzO  sarà  di  primo   grado 

la  superfìcie  descritta  da  a?  e  a'  saranno  piani,    e   cosi   se 

le  A:::©,  /"«zrO  saranno  di  primo  grado  le  linee    descritte 

da  rr  e  x  saranno  rette. 

Inoltre  se  sulla  ed  fissiamo  un  punto  k  e  sulla  &ct  un 

kd       k'd' 
punto  k'  per    modo    che    v— rzirrr-r  vediamo  di  poter  seri- 

HC  ri  C 

vere  la  prima  delle  (0)  nella  forma 


oppure 

pd    kd     p'd   Kd' 
pc  '  kc  '^ pd  '  Kd  ' 

0  con  breve  notazione  {dcpk)zz{(tcp'K),  e  quindi  appren- 
diamo che  i  punti  p,  fi  descriveranno  rispettivamente  sulle 
àc^  d'd  due  punteggiate  omografiche.  Analogamente  si   ri- 
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conosce  che  g,  q  descriveranno  rispettivamente  sopra  da, 
dai  due  omografiche.  Similmente  r,  r  descriveranno  due 
omografiche  rispettivamente  sopra  rfft,  dh\  Cosi  il  rapporto 
anarmonico  di  una  punteggiata  descritta  da  os  riescirà  o- 
guale  (§  VI,  n.*^  1,  4.**)  a  quello  dei  quattro  corrispondenti 
nella  punteggiata  descritta  da  x  perchè  il  primo  rapporto 
sarà  eguale  a  quello  dei  quattro  punti  pel'  altro  a  quello 
dei  quattro  punti  jp',  e  il  rapporto  dei  quattro  punti  p  a 
cagione  dell'  omografia  dianzi  avvertita  dovrà  eguagliare 
quello  dei  quattro  jp'.  Similmente  se  x  descriverà  un  fascio 
di  rette,  x  ne  descriverà  un  altro,  e  i  centri  dei  due  fa- 
sci saranno  corrispondenti  e  il  rapporto  anarmonico  di  quat- 
tro raggi  del  primo  eguaglierà  quello  dei  quattro  corrispon- 
denti del  secondo,  e  così  qualunque  piano  descritto  da  ir 
risulterà  omografico  del  corrispondente  descritto  da  x ,  Pure 
se  X  descriverà  un  fascio  di  piani,  x  ne  descrìverà  un  altro, 
e  gli  assi  dei  due  fasci  saranno  corrispondenti,  e  il  rap- 
porto anarmonico  di  quattro  piani  del  primo  fascio  egua- 
glierà quello  dei  quattro  corrispondenti  nel  secondo.  Cosi 
qualunque  stella  di  raggi,  di  piani  descritta  da  x  risulterà 
omografica  della  corrispondente  descritta  da  x\  e  tutto  ciò 
a  motivo  continuamente  delle  (6).  Pertanto  si  può  dire  che 
a  cagione  delle  (0)  i  punti  x,  x  generano  due  spazi  S,  S' 
omografici. 

Al  piano  nir  infinito  considerato  appartenente  ad  S  cor- 
risponde un  piano  limite  in  S\  e  considerato  appartenente 
ad  S'  un  piano  limite  in  S.  Generalmente  i  piani  limiti  sono 
al  finito.  Un  fascio  di  piani  paralleli  dell*  uno  spazio  ha 
per  corrispondente  un  fascio  il  cui  asse  sta  sul  piano  limite 
deir  altro.  Una  stella  di  rette  parallele  di  uno  spazio  ha 
per  corrispondente  una  stella  di  centro  sito  sul  piano  limite 
dell*  altro  spazio.  I  piani,  le  rette  di  uno  spazio  paralleli 
al  piano  limite,  hanno  per  corrispondenti  neir  altro  spazio 
dei  piani  delle  rette  paralleli  al  piano  limite,  etc. 

Stabilendo  ad  arbitrio  (oltre  i  punti  a,  h^  e,  d)  un  quinto 
punto  e  nello  spazio  S  e  facendogli  corrispondere  un  punto 
e  pur  fissato  ad  arbitrio  (come  ì  punti   a',  V ^  c\  d')  nello 
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spazio  S'  si  potrà  poi  nelle  equazioni  (Oj  fissare  i  valori  di 
|i,  V,  p  in  dipendenza  dei  punti  e,  e.  Per  evitare  T  indeter- 
nazione  il  punto  e  dovrà  essere  notato  alT  infuori  di  qua- 
lunque dei  quattro  piani  (facce)  del  tetraedro  abccL  Siraìl- 
mente  il  punto  e  è  da  prendiirsi  all'  infuori  di  qualunque 
dei    quattro  piani  del  tetraedro  a //ed'. 

Pertanto  T  omografia  di  due  spazi  S,  S'  espressa  in  ge- 
nerale dalle  equazioni  (0)  rimane  individuata  dalla  corri- 
spoadenza  a  due  a  due  imposta  con  ordine  arbitrario  a  due 
sistenii  di  cinque  punti  presi  al  arbitrio  uno  in  uno  spazio, 
o  r  altro  neir  altro  ma  in  modo  che  quattro  punti  qualun- 
que dei  cinque  dati  per  ciascun  sistema  non  siano  in  uno 
stesso  piano. 

Indicando  con  /;  g,  h  i  punti  che  i  piani  ale,  bce,  cae 
segneranno  rispettivamente  sulle  de,  da,  db,  e  con  /*',  g\ 
fi  i  punti  che  i  piani  a'b'e,  b'c'r,  c'ac  segneranno  rispet- 
tivamente sulle  d'c\  d'a\  d'b\  dalle  (0)  si  avrà. 

fd  _  f'd'         gd  _  gd'  hd  _  h'd 

fc^^'f'^d  '       ga'^^g'a'  '       hb"^ W  ' 

ed  eliminando  p.,  v,  p  tra  queste  equazioni  e  le  (d)  si  otterrà 

pd    fd  _'^di    f'd'  qd    gd  _qd'    g'd' 

pc     fé  ~p'c  '  f'c  '        qa  '  ga~q'n'  '  g'a! 


j  ^*  ' 


rd    hd  _r'd'    h'd' 
^''hb~7^''¥V  ' 

oppure  invertendo 

(cdrp)=(c(£r'p'U    {adgq)=z(a'd'g'g'),    {bdhr)=(l,'d'h'r% 
oppure 

ab{cdex)=a'b'(o'd'ex),      bc{adex)=b'c\a'd'e'x'), 
ca(bd',x)=c'a{b'd'e'A'), 

j  nb(cdex)  significa  il  rapporto  anarmonico  dei  quattro  piani 
che  si  hanno  conginngendo  con  piani  la  retta  aò  successiva- 
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mente  coi  punti  e,  d^  e^  x,  etc.  |  e  vedesi  che  i  punti  x 
nello  spazio  S  e  i  punti  x  nello  spazio  S'  vengono  indivi- 
duati mediante  lo  coorJinate  projettive  di  cui  è  cenno  nel 
§  I.  n.o  14,  1.» 

Per  costruirò  duo  spazi  S,  S'  omografici  invece  di  se- 
gnare cinque  punti  a,  6,  6\  rf,  e  in  uno  e  a\  b\  c\  rf,  e\ 
neir  altro  si  potranno  stabilire  ad  arbitrio  cinque  piani 
(sc,  ^,  Y,  i,  ^  nel  primo  spazio  (tali  che  quattro  di  essi  non 
concorrano  nello  stesso  punto)  e  cinque  a ,  fi',  y,  t\  ^' 
neir  altro  (tali  che  quattro  di  e^^si  non  concorrano  nello 
stesso  punto)  e  poscia  si  determineranno  dei  piani  X  in  S, 
e  X'  in  S'  a  senso  delle  condizioni 

a^(YÒ^£X)=a'i3'(r'^VX'),       pr(«^£X)=^Y(«'*^VX'), 
Ya(^^£X)=ira'0'òVX'). 

j  a^(YÒ^sX)  significa  il  rapporto  anarmonico  dei  quattro 
punti  intersezione  della  retta  a^  (spigolo  del  tetraedro  oe^y^) 
coi  quattro  piani  y,  &y  s,  X,  etc.  j  .  Il  piano  X  veri'k  in- 
dividuato dai  tre  punti  a^X,  ^y^,  y«X,  e  il  corrispondente 
X'  dai  tre  a'^'X',  ^'y  X'.  y'^'X'  (La  noiazione  a^X  significa 
il  punto  di  concorso  dei  tre  piani  a,  j3,  X,  etc).  Un  punto 
dello  spazio  S  intersezione  di  ti*e  piani  X  avrà  per  corri- 
spondente neir  altro  spazio  S'  il  punto  d*  intersezione  dei 
tre  piani  X'  corrispondenti  ai  tre  X.  etc.  Vedesi  che  nelle 
precedenti  notazioni  ab(cdex)=za'b'{cd'ex')j  etc,  i  simboli 
a,  6,  e,  d,  e,  x,  a\  b\  c\  d\  e\  x  possono  rappresentare 
punti  0  piani.  ' 

2.^  Tra  due  spazii  di  nome  diverso  cioò  uno  di  punti, 
e  r  altro  di  piani  può  aver  luogo  correlazione  projettiva. 

3.^  Due  dati  spazii  omologici  possono  sempre  essere  ri- 
mossi dalla  posizione  prospettiva  e  ridotti  (sempre  supposta 
la  rigidità  degli  spazii)  alla  semplice  relazione  di  omografia. 
Inversamente  però  due  dati  spazii  semplicemente  omografici 
saranno  disponibili  in  posizione  prospettiva  sol  quando  io 
essi  vi  siano  due  forme  F,  F'  di  seconda  specie  corrispoO' 
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denti  e  tali  che  possano  colla  sovraposizione  confondersi 
(elemento  con  elemento  corrispondente)  in  una  sola.  Nel 
caso  impresso  un  movimento  ad  uno  spazio  in  modo  che  la 
F  venga  a  confondersi  colla  F',  si  vedrà  poscia  concorrere 
in  uno  stesso  punto  tutte  le  rette  congiuiigenti  i  punti  cor- 
rispondenti, tutti  i  piani  congiungonti  rette  corrispondenti, 
cioè  si  vedrà  i  due  spazii  assumere  una  stella  unita  di 
elementi  uniti  se  lo  F,  F'  siano  |)iani;  si  vedrà  le  rette 
corrispondenti  incontrarsi  in  uno  sto^so  piano,  cioè  i  due 
spazii  assumere  un  piano  unito  di  elementi  uniti  se  le  F, 
¥*  siano  stelle. 

4.®  Due  forme  omografiche  S,  S'  di  terza  specie  sono 
necessariamente  riunite,  però  si  potrà  sempre  imprimere 
tal  movimento  ad  una  di  esse  che  una  forma  y  di  2.*  spe- 
cie (scelta  ad  arbitrio  in  S)  venga  a  sovraporsi  alla  corri- 
spondente y'  di  S''  e  in  modo  che  S,  S'  assumano  quattro 
punti  uniti  reali  (non  siti  in  uno  stesso  piano)  e  quindi 
contemporaneamente  quattro  piani  uniti  (non  concorrenti 
in  uno  stesso  punto),  e  pur  sei  rette  unite. 

Se  ad  esempio  Yi  t'  siano  piani,  essi  avranno  (a  sovra- 
posizione compiuta)  tre  punti  uniti  u,  ,  u^ ,  u^  disposti  a 
triangolo,  u^u^u^  sarà  piano  doppio  pei  tre  fasci  di  piani 
di  assi  rispettivi  u^u^ ,  u^u^ ,  u^u^  (di  cui  ciascuno  costi- 
tuirà un  omografia  riunita)  e  gli  altri  tre  piani  doppi  s*in- 
contreranno  in  uno  stesso  punto  u^  che  s  ^rà  punto  doppio 
per  ciascuno  di  essi  piani.  Si  avranno  cosi  quattro  punti 
doppi  u^  ,  u, ,  t<3 ,  u^  (non  siti  nello  stesso  piano)  e  quindi 
anche  quattro  piani  doppi  (non  concorrenti  in  uno  stesso 
punto)  u^UfU^ ,  u^u^u^ ,  etc,  e  pure  sei  rette  doppie  delle 
quali  ciascuna  sarà  asse  di  un  fascio  unito  di  piani.  Cia- 
scuno dei  quattro  piani  UiU^u^ ,  etc.  sarà  nn  piano  doppio 
appartenente  a  tre  dei  sei  detti  fasci  di  piani.  Se  y,  y  fos- 
sero stelle  vedremo  immediatamente  dopo  la  riunione  di 
esse  i  due  spazii  possedere  come  punto  unito  il  centro  u^ 
comune  alle  due  stelle,  tre  raggi  imiti  e  quindi  altri  tre 
punti  uniti  u^ ,  ti^ ,  u^  (uno  per  raggio)  e  quindi  quattro 
piani  uniti  e  sei  inette  unite. 
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Più  avanti  dimostreremo  che  qualunque  sia  la  posizi(  ne 
iniziale  relativa  di  due  spazii  omografici,  essi  hanno  quat- 
tro punti  unili  reali  od  immaginari  o  due  reali  e  due  im- 
maginari (non  appartenenti  ad  una  stessa  forma  di  2."  spe- 
cie) e  quindi  quattro  piani  unili  e  sei  retto  unite,  o  doppie 
che  dir  vogliasi. 

ò.^  Se  le  retto  cia\  bb\  cc\  dd'  congiungenti  i  quattro 
vertici  a,  h,  e,  d  di  un  tetraedro  rispettivamente  coi  quat- 
tro a ,  h\  c\  d'  di  un  altro  concorrono  in  uno  stesso  punto 
ì\  le  quattro  facce  (piani)  abc^  abd,  acd,  bcd  del  primo 
incontreì'anno  quelle  a'b'c\  ab'd\  acd\  b'cd'  del  secondo 
rispettivamente  secondo  quattro  rette  site  in  uno  stesso 
piano  IO  ed  inversamente  etc.  Ciò  in  accordo  con  quanto 
abbiamo   (§  V,  n.°  14,  1.**)  in  altro  modo  dimostrato. 

6.°  Duo  spazii  omografici  che  abbiano  cinque  punti 
(piani)  unili^  dei  quali  quattro  qualunque  non  siano  (con- 
corrano) nello  stesso  piano  (punto)  hanno  unito  qualunque 
altro  punto  (piano),  etc. 
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§  vili. 

Coliineazione,  Correlazione  e  formule  uniformi  relative  alle  varie 
forme  geometriche  fondamenlali  —  Piani  collineari  disumi,  sovraposti 
—  Stelle  collineari  —  Spazii  collineari  —  Piani  correlativi  distinti, 
sovraposti  —  Stelle  correlative  —  Spazii  correlativi  —  Sistema  nullo 
e  relativo  complesso  lineare. 

1.  l.*^  Colliueazione  di  due  forme  della  stossa  specie  e 
nome  significa  U\e  dipendenza  fra  gli  elementi  Mìe  due 
forme  che  individuato  un  elemento  in  una  di  esse  risulti 
pure  determinato  un  elemento  omonimo  ed  un  solo  nell'al- 
tra (dipenr'enza  di  primo  grado). 

2.^  Corrispondenza  dualistica  o  reciproca,  correlazione 
o  reciprocità  di  due  forme  della  stessa  specie  significa  tale 
dipendenza  fra  le  due  formo  che  individuato  un  elemento 
in  una  di  esso  risulti  pur  determinato  un  solo  elemento 
ma  di  nome  diverso  nell*  altra  forma  (dipendenza  di  1.° 
grado).  Una  punteggiata  un  fascio  di  rette  si  diranno  cor- 
relativi se  dato  un  punto  in  quella  risulti  determinato  in 
questo  una  sola  retta,  una  punteggiata  un  fascio  di  piani 
saranno  correlativi  se  fissato  un  punto  in  quella  venga  pur 
definito  un  solo  piano  in  questo,  un  fascio  di  rette  un  fa- 
scio di  piani  saranno  correlativi  se  ad  una  retta  di  quello 
corrisponde  un  solo  piano  di  questo  ed  inversamente.  Cosi 
due  piani  si  diranno  correlativi  o  reciproci  quando  asse- 
gnato un  punto  neli'  uno  risulti  determinata  una  retta  ed 
una  sola  nell'  altro,  oppure  data  una  retta  in  uno  venga 
definito  un  solo  punto  nell'  altro.  In  breve  a  punti  e  rette 
di  un  piano  devono  corrispondere  rette  e  punti  dell'  altro. 
Due  stelle  saranno  correlative  quando  assegnata  una  retta 
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(raggio)  di  una  risulti  determinato  un  piano  nell'  altra,  e 
reciprocamente.  Analogamente  due  spazii  si  diranno  corre- 
lativi o  reciproci  quando  siano  cosi  fra  loro  dipendenti  che 
assegnato  un  punto  in  uno  risulti  pure  determinato  un 
piano  (ed  un  solo)  nell'  altro,  oppuro  assegnato  un  piano 
in  uno  risulti  determinato  un  punto  (od  un  solo)  neiraltro. 
In  breve  a  punti  e  piani  dell'  uno  spazio  devono  corrispon- 
dere rispettivamente  piani  e  punti  dell'  altro. 

3.^  La  omografia  precedentemente  considerata  è  colli- 
neazione. 

In  generale  la  projettività  è  collineazione  o  correlazione 
a  seconda  della  natura  diversa  od  eguale  degli  elementi 
conjugati. 

4.^  Dalle  definizioni  della  collineazione,  della  correla- 
zione facilmente  doducesi  come  le  formolo  generali  in  co- 
ordinate valevoli  ad  esprimei*e  la  collineazione  di  due  forme 
geometriche  debbano  essere  bilineari  e  dello  stesso  tipo  di 
quelle  della  correlazione. 

a]  Per  due  forme  di  prima  specie  tanto  la  collineazione 
che  la  correlazione  si   esprime   per    mezzo    dell'  equazione 

xz=: i-     (x  coordinata  di  natura  qualsiasi  di  un  eie- 

mento  qualunque  di  una  forma,  x  coordinata  dell'  elemento 
corrispondente  neir  altra    forma,  «j ,  èj,   a^,   b^   costanti 

arbitrarie),  dalla  quale  deducesi    07=^ — -, — —  ,      ritenuto 

a,     b^ 
A,    B, 
A.   B, 

Togliendo  la  forma  frazionaria  all'  una  o  all'  altra  e- 
quazione  si  cade  in  una  della  forma  qxx-^rx-^sx'-^tzzO, 
e  cioè  quale  abbiamo  indicato  per  la  projettività  e  per  l'o- 
mografia (§  VII,  n.°  2,  1.^);  così  è  manifesto  come  le  forme 
collineari  siano  omografiche,  siano  projettive,  e  per  esse 
possa  ridirsi  tutto  quanto  è  stato  precedentemente  (§  Vili, 


che  il  determinante 
terminante 


abbia  per  reciproco  il  de- 
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n.^  3,  e  soguenti)  esposto,  e  come  V  omografia  sia  implicita 
nella  collineazione.  etc.  - 

In  coordinate  omogenee  (^,j/),  {^\y)  la  collineazione,  o 
la  correlazione  si  esprimeranno  cille  equazioni 


Xx'zza^x-^b^y 


dalle 
quali 


|ia?r:Aja;'-+-A2j/' 


Xy:=a^'^b^y   ]    de  lucevi    (  |ti/=iBia?'-*-B,j/' 


{l,  pi  arbitrarie,  e  incluso  nella  }i  il  determinante 


«,  6 


b)  La  collineazione  opput*e  la  correlazione  di  due  forme 
(ii  seconda  specie  verrà  significata  dalle  equazioni 


x^z 


y=;7 


a^x-^b^y-^c^ 


(^z^-^b^y-^c^  ' 


(1) 


{x',  xj  coordinate  variabili  di  natura  qualsiasi  di  un  ele- 
mento di  una  forma,  x,  y  del  corrispondente  nell'  altra, 
f^i,  f>it  Ci ,  a, ,  6, ,  e, ,  a, ,  6, ,  C3  costanti  arbitrarie), 
dalle  quali,  ritenuto  il  determinante 


A,     B,     C. 
A»    B,     C. 

C, 


A,    B, 


reciproco  (C.  A.  R.  §  VII,  1)  del  determinante 


deducesi 


xz 


«1 

^ 

Ci 

«» 

h 

e. 

=», 

a» 

fts 

''s 

A,a?'-«-A,y'-t-A, 

B,a;'-+-B,y'-i-B3 

C,ip'  -t-Cty  ■ 

■^c, 

.    r- 

-c. 

»'-i-C,y'-HC, 

(!') 
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In  coordinate  omogenee  (indicando  con  z  la  terza  coor- 
dinata e  con  \  un  arbitraria)  la  collineazione  e  la  corre- 
lizione  si  esprime  colle  equazioni 


Xz'  :=a^x  -^b^y-^c^z 


(I). 


Da  queste  (includendo  in  una  arbitraria  |i  come  fattore 
il  determinante  '5')  si  trae 


|xa7=Aia7'H-Aj?/'H-A33', 
liyzziB^x-^B^y'^B^z', 
,u  =G,x'  H-Cy'  H.C33;' 


(I'). 


Nel  caso  della  collineazione  di  due  piani  tanto  le  x,  y,  z, 
come  le  x\  ìj\  z  saranno  c<  ordinate  di  punti  oppure  di  rette, 
in  quello  della  correlazione  .> ,  y.  z  di  punto,  le  a-',  y\  z 
di  retta,  oppure  le  x,  j/,  z  di  retta,  le  x\  y\  z'  di  punto. 

Nel  caso  della  collineazione  di  due  stelle  le  x,  y,  z, 
^■'1  y\  2'  esprimeranno  coordinate  di  rette  oppure  di  piani, 
e  in  quello  della  correlazione  le  x,  y,  z  di  retta  le  x\  y\ 
z'  di  piano,  oppure  etc.  (*). 

e)  Similmente  la  collineazione  o  la  correlazione  di  due 
forme  di  3.*  specie  si  esprimerà  colle  equazioni 


x=: 


y  = 


a^x-^b^y-^-c^z-h-d^  ' 

a^x-^b^y-k-c^z-^d^ 
a^x-^b^y-^c^z-^d^  ' 


(2), 


"     a^x-^-b^y-^c^z-^d^     , 


0  Clebscii.  Geometrie.  La  collin nailon  sur   li^   terraiii  ternaire  p. 
311.  -  Ghaslep.  G.*  S/  n.*  531. 
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(rr,  y,  z  coordinate  variabili  di  natura  qualsiasi  di  un  ele- 
mento di  una  forma,  x\  y\  z'  del  corrispondente  nell'altra, 
a,  ,  6] ,  etc.  costanti  arbitrarie)  dalle  quali,  ritenuto  il  de- 
terminante 


A.     B.     C. 

D, 

a. 

&. 

A,     B,    C, 

D. 

reciproco  del 

a» 

*. 

A3     Bj    Cj 

D3 

determinante 

a. 

^ 

A<     B4    C4 

l>. 

a, 

*. 

si  deduce 

=  A. 


Aja^'-i-Ajy'-t-Asa'-i-A^ 


xz 

"D,»' 

-hD,j/ 

-.-DaS'+D, 

B.o?' 

-^By 

-.-B3z'-t.B, 

!/- 

~D,.r' 

H-D.J/' 

h-DjS'-hD, 

-♦— 

C.a?' 

+C,y' 

-«-Cj/h-C^ 

(2'). 


D,;^'-f-D2//'-HD3;8;'-f-D^ 

In  coordinate  omogenee  (indicata  con  u  la  quarta  coor- 
dinata e  con  X  un  arbitraria)  la  coUineazione  oppure  la 
correlazione  delle  due  forme  si  esprime  colle  equazioni 


Xy  zza^x-hb^y-^^c^z-^d^u, 
Xz'  zza^x-^b^y  -^c^z  -^d^u^ 
Xu'zza^x-^b^y-^c^z  -^d^u 


(II). 


Da  queste  (includendo  in  un  arbitraria  }x  come   fattore 
il  determinante  A)  si  deduce 


[IO?  =  Aiip'-f-Ajj/'-i- Ag^'-i- AX, 
liy  =8^0;'  -+-B,j/'-kB3/h-B,m', 
\i.z  zziG^x-^C^y'  -f-Cg^p'  ' 
|jiw=D,a?'  -i-D,j/  -f-Dg^' 


5'  -^cy,  ( 


(ir). 


27 
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Nel  caso  della  coUineazione  a\  y^  z,  ti  sono  coordinate 
puntali  ed  anche  x\  y\  z\  ti\  oppure  x,  y,  3,  u  sono  co- 
ordinate di  piano  od  anche  x\  ij\  ^,  n\ 

Nel  caso  della  correlazione  a?,  y,  z,  u  sono  coordinate 
di  punto,  x\  y\  z\  vi  di  piano,  oppure  etc. 

È  ritenuto  che  i  determinanti  ò\  A  non  siano  nulli, 

5.°  Siccome  dividendo  numeratori  o  denominatori  delle 
(1)  per  una  delle  novo  arbitrarie  a^  ,  &j  ,  Cj ,  etc,  e  pere- 
ti      ^1 
sempio  per  c^^  ci  riduciamo  agli  otto  rapporti  —  ,  — , etc, 

cosi  è  manifesto  come  per  individuare  la  coUineazione  ola 
correlazione  di  due  forme  di  2/  specie  occorrano  otto  con- 
dizioni. Questo  otto  condizioni  possono  per  esempio  stabilirsi 
mediante  ({uattro  elementi  segnati  ad  arbitrio  in  una  forma 
ed  altri  quattro  pur  segnati  ad  arbitrio  noli*  altra  in  modo 
però  che  tre  qualunque  dei  quattro  elementi  di  ciascuna 
forma  non  appartengano  ad  una  di  prima  specie  e  impt»- 
nendo  poi  ad  arbitrio  corrispondenza  a  duo  a  due  agli  ele- 
menti delle  due  quaterne.  Supposto  che  (a?,  ,  ?/i),  (a?, ,  ;/.), 
(•^3  »  2/3)»  {^i  »  !/<)  siano  i  quattro  elementi  di  una  forma  e 
(•^/»  y/)»  (^/i  !//).  K'»  ^3')»  k^l>  ìli)  i  quattro  deir  altra 
e  che  r  elemento  (;^\  ,  j/,)  d^ibba  corrispondere  air  elemento 
(a?/,  j/i'),  etc.  si  porranno  le  condizioni 

a,           *i        ■                            ««            *2  ^2 

—  a7i-f-  -  -  t/,-i-l  -  -a?,H Vi-*-  —' 

^. '— „i Z\ w'—    *  ^ - 


«3  &3  C3       '  ^'  «3  ^3  ^3 

etc.    dalle  quali  poi  si  deduranno  i    valori   di   — -  ,     — » 

etc  in  funzione  di  a;, ,  a.\',  t/, ,  j//,  etc 

6.®   Similmente-   dividendo    numeratori    e    denominatori 
delle  (2)  per  una  delle  sedici  arbitrarie  a,,  b^    etc  e  per 

«1      ^ 
esempio  per  d^  ci  riduciamo  ai  quindici   rapporti  -7"  »  "/  • 

«1      «, 

etc,  e  quindi  emerge  come  la  coUineazione  0  la  correlazione 
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di  due  spazii  a  tre  dinieusiuui  veuga  individuata  da  quin- 
dici condizioni.  Tali  condizioni  poasono  per  esempio  stabilirsi 
mediante  cinque  elementi  (a?,,  a?, ,  z^),  (a?,,  j/,,  2,),  etc. 
segnati  ad  arbitrio  in  uno  spazio  ed  altri  cinque  (a?/,  1//,  5/), 
etc.  pur  presi  ad  arbitrio  nell'  altro  (in  modo  però  che 
qnattro  qualunque  dei  cinque  elementi  di  ciascuno  spazio 
non  appartengano  ad  una  forma  di  2.*  specie)  e  imponendo 
poi  ad  arbitrio  corrispondenza  a  due  a  due  agli  elementi 
dei  due  spazi.  Risulteranno  quindici   condizioni   dalle  quali 

^1 

saranno  deducibili  i  rapporti     .-,   etc.    in   funzione  di  a?,  , 

«1 

x\\  etc. 

7.^  L'  equazione  bilineare 

{x,y,  x\y  coordinato,  a,  &,  e,  .  .  .  .  coefficienti  arbitrari) 
esprime  la  collinoazione  di  due  piani  a,  a  se  a%  y  sono  le 
coordinate  di  un  punto  mobile  sopra  a  e  x\  j/'  di  una 
retta  mobile  sopra  a,  esprime  la  correlazione  di  a,  a  se 
X,  y  sono  le  coordinato  di  un  punto  mobile  sopra  a,  e  x\ 
y  di  un  punto  mobile  sopra  a\  oppure  se  x^y  sono  le  co- 
ordinate di  una  retta  mobile  sopra  a,  e  x\  y  di  una  retta 
mobile  sopra  et. 

Parimenti  un'  equazione  bilineare  rispetto  a  due  terne 
di  coordinate  {x,  y,  z),  {x\  y,  z')  stabilisce  la  collinoazione 
di  due  spazii  ^7,  ?'  a  tre  dimensioni  se  x,  ]/,  z  significano 
le  coordinate  di  un  punto  mobile  in  7,  e  x\  y',  z'  le  coor- 
dinate di  un  piano  mobile  in  7',  stabilisce  invece  la  corre- 
lazione di  'j  e  y  se  x,  y,  z  esprimono  le  coordinate  di  un 
punto  (di  un  piano)  mobile  in  7  e  x\  y\  z'  quelle  di  un 
punto  (di  un  piano)  mobile  in  1', 

2.  1.^  Consideriamo  due  piani  collineari  a  senso  delle 
equazioni  (I)  (n.^  1,  4.®  b)  nelle  quali  riteremo,  com'  è  le- 
cito, a;,  y,  z  coordinate  puntali  cartesiane  omogenee  prese 
rispetto  ad  assi  Ox,  Oy  siti  in  uno  dei  duo  piani,  a-',  y\  z' 
coordinate  puntali  pur  cartesiane  omogenee  rispetto  ad  assi 
OV,  oy  siti  neir  altro  piano. 
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Se  il  punto  {x,y,z)  descrive  nel  piano  ooOy  una  retta 
poo-^qy-^rz-izOzzLOL,  in  corrispondenza  il  pùnto  {x\  y\  z) 
dovrà  descrivere  a  cagione  delle  (!')  (n.®  1,  4.°,  b)  una  retta 

e  fra  le  coordinate  p\  q\  r'  di  questa  retta  e  le  p,  g,  r 
della  precedente  avranno  luogo  le  relazioni 

py=Ajp-i-Bi(7H-Cir,    pqzz.kip-^B^q-^G^r,   pr'=k^p'^B^q'^C^r 

(p'  arbitraria),  e  inversamente 
pp=a^p''^a^q'^a/,    pq=b,p-^b^q'-^b/,     pr^c.p'-^c^q-^c/, 

A  un  fascio  di  rette  nel  piano  x-Oy  corrisponderk  un 
fascio  di  rette  nel  piano  xO'y\  e  saranno  punti  corrispon- 
denti i  centri  dei  due  fasci.  Se  le  rette  di  un  fascio  (quello 
in  xOy)  sono  rappresentate  dalle  of|uazioni 

«=0,     fJrzO,     a-+-Ap=0,     a-+-Ajp=0,     etc. 

(A,  Al  ,  .  .  .  .  arbitrarie),  quelle  del  fascio  corrispondente 
in  xO'y  saranno  rappresentate  dalle 

a'=0,     P  =0,     a'-4-Ap'=0,     ocVA,p'=0,  etc, 

e  quindi  i  due  fasci  saranno  omografici.  Similmente  saranno 
omografiche  due  punteggiate  corrispondenti.  Potremo  chia- 
mare omografici  i  due  piani  xOy,  xO'y\  ed  anche  pro- 
gettivi. 

2.^  Alle  rette  nel  piano  xOy  rappresentate  dalle  equazioni 

a^x-^b^y-^c^zi^O,    a^X'^b^y'^c^z:=iO,    a^x-^b^y-^c^z^iO 

corrispondono  nel  piano  xO'y  gli  assi  xzzO,  J/'=0,  e  la 
retta  all'  infinito  rispettivamente.  Cosi  alle  rette 

Aja?'H.A^'-+-A33  =0,  B.a.-'-KBjj/'-KBg^'mO,  G^x'-^G^y-^C^zziiO 
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del  piano   x'O'y    corrispondono    le    rette    a?=0,    i/=0,    e 
quella  all'  infinito  del  piano  xOy. 

3.*  Se  il  punto  (x,y,z)  descrive  snl  piano  xOy  una  curva 
di  ordine  m  che  avrà  m  punti  comuni  reali,  o  immaginari,  o 
parte  reali,  parte  immaginari  colla  retta  agO^-i-ftgj/H-Cg^nO, 
il  corrispondonte  punto  (.c\y\z)  intanto  descriverà  nel  piano 
xO'y  una  curva  pur  di  grado  m  che  avrà  ni  punti  al- 
l' infinito  reali,  immaginari!,  o  etc. 

Se  la  curva  descritta  da  (x,y,z)  è  una  conica  e  per  e- 
sempìo  un  circolo  che  non  seghi  ne  tanga  geometricamente 
la  retta  ayr'k'b^y'^c^Z'=iQ,  oppure  la  seghi  in  due  punti 
distinti,  oppure  in  due  punti  coincidenti  cioè  tocchi  la  retta, 
il  punto  (x\y\z')  descriverà  una  conica  tutta  posta  a  di- 
stanza finita  (olisse  che  avrà  due  punti  immaginari  all'in- 
finito), oppure  una  conica  con  due  punti  reali  distinti  al- 
l' infinito  (iperbole),  oppure  una  conica  con  due  punti  reali 
coincidenti  all'  infinito  (parabola),  etc.  etc. 

4.^  Se  fti=(?iZ=aj=C2=0  (il  che  porta  A,=A3=:Bi=B,=0) 
air  asse  Ox  corrisponderà  V  asse  OV,  all'  asse  Oj/  1'  asse 
0'y\  e  le  (I)  (n.'^  1,  4.°  b)  si  semplificheranno  e  diveranno 

\x'=a^x,     \yz=b^y,    Xz'-rr.a^x-^b^y-^c^z. 

Se  pure  a^-zzb^zizO  la  retta  all'  infinito  del  piano  xOy 
sarà  corrispondente  alla  retta  ali*  inBnito  del  piano  x'0'y\ 
e  si  avrà  x'z=ì\x,  yz=:r^y,  zzzr^z.  Nel  caso  due  pun- 
teggiate corrispondenti  avendo  i  loro  punti  all'  infinito 
corrispondenti  saranno  simili,  e  i  due  piani  si  diranno 
affini. 

Se  (arpj/i,«,),  (jc^^y^.z;),  (^'3-2/3.23)  ^^^^  t**®  P^»*ì  Qua- 
lunque non  in  inetta  del  piano  xOy  e  (^/,J//,^/),  {^t\yt\^th 
(x^\y^,z^)  i  corrispondenti  nel  piano  x'0'y\  si  avrà 


on. 


Vi 

y^ 


zr.r^r^ 


^1 


3/1 
2/3 


^1 


Ponendo  ^/=z,=:l,  e  chiamando  T  l' area  del  triangolo 
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individuato  dai  tre  punti  ((V^,y^yZ^),    etc,  e   T'   quella  del 
triangolo  individuato  dai  tre  (oo^,y^,z^),  etc.,  si  avrà 


2T' 


sen{xy) 


r-rr=2r,r^r^ 


sen(xy)  ' 


T  sen(xy) 

ossia  -=r'=ir.rjr^ 


sen(xy) 


e  si  argomenta  che  in  due  piani  affini  è    costante    il    rap- 
porto tra  le  àree  di  due  figure  corrispondenti. 


^1       r-g  XX 

Se        -zz—     allora      — r= 


e    se    pure   angolo 

>^3     ^  y      y  ' 

xOyzuxO'y  due  figure  corrispondenti  saranno  simili.  Se 
r^zur^zzl  le  figure  saranno  eguali. 

5.^  Adagiando  in  un  modo  qualunque  due  piani  colli- 
neari sopra  di  uno  stesso  piano  tre  punti  di  uno  verranno 
a  coincidere  rispettivamente  coi  tre  corrispondenti  nell'  al- 
tro. Due  dei  tre  punti  possono  osseti  immaginari,  ma  il 
terzo  è  sempre  reale. 

Riferendo  gli  elementi  dei  due  piani  sovraposti  agli 
stessi  assi  coordinati,  e  poi  mettendo  nelle  (I)  (n.**  1,  4.°,  b) 
xzzx^  y=^y,  zzzz  si  ottengono  le  equazioni 


(X — a^)x       — b^  y       — e*,  z:=0 

—a^  X       — &3  y'h{X—c^)z=0 

le  quali  coesistono  rispetto  ai  due  rapporti 
(C.  A.  R.  §  Vili,  n.o  3) 


(li) 


(A)= 


X — «1 
a. 


X—b^ 
-b. 


—e. 


X — e. 


X 

z 


=0. 


y 

z 


se 


Quest'  equazione  di  3.<*  grado  in  \  da  tre  valori  per  X, 
e  tali  che  per  ciascuno  di  essi  le  tre  equazioni  precedenti 

X        y 


appunto  coesistono    m 


Pertanto    in    un  piano 
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risultante  dalla  sovraposizione  in  un  modo  qualunque  di 
due  collineari  si  hanno  tre  punti  uniti  reali  e  distinti,  o 
reali  e  due  di  essi  coincidenti,  oppure  reali  e  tutti  e  tre 
coincidenti,  oppure  uno  reale  e  due  immaginari  (complesso- 
conjugati)  a  seconda  della  natura  delle  radici  dell'  equa- 
zione in  X  sopra  stabilita  (*). 

Cosi  si  può  dire,  che  in  generale  nella  collineazione  di 

piani  sovrapposti  si  hanno  tre  rette   unite   distinte,   o    due 

di  esse  coincidenti  in  una  o  anche  tutte  tre  coincidenti    in 

una,  oppure  due  di  esse  immaginarie   ed  una   reale    (caso 

'  delle  due  radici  complesso-conjugate  dell*  equazione  in  X). 

Se  avvenga  che  per  un  valore  di  X  s'  annullino  tutti  i 
complementi  degli  elementi  del  determinante  (A),  e  cioè  si 
abbia 

X~  62     — (?2  I  a,      — e, 

=0,     etc, 

quel  valore  di  X  sarà  radice  multipla  almeno  in  grado  2.® 
dell'  equazione  (A)  e  ì  coefficienti  di  x,  y,  z  di  una  qua- 
lunque delle  (u)  riesciranno  rispettivamente  proporzionali 
a  quelli  di  un  altra  qualunque  delle  stesse,  e  quindi  le  (u) 

X        y 
si  ridurranno  non  più  a  due  ma  ad  una  sola  in    —  ,   — 

z        % 

la  quale  rappresenterà  una  infinità  di  punti  uniti  in  linea 
retta.  Vi  sarà  poi  un  punto  unito  (che  in  generale  sarà 
fuori  della  retta  di  punti  uniti)  corrispondente  alla  terza 
radice  X.  In  esso  punto  concorrerà  qualunque  retta  che 
congiunga  due  punti  corrispondenti.  Nel  caso  i  due  piani 
si  diranno  non  solo  collineari,  omografici,  ma  pur  anco 
(§  VII,  n.^  12,  1.®)  omologici.  Sarà  asse  di  omologia  la  retta 
di  punti  uniti  sopra  indicata  e  centro  di  omologia  il  detto 
punto  unito. 

Staccando  T  uno  dall'  altro  piano  col  farlo  ruotare  at- 
torno r  asse  di  omologia  si  otterranno  due  piani  distinti 
in  posizione  prospettiva  reciproca. 


O   Ghasles.  G.'  8,*  n."  561  e  seguenti. 
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Se  Wi,  M,,  M3  sono  i  tre  punti  uniti,  e,  e'  due  punti 
corrrispondenti  qualunque,  m,  n,  p  i  punti  d' incontro  della 
retta  ce'  rispettivamente  colle  tre  rette  unite  w^Wj,  m,Mi, 
^i^t*  po^**^  ritenersi  costante  ciascuno  dei  tre  rapporti  a- 
narmonici  {pncc'),  (mpcc),  (nmcc),  Projettaudo  i  punti 
e,  d  dal  punto  u^  sopra  la  retta  uju^  si  ottengono  le  due 
projezioni  k,  k  le  quali  sono  punti  corrispondenti  poiché  k 
riesce  intersezione  delle  due  rette  MjC,  uju^  e  k  delle  due 
rispettive  corrispondenti  u^e\  u^it^.  Ora  considerando  il 
fascio  delle  quattro  rette  u^u^ ,  u^u^ ,  u^c,  u^c^ ,  e  le  due 
seganti  cc\  kk'  di  esso  vedesi  (pncc)z=.{u^ujik'),  e  ciò  qua- 
lunque sia  la  posizione  e  direzione  della  ce.  Ma  per  essere 
tÌ2,  t^3  i  due  fuochi  della  retta  unita  u^u^,  il  rapporto 
(u^u^kk)  è  (§  VII,  n.®  4,  2?)  costante,  dunque  è  pure  co- 
stante (pncc').  Similmente  projettando  dal  punto  Mj  i  punti 
e,  e'  sopra  la  retta  unita  u^u^  si  ottengono  per  projezioni 
due  punti  h,  h'  corrispondenti  e  si  riconosce  (mpcc)zz 
{u^Uyhh'):=z  costante.  Projettando  infine  da  w,  i  punti  e,  e 
sopra  la  u^u^  ai  ottengono  due  projezioni  /,  f  (punti  coi'- 
rispondenti)  e  si  riconosce  {m7icc)=z{UiU^tt')=:  costante. 

Il  prodotto  dei  tre  rapporti  anarmonici  caratterisUci 
delle  tre  rette  unite  vale  1*  unità.  Invero  si  ha 

{UiU^kk')(u^u^hh'){u^Uztt')=i{pncc'){97ipcc){nmcc')=:ì. 

6.*  Le  07,  y,  z,  x\  y\  i  nelle  (I)  (n.^  1,  4.^  h)  possono 
rappresentare  invece  che  di  punti  coordinate  di  rette,  e 
ancora  le  (I)  significheranno  la  coUineazione  di  due  piani, 
e  conseguentemente  1*  omografia  e  la  projettività. 

7.®  Se  a?,  y,  z  s*  intendono  nelle  (I)  (n.°  1.^  4.'*  h)  relative 
alle  rette  di  una  siella  e  a?',  y ,  z'  alle  rette  di  un'  altra 
stella,  le  (I)  allora  esprimeranno  la  coUineazione  delle  due 
stelle,  e  si  vedrà  come  quattro  raggi  presi  ad  arbitrio  in 
una  stella  ed  altri  quattro  pur  presi  ad  arbitrio  nelTaltra 
e  fatti  corrispondere  ad  arbitrio  (uno  di  una  quaterna  ad 
uno  deir  altra)  valgano  ad  individuare  la  coUineazione  di 
due  stelle  di  raggi.  E  ritenuto  che  tre  qualunque  raggi  di 
una  quaterna  non  formino  fascio. 
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Intanto  che  un  raggio  di  una  stella  descrive  un  fa- 
scio dì  raggi  il  corrispondente  dell*  altra  pur  descriverà 
un  fascio  di  raggi,  e  i  duo  fasci  risultei^anno  omografici. 

Se  un  raggio  di  una  stella  descriverà  un  cono  a  se- 
zione piana  d'  ordine  m  il  corrispondente  pure  descriverà 
un  cono  a  sezione  piana  d'  ordine  771. 

Se  il  primo  cono  ha  per  direttrice  per  esempio  un' olisse, 
r  altro  avrà  per  direttrice  un'  olisse  o  un'  iperbole,  o  una 
parabola. 

Se  le  due  stelle  avranno  lo  stesso  centro,  esse  in  gene- 
rale possederanno  in  comune  tre  raggi  (non  formanti^  fa- 
scio) reali,  e  due  o  tutti  e  tre  coincidenti,  oppure  uno  reale 
e  due  immaginarii.  Cosi  lo  stesse  possederanno  in  comune 
tre  piani  (non  in  fascio)  distinti,  oppure  etc. 

Potranno  talvolta  le  due  stelle  possedere  in  comune  un 
solo  fascio  di  raggi  uniti,  ed  inoltre  un  raggio  unito  di- 
stinto o  compreso  nel  fascio.  Se  tal  raggio  sarà  distinto 
dal  fascio  detto,  le  due  stelle  si  diranno  omologiche.  Qua- 
lunque piano  pel  detto  raggio  sarà  piano  unito,  etc. 

8.®  Le  x,yyZ,  x\y\z'  nelle  (I)  (n/^  1,  4.*^  b)  possono  in- 
vece di  retta  significare  coordinate  di  piano,  e  ancora  le 
(I)  stesse  esprimeranno  la  collineazione  delle  due  stelle. 

3.  1.*^  Consideriamo  ora  due  spazi  Oxyz^  O'x'y'z  col- 
lineari, e  quindi  riteniamo  nelle  (li)  (n.'^  1,  4.°  e)  x,y,z,ii, 
x\y\z\u'  coordinate  puntali  omogenee  cartesiane. 

Se  il  punto  (Xyy,z,u)  descrive  nello  spazio  Oxyz  un 
piano  px-^-qy-^rz-^tuzzO-^^a^  in  corrispondenza  il  punto 
{x\y\z\u')  dovrà  in  forza  delle  (II')  (n.*'  1,  4.**  e)  descrivere 
nello  spazio  O'x'y'z'  un  piano 

(pA,-H(7B,-+-rC,H-^Di)a?'-H(pA,-hgB,-hrC,-»-/D,)y 
-h(pA3-f-jB3H-rC3-H/D3)/-H(pA^-f-5'B4-»-rC4-»-<D>'=0=:a'. 

Tra  le  coordinate  p\  q,  r',  H  di  questo  piano  e  le  p, 
g,  r,  t  del  precedente  avranno  luogo  le  relazioni 
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py=:A,pH-Bi?-4-Ci?'-+.Di^ 

pVzzAgpH-Bsg-HCar-^-Dj^, 
{p  arbitraria),  e  inversamente 

przrCjP'-HCjj'-i-Cjr'-hC?/, 
pt=dip''^d^q''^d^r''^d/. 

Cosi  a  una  stella  di  piani  nello  spazio  Oa^yz  corrispon- 
derà una  stella  di  piani  (piano  a  piano)  nello  spazio  Oxy'z 
e  saranno  corrispondenti  i  centri  delle  due  stelle  e  V  in- 
tersezione (raggio)  di  due  piani  della  prima  alla  intei*se- 
zione  dei  due  corrispondenti  della  seconda. 

Se  i  piani  di  un  fascio  nello  spazio  Oxyz  sono  rappre- 
sentati dalle  equazioni  aznO,  ^:=0,  a-»-ApzzO,  a-f-A^^ziO, 
etc.  (/e,  /il,  etc.  arbitrarie),  quelli  del  fascio  corrispondente 
nello  spazio  O'xy'z  saranno  rappresentati  dalle  a'zrO, 
^'=zO,  a -+-/i^'=zO,  a'-4-/i'j^'=rO,  etc,  e  quindi  i  due  fasci  sa- 
ranno omografici.  Similmente  saranno  omografici  due  fasci 
corrispondenti  di  rette,  omografiche  due  punteggiate  cor- 
rispondenti. Potremo  dire  (oltrecchè  collineari)  omografici 
e  projettivi  i  due  spazi  O.ry^,  O'xy'z. 

2.^  Ai  piani  nello  spazio   Oxyz    rappresentati    dalle  e- 

quazioni 

a^x-^b^y-^c^z-^d^iiz^Q, 

a^x-^b^y-^e^z-^d^uzziO, 

a^x-^b^y-^c^z-^-d^urzO, 

a^x-^b^y'^c^z-¥'d^ti::zO^ 

corrispondono  nello    spazio  0\r'yz'    i    piani   ir'=0,   |/'=0, 
z''=zO,  e  il  piano  all'  infinito  rispettivamente. 
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Cosi  ai  piani 

Di./'-KD,2/'-HD33'-4.Dy=0 

dello  spazio  0\vy'z  corrispondono  i  piani  irzzO,  j/=0,  zzzO 
e  il  piano  all'  infinito  d(3llo  spazio  Oxyz  rispettivamente;  il 
quale  piano  alT  infinito  è  lo  stesso  che  quello  ali*  infinito 
nello  spazio  Oj/yz'  poiché  i  due  spazii  Oxyz,  O'xyz'  oc- 
cupano uno  stesso  spazio  a  tre  dimensioni. 

3.**  Se  il  punto  (.r^y^z^tt)  descrive  una  superficie,  il 
punto  {x\y\z\u')  descriverà  una  superficie  che  avrà  una 
linea  piana  reale  o  immaginaria  alT  infinito  a  seconda  che 
r  intersezione  della  superficie  descritta  dal  punto  {x;y,z,ii) 
col  piano  a^cv-^-b^y-^c^z-t-d^uzzO  sarà  una  linea  reale  o 
immaginaria. 

Similmente  se  il  punto  {j:\y\z\71)  descrive  etc. 

Se  la  superficie  descritta  dal  punto  (a;,j/,3,n)  è  una  qua- 
drica  e  per  esempio  una  sfera  o  più  generalmente  un  elis- 
soide  che  non  seghi  ne  tanga  geometricamente  il  piano 
a^ar-Hft^t/H-c^SH-d^nzzO,  oppure  lo  tocchi  in  un  punto  o  lo 
seghi  secondo  un  circolo  od  un  olisse,  il  punto  (jo\y\z\ti) 
descriverà  una  qnadrica  tutta  a  distanza  finita  (elissoide 
che  avrà  un  olisse  immaginaria  air  infinito)  oppure  che  avrà 
un  punto  reale  all'  infinito  (piano  ali*  infinito  tangente,  pa- 
raboloide elittico)  oppure  una  conica  reale  ali'  infinito,  etc. 

4.*  Se  b^z=zCi=d^z:zaz=c^z:zd^=a^zzb.^z=:d^-=0  (il  che 
porta  A,=A3=A,=B,=H3=:B,=C,=:Co=C,=0)  all'asse 
0^  corrisponderà  OV,  ad  Oj/  O'y',  a<l  O3;  0'^'  e  le  (li) 
(n.^  1,  4.^,  e)  si  semplificheranno  e  diveranno 

\a/zza^x\    Xy'zzb^y,    Xzzzc^z,    Xu^za^x-^-b^y-^c^Z'^d^u. 

Se  pure  a^zzb^zz(\zzO,  il  piano  all'  infinito  dello  spazio 
Oxyz  sarà  corrispondente  del  piano  all'  infinito  dello   spa- 
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zio  OVi/V,  e  cioè  il  piano  all'  infinito  sarà  un  piano  «m/o, 
e  si  avrà  x-=zr^a\  yz=.r^y,  z'z=,r^ry  u'zzr^iu 

Nel  caso  due  punteggiate  corrispondenti  avendo  i  loro 
punti  air  infinito  corrispondenti  saranno  simili  e  quindi  due 
piani  corrispondenti  saranno  affini,  e  i  due  spazii  potranno 
chiamarsi  affini.  (In  generalo  dicesi  afiìnità  la  collineazione 
di  due  spazi  pei  quali  il  piano  ali*  infinito  sia  piano  unito). 
Se  il  piano  air  infinito  fosse  non  solo  piano  unito  ma  pur 
piano  di  punti  uniti,  ciascuna  retta  sarebbe  parallela  alla 
sua  corrispondente  e  i  due  spazii  sarebbero  omologici  e 
prospettivi  e  ne  sarebbe  piano  di  omologia  il  piano  air  in- 
finito. 

I  volumi  di  due  tetraedri  corrispondenti  ed  affini  sono 
in  rapporto  costante. 

Se  ♦•j=ir2=r'3,  ed  angoli  xOy,  xOz,  yOz  rispettivamente 
eguali  ad  x'O'y,  xO'z\  yO'z\  due  figure  corrispondenti  sa- 
ranno simili. 

Se  ri=r,=:r3=l,  le  figure  saranno  eguali. 

5.^  Due  spazii  collineari  Oxyz^  (yx'y'z'  sono  contenuti 
nello  stesso  spazio  e  perciò  un  elemento  (punto,  piano,  o 
retta)  potrà  considerarsi  tanto  appartenente  ad  uno  spazio 
come  air  altro,  ed  è  caso  di  vedere  se  qualche  elemento 
possa  coincidere  col  suo  corrispondente  e  cioè  se  vi  siano 
elementi  uniti.  Riferendo  gli  elementi  dei  due  spazii  agli 
stessi  tre  assi  O.r,  Oy,  Oz  e  poi  mettendo  nelle  (II)  (n.®  1, 
4.°  e)  XZZ.X,  i/'='y,  z'=.z^  u'zzu   si  ottengono  le  equazioni 


(«j  — X)a--+-6i2/-f-CiS-HdiW=0, 
a5a?-f-(ftg-~X)j/-f-(?j2;-+-d5W=:0, 
a^x-^-  b^y-^ic^ — X)Z'^d^uz=:0, 
a^x-^b^y-^-c^z-^id^ — X)uzzO 


(U), 


X       y       - 
le  quali  coesistono  rispetto  ai  tre  rapporti    —  ,  — ,  — 


u 


se  (C.  A.  R.  §  Vili,  n.«  3) 
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(\)= 


«1- 

-X 

ft. 

^. 

d. 

«t 

à^- 

-X 

e. 

'^ 

«3 

h 

^3- 

-X  d. 

«4 

6. 

(-•< 

d,- 

-X 

=0. 


Quest'  equazione  di  A.^  grado  in  X  dà  quattro  valori  per 
X  e  tali  che  per  ciascuno  di    essi   le   equazioni   precedenti 


appunto  coesistono  in 


u    ^    u  '     u 


—  .    Pertanto  in    gene- 


rale due  spazii  collineari  hanno  quattro  punti  leniti  rea^ 
o  immaginari,  o  parto  reali  e  parte  immaginarii,  etc.  Cosi 
gli  stessi  spazii  hanno  quattro  piani  uniti.  Due  o  più  dei 
quattro  punti  uniti  potranno  coincidere  a  seconda  dei  gradi 
delle  radici  dell*  equazione  (A). 

Se  avvenga  che  per  un  valore  di  \  s*  annullino  tutti  i 
complementi  degli  elementi  del  determinante  (A),  (e  non 
tutti  i  minori  di  2.^  ordine),  quel  valore  di  X  sarà  radice 
multipla  in  grado  2.^  deir  equazione  (A)  e  le  (U)  si  ridur- 

X 


ranno  non  più  a  tre  ma  a  due  equazioni  in  —  , 


y_    ^ 
u   *    u 

rappresentanti  due  piani,  le  quali  individueranno  coesistendo 
un'  infinità  di  punti  uniti  in  linea  retta  (V  intersezione  dei 
due  piani). 

I  due  punti  uniti  poi  corrispondenti  alle  altre  due  ra- 
dici distinte  dell*  e^juazione  (A)  individueranno  una  retta 
unita.  Si  avranno  cosi  due  rette  speciali  una  U  di  punti 
uniti  e  r  altra  V  semplicemente  unita. 

La  V  sarà  asse  di  un  fascio  di  piani  uniti,  cioè  di  due 
fasci  corrispondenti  e  congruenti  poiché  ciascuno  di  tali 
piani  possedendo  tre  punti  uniti  (i  due  della  V  e  uno  della 
r)  non  in  retta  sarà  piano  unito.  Qualunque  punto  dello 
spazio  appartenendo  ad  uno  dei  detti  piani  imiti  avrà  il 
suo  corrispondente  sul  piano  stesso  e  quindi  qualunque 
retta  congiungentc  due  punti  corrispondenti  incontrerà  la 
y.    La  U  poi  sarà  asse  comune  a  due  fasci  corrispondenti 
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(Vi  piani,  i  quali  fasci  avranno  per  piani  tmiti  i  due  Ur^ 
U^j  (rj,  i\  punti  imiti  della  V),  e  qualunque  piano  di  un 
fascio  sarà  prospettivo  del  corrispondente  nell*  altro.  Sa- 
ranno omologici  i  due  piani  sostenuti  dal  piano  U»j  (U 
asse,  Vj  contro  di  omologia),  come  pure  saranno  omologici  i 
due  sostenuti  del  piano  \]t\  (U  asse,  r,  centro  di  omologia). 

Se  vi  sia  un  altro  valore  di  X  che  mandi  a  zero  i  com- 
plementi degli  elementi  di  (A)  si  avrà  un'  altra  retta  di 
punti  uniti.  Cosi  si  avranno  due  rette  unite  di  punti  uniti 
le  quali  saranno  assi  di  due  fasci  di  piani  uniti,  e  ciascuno 
di  tali  piani  si  dirà  omologico  in  quanto  i  due  piani  cor- 
rispondenti in  esso  riuniti  si  troveranno  in  posizione  omo- 
logica essendo  asse  di  omologia  una  delle  due  rette  di 
punti  uniti y  e  centro  un  punto  dell*  altra.  Qualunque  punìo 
dello  spHzio  appartenendo  a  due  piani  uniti  dovrà  avere 
il  corrispondente  sopra  ciascuno  di  essi  e  cioò  sopra  la 
loro  intersezione,  e  cosi  la  rotta  congiungente  di  un  punto 
qualunque  e  del  suo  corrispondente  incontrerà  le  due  rette 
di  punti  uniti,  I  due  punti  corrispondenti  e  i  due  d*  in- 
contro della  loro  congiungente  colle  rette  unite  (punti 
uniti)  avranno  costante  rapporto  anarnumico  (§  VII,  n.*  4, 2.') 

Se  per  un  valore  di  X  si  annullano  tutti  i  minori  di '^.^ 
ordine  di  (V),  il  die  porta  V  annullamento  di  tutti  quelli 
di  3."^  ordine,  quel  valore  sarà  radice  mnltipla  dell'  equa- 
zione (A)  almeno  in  3.^  grado,  e  le  equazioni  (U)  si  ridu- 
ranno  ad  una  sola  che  rappresenterà  un  infinità  di  punti 
uniti  in  uno  stesso  piano.  Alla  quarta  radice  poi  della  (A) 
corrisponderà  un  punto  unito  (in  generale  non  appartenente 
al  detto  piano),  il  quale  sarà  centro  di  una  stella  di  i*aggi 
uniti  e  di  piani  uniti.  Pertanto  qualunque  copia  di  punti 
corrispondi?nti  individuerà  una  rotta  che  passerà  per  tal 
lentro,  ed  il  rapporto  anarmonico  di  due  punti  corrispon- 
denti, del  centro,  e  dell'  incontro  della  c>ugiungente  col 
piano  di  punti  uniti  sarà  (§  VII,  n/  4,  2.^)  costante. 

I  due  spazii  saranno  (§  VII,  n."*  14,  1.^)  omologici  o 
prospettivi.  Il  piano  di  punti  uniti  sarà  il  piano  di  omolo- 
gia e  il  punto  unito  il  centro.  Il  sopradetto  rapporto  anar- 
monico è  il  caratteristico  dell*  omologia. 
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Se  tal  rapporto  diviene  — 1  cioè  armonico  si  ha  orno- 
U>gia  ed  involuzione  insiome  oppure  omologia  armonica. 
Punti,  rette  e  piani  dei  due  spazii  si  corripondono  nel  caso 
in  doppio  modo. 

Se  il  piano  d*  omologia  si  trova  all'  infinito  i  piani  cor- 
rispondenti sono  paralleli,  il  rapporto  anarnionico  di  cni 
sopra  si  muterà  in  un  rapporto  semplice.  Questo  sarà  an- 
che il  rapporto  di  due  seiumenti  di  retta  corrispondenti.  I 
due  spazii  si  diranno  oltrecchè  collineari  ed  omologici,  omo- 
tetici  con  Chasles  direttamente  od  inversamente. 

Se  quel  semplice  rapporto  assume  il  valore  — 1,  Tomo- 
tetia  diviene  simmetria  rispetto  al  punto  unito  (centro). 

Quando  il  centro  d'  omologia  si  spinge  air  infinito  e  non 
il  piano  d'  omologia,  il  piano  all'  infinito  diviene  piano 
unito,  0  si  si  ha  il  caso  dell*  affinità  di  cui  più  sopra. 

Se  il  rapporto  costante  dei  due  semmenti  che  il  piano 
unito  piano  d*  omologia  taglia  sulla  retta  congiungente  due 
punti  corrisfondenti  vale  —1,  i  due  spazii  sono  simmetrici 
rispetto  al  piano  unito. 

Se  centro  e  piano  d'  omologia  scompajono  ali*  infinito, 
semmenti  di  retta  corrispondenti  divengono  eguali. 

6.*»  Le  x,y,z,u,  x\y\z\ic  nelle  (II)  (  n."  1,  4,'  e) 
possono  rappresentare  invece  che  di  punto  coordinate  di 
piano,  e  ancora  le  (II)  stesse  significheranno  la  collinea- 
zione  di  due  spazii,  e  di  conseguenza  V  omografia. 

4.  1.^  Suppongasi  ora  che  tra  i  punti  di  un  piano  xOy 
e  le  rette  di  un  piano  xO'y  abbiano  luogo  le  equazioni 
(i)  (n.^  1,  4."*  ft),  e  cioè  riteniamo  che  in  esse  x,  y,  z,  si- 
gnifichino coordinate  di  punto  e  af,  y\  /  di  retta.  Si  sosti- 
tuisca anzi  in  esse  equazioni  p\  q\  r'  rispettivamente  a 
x\  y'y  z\  e  cioè  si  scrivano  le  equazioni  di  correlazione 
dei  due  piani  nei  termini 

\p'z=.a^X'^b^y'^c^z, 
Xq'^a^x-^b^y-^c^Zy  \  (IJ. 
Xr-zza^x-^-b^y-k-c^z 
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Pur  si  scrivano  le  (I)  (n.®  1,  4.®  b)    mutandovi   le  x\ 
y\  z   ili  j)\  q\  r   e  cioè  si  noti 

,.yz=B,pVB,?'-HB,r'.    j  (I/). 

ritenendo  come  sempre,  il  determinante 

\    K 


«o 


K 


=8^    non  nullo. 


A  ciascun  elemento  di  un  piano  corrisponderà  un  solo 
elemento  di  altro  nome  nelP  altro.  Intanto  che  il  punto 
(.r,j/,2)  descrive  il  piano  d^xj  per  punti,  la  (p' ,?',»'')  corri- 
spondente descrivo  il  piano  xQly   pt^r  rette. 

Ad  una  punteggiata,  o  ad  un  fascio  di  rette  di  un  piauo 
corrisponderà  nell*  altro  un  fascio  di  rette  od  una  punteg- 
giata, e  saranno  corrispondenti  i  sostegni  delle  due  forme 
corrispondenti  (forme  projettive). 

E  precisamente  se  il  punto  (.r,j/,2)  del  piano  xQy  descri- 
verà sul  piano  stesso  una  retta  di  coordinate  J9,  9,  r,  cioè 
una  i^tta  rappresentabile  coirequazione  /^a;-f-gj/-H7"j2;zzO=:a 

intanto  le  7/,  g\  r'  coordinate  della  retta    (  del   piano 

xQI]j)  corrispondente  al  punto  {pc,y,z)      saranno  {I\)  sot- 
totoposte  alla  condizione 


ossia 


1  i  ) 

-   -| Al  p-i-Bi(7 -hCi?')p'-+-( A,pH-B,yH-C,r)g  H-(A3pH-B3g-HC,r)r'>=0=fl 
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e  cioè  la  retta  {p',q',r')  invilupperà  un  punto  di  coordinate 


I-*' 

y=— (A,p-HB3y-«-C,r) 


(•.)• 


Queste  ultime  tre  equazioni  esprimono  adunque  la  cor- 
rispondenza tra  i  punti  {x\y\z)  del  piano  xO'y  e  le  rette 
(p,?»^)  del  piano  xOy. 

Dalle  medesime  (Ò.  A.  It.  §  VII,  n.^  1,  2)  deducesi 


w' 

B. 

c. 

V- 

y 

B, 

c. 

y= 

a' 
A. 

B, 
B. 

c, 
c7" 

-zza.  '  a>  -•-  . 
8* 

.  .  .  . 

- 

A. 

B. 

e. 

A, 

B. 

e. 

1 

e  rappresentando   — &   con    p. 

PP= 

a,a7'-»-a,j/'-t-a,«', 

PJ= 

:&,a7'-t-6,y'-»-6,«'. 

(g- 

pr- 

zc^x' 

■+-c,y'-t-c,«' 

etc. 


S©  la  retta  (p^q^r]  del  piano  xOy  inviluppa  sul  piano 
stesso  un  punto  di  coordinate  (x.y^z),  cioè  un  punto  rap- 
presentato   dair  equazione   xp-^yq-^zr-rzOzzLcn,    intanto    le 

a?'f  y\  ^  coordinate  del  punto  del  piano  x'O'y'  corri- 
spondente alla  retta  {p^q.r)  saranno  sottoposte  alla  con- 
dizione 

28 
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1  (  ) 


ossia 


1  (  J  , 

— j(a,a?-H6iy-+-Ci2;)i6''-f-{a2Ìr-+-ft,y-Hc\3)y-H(a3x*-+-&3j/-Hc»,s)2  [=0=2, 


P 


e  cioè  il  punto  (a7',t/y)  descriverà  una  retta  di  coordinate 
1 

1 

1 
r'=— (a3a7-i-ft33/-HC3«). 

Queste  equazioni  valgono  le  (IJ. 
Così  se  le  rette  di  un  fascio  oppure  i  punti  di  una  pun- 
teggiata nel  piano  xOy  sono  rappresentati  dalle  equazioni 

a=0,     p=0,     a-Hèp=0,     a^k^^zzO,     etc, 

(ft,  Al  .  .  .  .  arbitrarie)  i  punti  della  punteggiata  oppure 
le  rette  del  fascio  corrispondente  nel  piano  x'O'y'  saranno 
rappresentati  dalle  equazioni 

«'=0,    p'=0,    a-Hftp'=0,    a-i-ft/=0,     etc.,^ 

0  il  rapporto  anarmonico  tanto  di  quattro  rette  di  quel 
fascio  0  di  quattro  punti  di  quella  punteggiata  come  dei 
quattro  punti  corrispondenti  di  questa  punteggiata  oppure 
delle  quattro  rette  corrispondenti  di  questo  fascio  sarà  e- 
sprimibile  con  una  stessa  e  identica  funzione  delle  k. 

Si  può  dire  che  mentre  un  punto  M  descrive  su  di  un 
piano  una  retta  m,  la  retta  m'  corrispondente  del  punto 
M  inviluppa  nel!'  altro  piano  un  punto  M'  corrispondente 
della  retta  m. 
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Se  il  punto  {x,y,z)  desciùve  nel  piano  aK)y  un  trilatero, 
0  an  quadrilatero  etc,  o  un  polilatero  o  un  infinitilatero 
(curva  d'  ordine  n)  la  retta  corrispondente  in  xO'y'  invi- 
lupperà i  vertici  di  un  triangolo  o  di  un  quadrangolo,  o 
etc.,  o  di  un  poligono  o  di  un  infinitiangolo  (curva  di 
classe  n). 

Reciprocamente  se  una  retta  inviluppa  i  vertici  di  un 
triangolo,  o  etc,  il  punto  corrispondente  correrà  sopra  un 
trilatero,  o  etc. 

2.^  Se  i  due  piani  correlativi  xOy,  x'O'y  sono  sostenuti 
da  uno  stesso  piano,  allora  un  elemento  qualunque  (  punto 
0  retta)  di  questo  piano  può  essere  pensato  tanto  apparte- 
nente ad  uno  come  all'  altro  dei  due  piani  xOy^  x'O'y,  e 
genei*almente  esso  elemento  muterà  di  corrispondente  col 
mutar  di  piano. 

Però  supposto  simmetrico  il  determinante  di  correla- 
zione e  cioò  che  in 

h      6,      <?i 


&= 


«3       *3 


sia  6|=a,  t?i=a3  c^=\  (il  che  porta  pur  la  simme- 
tria del  reciproco  di  d^),  qualunque  elemento  (punto  o  retta) 
tanto  pensato  appartenente  ad  un  piano  come  al  correlativo 
avrà  per  corrispondente  nell'  altro  lo  stesso  elemento  (retta 
0  punto). 

(Si  ritengano  com'  è  lecito  coincidenti  i  due  assi  0'x\ 
Q>y  rispettivamente  coi  due  Oa?,  Oy). 

Si  osservi  ohe  se  il  punto  {x,y,z)  si  suppone  appartenere 
al  piano  xOy  la  retta  che  gli  corrisponderà  nel  piano  x'O'y* 

avrà        1.®  (Il)       per  coordinate 
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e  96  il  punto  {x,y,z)  si  suppone  invece  appartenere  al  piano 
!v'0'y\  la  retta  che  gli  corrisponderà  nel  piano   ouOy  avrà 

^•^  ih)       P^^  coordinate 

przza^x-^b^y-^c^  z. 

p       p       q        q 
Essendo    — r=  — ,    -^= —  veggonsi  le  due  rette  co- 
« 
incidenti  in  una  stessa  retta,  etc. 

Vedremo  in  seguito  come  nel  caso  punto  e  retta  corri- 
spondente siano  polo  e  polare  rispetto  alla  conica  rappre- 
sentata dall'equazione  puntale 


^1       ^t       ^8 

X 

A,    B.     B, 
A.    B.    C. 

y 

z 

=0    (P),         ossia 

X      y      z 

0 

ajO;* -f-è,  j/* -1- (?3  3* -H2/i,a?j/ -♦- 2a3a;z -H26,t/i=0, 

oppure  dalla  tangenziale 

«I    a,     «3 

P' 

«»     K     K 
«.     h     <?, 

r' 

=0     (T),         ossia 

fi     q'      r' 

0 

AiP'*4-B,g'*-HC3r'*-*.2A,pV-»-2A,pV'-H2B39y=0. 

Rimettendo  il  determinante  di  correlazione  nella  sua 
generalità  sta  bene  avvertire  come  due  piani  ooOy  xO'y 
sostenuti  da  uno  stesso  piano  ammettano  an*  infinità  di  ele- 
menti congiunti  e  cioò  os  punti  disposti  a  conica  giacenti 
rispettivamente  sopra  le   rette   corrispondenti    e    qo    rette 
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inviluppanti  una  conica  e  sostenenti  rispettivamente  i  punti 
corrispondenti.  E  veramente  se  si  cerca  un  punto  (x^y^z) 
che  giaccia  sopra  la  corrispondente  retta  {p\q'y)  bisogna 

1.^  (l\)     stabilire  la  coesistenza  delle  quattro  equazioni 
B,p'  ^B,q'-HB,r'=jjiy, 

rispetto  a  p\  q\  r,  e  cioè  scrivere 

Aj  A,  A3  X 

B,  B.  B,  y 

Ci  C.  C,  z 

X  y  z  0 

e  da  questa  dedurre  x,  y,  z.  Si  avranno  infiniti  punti 
(07,^,2:)  disposti  a  conica.  Se  si  cerca  un  punto  {x,y\z')  che 

giaccia  sulla  retta  corrispondente  (p,q,r)  bisogna     1.^   (I^) 
stabilire  la  coesistenza  delle  equazioni 

AiP-+-Bi3'-+-Cir=fia7', 
A|p-HB,g-f-C,r=|jLy', 
A3p-HB3g-HC,r=pL«', 
xp  -^yq  -Ha;V  =0 
rispetto  a  p,  q,  r,  e  cioè  scrivere 

Al    Bi    C,     ccf 
A.    E,    C,     1/' 


B.    a 


X' 


7! 
0 


=0, 


Digitized  by  VjOOQ  IC 


—  438  — 

e  da  questa  dedurre  x\  y\  z'.  Si  avranno  infiniti  ponti  di- 
sposti a  conica  la  quale  coinciderà  colla  precedente  (e),  e 
potrà  dirsi  il  luogo  di  qualunque  punto  che  coincida  col- 
r  intersezione  delle  due  rette  corrispondenti  al  medesimo 
una  nel  piano  ooOy  e  V  altra  nel  correlativo  xGy.  Se  poi 
si  cerca  una   retta    {p\q\r')   contenente   il   corrispondente 

punto  {x,y,z)  devesi     1.°  (I,)       esprimere    la     coesistenza 

delle  quattro  equazioni 

a^x-^b^y-^-c^z^zXr'y 
p'x-^q'y-^-r^zzzO 

rispetto  a  x,  y»  ^»  ®  cioè  scrivere 


*, 


a. 


P'    9' 


Ci 

P 

Ct 

9' 

Ci 

r' 

r' 

0 

=0 


(e). 


ossia 


Ay*-^B,?'«-^.C3r'«H.(B,^A,);9V^(C,H.A3)pV-t.(C,-^.B3)(7y=0, 

e  da  questa  dedurre  p\  q\  r\  Si  avranno  infinite  rette 
{p\  q\  O  inviluppanti  una  conica.  Se  si  cerca  una  retta 
(j9,  q,  r)  che  contenga  il  corrispondente  punto    (x\  y\  s') 

devesi     1.^  (I3)     esprimere  la  coesistenza  delle  equazioni 

a^x'-^a^y-^a^z'zzpp, 
b,x'^b^y'^b^z'=pq, 
c^x'-^-c^y^  -^c^i  =p)^, 
px  -^qy  -^rz'  =0 
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«ay  — 

rispetto  a  a?',  y\  /,  e 

cioè 

scrivere 

«1 

a. 

«s     P 

*. 

*. 

K    q 

<?i 

e» 

e,     r 

P 

? 

r      0 

=0, 


e  da  questa  dedurre  p^  q,  r.  Si  avranno  infinite  rette  in- 
viluppanti una  conica  la  quale  coinciderà  colla  precedente 
(e)  e  potrà  dirsi  toccata  da  qualunque  retta  che  congiunga 
i  due  corrispondenti  alla  medesima  uno  nel  piano  ocOy,  e 
r  altro  nel  correlativo  xO'y'. 

Da  un  punto  m  del  piano  sostegno  dei  due  correlativi 
sortono  due  tangenti  T,  T,  alla  conica  (e).  La  T  sega  la 
conica  (e)  in  un  punto  h  (corrispondente  della  T  nel  primo 
piano)  e  in  un  altro  h^  (corrispondente  della  T  nel  secondo 
piano).  Similmente  la  T^  sega  la  (e)  in  due  punti  k^  k^ 
corrispondenti  della  T,  uno  nel  primo,  V  altro  nell*  altro 
piano.  La  retta  hk  corrisponde  al  punto  m  considerato  ap- 
partenente al  2.^  piano  e  la  hjiy^  allo  stesso  punto  m 
considerato  appartenente  al  primo  piano. 

Correlativamente  una  retta  m  sega  la  conica  (e)  in  due 
punti  T,  T^ .  Da  T  sortono  due  tangenti  K  h^  alla  conica 
(e]  e  da  T^  due  tangenti  k,  k^  alla  stessa  (e).  Il  punto  hk 
corrisponde  alla  retta  m  considerata  appartenente  al  se- 
condo piano  e  il  punto  h'k!  alla  stessa  retta  m  considerata 
appartenente  al  primo  piano. 

La  conica  (e)  é  rappresentata  puntalmente  (§  X,  n.^ 
3,  3.®)  dall'  equazione 


=0 


2A. 

A.H-Bj 

A,-f.C, 

X 

A,+B. 

2B, 

B,-i-C, 

y 

A3-.-C, 

B3+C3 

2C3 

z 

X 

y 

z 

0 

traducibile  nella  forma 
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j:r(B,-C,)-.-i/(C,-A3)-t-z(A,~B,)}V4 


A. 

A. 

A3 

X 

B. 

B, 

B» 

y 

c. 

c. 

c. 

^ 

X 

V 

% 

0 

=0. 


Questa  forma  dimostra  come  le  due  coniche  (e)^  (e)  ab- 
biano un  doppio  contatto. 

Se  il  determinante  ^  di  correlazione  fosse  simmetrico 
la  (e)  coinciderebbe  colla  (P)  e  la  (e)  colla  (T),  e  quindi 
le  (e),  (e)  rappresenierebbem  una  stessa  conica,  una  come 
luogo  di  punti,  r  altra  come  inviluppo  di  rette  (§  X,  n.^ 
3,  3.°  ). 

Quando  a^zzb^zzc^zzO,  b^ziz — a,,  c?,= — «3,  c,= — ftj, 
cioè  quando  il  determinante  ^  è  gobbo-simmetrico  la  (e) 
(pag.  437)  diviene  OzziO,  e  in  essa  a?,  y,  z  possono  adat- 
tarsi a  qualunque  punto  del  piano.  Noi  caso  adunque  qua- 
lunque punto  del  piano  giace  sopra  la  propria  corrispon- 
dente. Nessun  punto  poi  muta  di  retta  corrispondente  col 
mutar  di  piano,  poiché  si  ha,  supposto  {x,y,z)  appartenere 
al  piano  xOy^ 

e  supposto  (x,y,z)  appartenere  al  piano  xO'y\ 

pp=a^y^a^z,    pq—^a^x-^-b^z,    pr=—a^x—b^y, 

p'       p       q'        q 
e  quindi    — r=  —  ,   — r=  —  .  Si  può  perù  facilmente  ri- 
conoscere che  un  punto  fisso  di  coordinate  —(3 ,  a, ,  —a, 
corrisponde  a  qualunque  retta  del  piano,  poiché  per  :rz:— ft,, 

p'      4       0 
2/=a3 ,    3= — a,  si  ha    — r=  — r=  -rr  ,    e  che  il  determi- 
nante ^  di  correlazione  (gobbo-simmetrico  di  grado  dispari) 
è  nullo  (C.  A.  R.  §  VII,  n.«  10). 

3.*  I  teoremi  relativi  a  stelle  correlative  possono  de- 
dursi  da  quelli  relativi  a  piani  correlativi,  etc. 
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4.®  a)  Se  si  hanno  due  piani  P,  P'  correlativi  sostenuti 
da  piani  distinti,  1*  inviluppo  dei  piani  che  dai  punti  di  uno 
dei  due  piani  P,  F  projettano  le  rette  corrispondenti  nel- 
r  altro  è  una  superficie  di  2/  classe.  P  e  P'  sono  da  an- 
noverare fra  i  piani  inviluppanti  la  superficie.  Fissiamo  tre 
punti  del  piano  sostegno  di  P  disposti  a  triangolo,  consi- 
deriamo ciascuno  di  essi  come  inviluppo  di  un  piano  mo- 
bile e  rappresentiamoli  rispettivamente  colle  equazioni  azzO, 
P=0,  Y=0  ritenuto  che  a,  p,  y  siano  funzioni  lineari  di 
coordinate  (di  natura  qualsivoglia)  variabili  di  piano  e  di 
coordinate  (costanti  arbitrarie)  di  punto.  Fissiamo  in  modo 
simile  tre  punti  nel  piai  o  sostegno  di  P'  e  rappresentiamoli 
colle  equazioni  «1=0,  Pi=:0,  Yi=0  ìd  coordinate  variabili 
di  piano  e  costanti  arbitrarie  di  punto,  coordinate  da  rite- 
nersi prese  rispetto  a  quegli  stessi  tre  assi  Cartesiani, 
oppure  rispetto  a  quegli  stessi  elementi  fondamentali  che 
saranno  stati  adottati  per  la  determinazione  delle  coordi- 
nate che  figurano  nelle  funzioni  a,  ^,  Y-  Indicate  con  A,  A,  / 
k\  h\  t  sei  arbitrarie,  qualunque  punto  di  P  è  rappresen- 
tabile coir  equazione  ^-i-/i^-f-/Y=0  ^  qualunque  retta   di 

/»  fl  V 

P'    colle   equazioni    -7r=  "1^=  T^  »  ®  ***^  punto  e  ta!  retta 

riesciranno  corrispondenti  se  si  vincolano  le  k.  A,  L  k\ 
h\  t  alle  condizioni 

dove  X  arbitraria,  e  pur  tali  i  coefficienti  q^ ,  r^ ,  s^ ,  q^, 
^'f  »  *«  1  ?3  »  ^'«  ♦  *3  •  Ora  eliminando  le  A,  h,  /,  k\  h\  t 
tra  queste  equazioni  e  le  precedenti  del  punto  e  retta  cor- 
rispondenti si  ha  dapprima 

XA=p(j,a,-i-r,Pi-».5jYi)» 
X/=p(g,aj-*.r3P^-*.^,Yi) 
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K       K       t  \ 

(p  vale  il  rapporto    — r=:^-=— r/.  ©  poscia  (sostituendo 
a        Pi        Y 

nella  Aa-i-Ap-H/Y=0) 

equazione  di    secondo    grado    rispetto  alle   coordinate  del 

piano  di  collegamento  del  punto  Aa-HA^-f-/Y=:0  colla  retta 

«j        Pi         Yi 

-Tr=  Tr=  y-  '  (^*s^*  piano  projettante  la  retta  dal  punto) 

il  qua!  grado  appunto  dimostra  la  classe  2.*  della  su- 
perficie inviluppata  da  tal  piano.  Siccome  V  equazione  è 
soddisfatta,  per  quei  valori  di  co  rdinate  di  piano  che  sod- 
disfano contemporaneamente  alle  a:=0,  ^=:0,  yz^zO,  cosi  è 
manifesto  come  la  detta  superficie  sia  pur  toccata  dal  piano 
a^Y  ossi^  dal  piano  sostegno  di  P  ed  anche  dal  piano  a^^{(i 
ossia  dal  piano  sostegno  di  P'. 

Tenuto  poi  presente  che  se  M  è  un  punto  del  piano  P 
e  7n  una  retta  sita  nel  piano  P'  e  corrispondente  di  M, 
qualunque  punto  M'  della  m'  ha  per  corrispondente  una 
retta  m  sita  in  P  e  passante  per  M  vedesi  come  un  piano 
(piano  projettante)  che  colleghi  un  punto  M  colla  corrispon- 
dente retta  m'  pur  colleghi  una  retta  m  col  corrispon- 
dente punto  M\  e  come  projettando  dai  punti  M  del  piano 
P  le  corrispondenti  rette  m'  site  nel  piano  P'  si  inviluppi 
coi  piani  projettanti  la  stessa  identica  superficie  che  pro- 
jettando dai  punti  M'  di  P'  le  corrispondenti  rette  m  site 
in  P. 

b)  wSe  si  hanno  due  stelle  P,  P'  sostenute  da  due  centri 
P,  P'  distinti,  il  luogo  dei  punti  d'  intersezione  dei  raggi 
di  una  delle  due  stelle  P,  P'  coi  piani  corrispondenti  nel- 
r  altra  ó  una  superficie  di  2.^  ordine.  P  e  P'  sono  da  an- 
noverarsi fra  i  punti  della  superficie.  Tanto  é  in  accordo 
coir  esposto  (§  VII,  n.°  13,  5.°).  S'  interpretino  le  prece- 
denti equazioni  a=0,  P=i0,  y=zO  come  equazioni  di  tro 
piani  (disposti  a  triedro)  della  stella  P,  e  le  a'zzO,  ^=0, 
Y=0    come  quelle    di   tre   piani    (pur   disposti    a    triedro) 
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della  stella  P',  e  quindi  si  ritenga  che   la   A(3e-»-Ap-*-/Y=0 

rappresenti  un  piano  della  P  e  le  v7-=  Tr=  ~r  "°^  ^®'" 

ta  (ossia  un  raggio)  della  P'.  Stabilite  le  equazioni  di  cor- 
relazione, etc.  rivedesi  V  equazione 

che  ora  dovrà  dii^si  di  2.^  grado  rispetto  alle  coordinate 
del  punto  d'  intersezione  del  piano  Aa-HA^-H/yirO  col  rag- 

^1  ri  Vi 

gio    -7r=  Tr=  "TT  ,  il  qual  grado  appunto  dimostra  il  2.° 

ordine  della  superficie  generata  da  tal  punto  d*  intersezione. 
Detta  superficie  pur  contiene  il  punto  a^y  ossia  P  ed 
anche  il  punto  «iPiYi  ossia  P'. 

Tenuto  poi  presente  che  se  M  é  un  raggio  della  stella 
P  e  m'  un  piano  sito  nella  stella  P'  e  corrispondente  di 
M,  qualunque  raggio  M'  della  stella  P'  sito  in  ni  ha  per 
corrispondente  un  piano  m  sito  nella  stella  P  e  passante 
per  M,  vedesi  come  il  punto  di  congiunzione  di  un  raggio 
M  col  corrispondente  piano  m  sia  pur  quello  di  congiun- 
zione di  un  piano  m  col  corrispondente  raggio  M',  e  come 
segando  coi  raggi  M  della  stella  P  i  corrispondenti  piani 
mi  siti  nella  stella  P'  si  generi  coi  punti  di  congiunzione 
(intersezione)  la  stessa  identica  superfìcie  che  segando  coi 
raggi  M'  della  P'  i  corrispondenti  piani  m  siti  nella  P. 

5.  1.^  La  correlazione  di  due  spazii  Oxyz,  OVj/V  verrà 
espressa  in  coordinate  omogenee  colle  equazioni  (II)  (n,^  I, 
4.°  e)  nelle  quali  si  ritengano  x,  y,  z,  u  coordinate  di  un 
punto  dello  spazio  Oxyz,  e  x\  y\  z,  u'  coordinate  di  un 
piano  dello  spazio  O'x'yz'.  Porremo  p\  q\  r\  i'  rispettiva- 
mente in  posto  di  x\  y\  /,  u  in  esse  equazioni  e  nelle 
(ir)  (u.®  1,  4.*^  e),  cioè  scriveremo 

\q'=.a^'¥'b^y'^c^z-¥'d^u, 
Xr'zza^-^-b^y-^c^z-k-d^u, 
Xtzua^X'^b^y'^'C^Z'^d^u 


(II.). 
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("'.)• 


À  ciascun  elemento  di  uno  spazio  corrisponderà  un  solo 
elemento  d*  altro  nome  nelT  altro.  È  sempre  ritenuto  A 
(n.^  1,  4.^  e)  non  nullo.  Intanto  che  il  punto  {ir,y^z,u)  de- 
scrive lo  spazio  Oxyz  per  punti,  il  piano  {p\qy/)  corri- 
spondente descrive  lo  spazio  O'x'y'z   per  piani. 

Se  il  punto  (ic\yyZ,u)  dello  spazio  Oxyz  descriverà  un 
piano  di  coordinate  p,  q,  r,  /,  cioè  un  piano  rappresenta- 
bile coir  equazione  px-^-qy-^rz-^-tuzziO,  intanto  il  piano 
(p\Q'y^O  ^®llo  spazio  O'x'y'z'  invilupperà  (II'i)  un  punto 
di  coordinate 


1 
x'= — (A,;?-f-Bj?-h-C,r-h.DiO, 

1 

y= — (A^-f-Bj9->-C,r->-DjO, 


1 


m'= — {A^p'k'B^q'^G4r'^J)^t) 


>  (II.). 


Queste  ultime  quattro  equazioni  esprimono  adunque  la 
corrispondenza  tra  i  punti  {x,y',z\u)  dello  spazio  O'x'y'z', 
e  i  piani  (pq^r^t)  dello  spazio  Oxyz, 

Dalle  stesse  deducesi  (*) 


O  8i  tenga  presente  (G.  A.  R.  J  VII  n.®  1  e  2)  che  il  reciproco 
lii  A  vale  A'  e  che  qualunque  minore  di  3.*  grado  di  esso  reciproco 
vale  A^  moltiplicato  per  un  elemento  del  pnmitivo  A. 
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^p^a^x  -^a^y' -i-a^z  -^a^H,   > 
^q:=:b^x' ~i-b^y' -^b^z  -^b^u,   f 

^tzzd^x-^diy-^d^z-Hdy,  ì 

(nel  fattore  v  è  incluso  A). 

Se  il  piano   {p,q,y,i)    <lelio    spazio    O.ryz    inviluppa   un 
punto  di  coordinate  {x.y^z.ti),  cioè  un  punto  rappresentabile 
coirequazione;rp-t-j/g'-K3>'-i-M^=:0,  intanto  il  punto  (x\y\z\ii') 
corre  su  di  un  piano  di  coordinate 

1 
p'z= — (aia?-H&,j/-»-6'iZ-»-djW),      «te. 

In  breve  ai  punti  di  un  piano  punteggiato  di  uno  spa- 
zio corrisponderanno  rispettivamente  i  piani  di  una  stella 
dell'  altro  essendo  corrispondenti  quel  piano  e  il  centro 
della  stella  (due  forme  projettive),  ai  punti  di  una  pun- 
teggiata corrisponderanno  rispettivamente  i  piani  di  un  fa- 
scio essendo  corrispondenti  la  retta  sostegno  di  quella  pun- 
teggiata e  r  asse  del  fascio  di  piani,  etc.  etc.  Si  può  dire 
che  mentre  un  punto  M  descrive  un  piano  m  di  uno  spa- 
zio, il  piano  m'  corrispondente  del  punto  M  inviluppa  nel- 
r  altro  spazio  un  punto  M'  corrispondente  del  piano  m.  Il 
rapporto  anarmonico  di  quattro  elementi  di  una  forma  di 
uno  spazio  sarà  eguale  a  quello  dei  quattro  elementi  corri- 
spondenti nella  forma  correlativa  contenuta  nell'altro  spazio. 

Se  il  punto  (x,y^z,u)  descrivo  un  tetraedro,  un  pentaedro 
etc.  un  poliedro,  un  infinitiedro  (superficie),  il  piano  {p\q\r\t') 
inviluppa  etc. 

2.*  Un  punto  od  un  piano  qualunque  dello  spazio  ap- 
partiene tanto  air  uno  che  ali*  altro  dei  due  spazii  Oooyz^ 
O'xyz'  (si  ritengano  i  tre  assi  0'x\  0'y\  O'z'  coincidenti 
rispettivamente  coi  tre  Ox,  Oj/,  Oz)  correlativi,  ma  gene- 
ralmente un  elemento  muterà  di  corrispondente  col  mutare 
di  spazio.  Però  se  si  suppone  simmetrico  il  determinante 
di  correlazione,  e  cioè  se  in 
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a,     6,     e, 
a,     &j    Cj 

«3    ^    t-'s 

«4        ^4        <^4 


^3 
6i, 


si  abbia  b^=za^,  c\z=a^,  d^zza^,  c^^b^,  d^zzb^,  ^^a=^4 
(il  elio  porta  anche  la  simmetria  del  reciproco  di  A)  si 
avrà  una  corrispondenza  involutoria,  cioè  qualunque  ele- 
mento (punto  0  piano)  tanto  pensato  appartenente  ad  uno 
spazio  come  al  correlativo  avrà  per  corrispondente  nel- 
r  altro  spazio  Io  stesso  elemento  (piano  o  punto). 

Vedremo  più  avanti  come  nel  caso  un  punto  e  il  piano 
corrispondente  possono  considerarsi  come  polo  e  piano  po- 
lare rispetto  ad  una  superficie  quadrica  (di  2.^  ordine)  di 
equazione  puntale 


:0,         (m), 


ossia 

aiX^'*'b^y^-k-c^z^'i-d^ii^'^2aiUry'^2a^xz-¥'2a^xu 
•^2b^yz-¥'2b^yu'^2c\zii^0, 
oppure  di  equazione  tangenziale 


A, 

A, 

A3 

A, 

X 

A. 

B, 

B3 

B, 

y 

A3 

«3 

C3 

c. 

« 

A, 

R. 

e, 

D, 

u 

X 

y 

Z 

u 

0 

a, 

a, 

«3 

«4 

V 

a, 

6, 

^3 

^4 

q' 

"3 

K 

^3 

c< 

T 

«4 

K 

Ci 

d. 

t 

P' 

q' 

r' 

{ 

0 

=0, 


(«). 
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ossia 

A,p'«-h.B//«-h.C3r"^-+-D,r-f.2A,/>Vy'-h.2A3p'r' 
-i-2A,pY-H2B3jVH.2B,y7'-i-2C,rY=i0. 

Avvertiremo  fra  breve  un  altro  caso  di  corrispondenza 
involutoria. 

3.^  Rimettendo  il  determinante  di  correlazione  cioè  A 
nella  sua  generalità  giova  notare  come  due  spazii  correla- 
tivi Oxyz,  OVt/V  ammettano  jc*  punti  disposti  a  superfi- 
cie quadiica  (di  2.°  ordine)  giacenti  rispettivamente  sopra 
i  piani  corrispondenti,  e  ac*  piani  inviluppanti  una  qua- 
drica  (di  2.*  classe)  e  passanti  rispettivamente  per  i  punti 
corrispondenti.  Invero  se  si  cerca  un  punto  {x,y,z,u)  che 
giaccia  nel  piano  corrispondente  {p\q\r\t')  bisogna  stabi- 
lire la  condizione  xp' -^yq  -^-zr' -^uc'iziO,  e  poi  eliminare 
p\9'y^^  tra  questa  equazione  e  le  (H'O,  •  cioè  scrivere 


A, 


B,    B3 


A4      X 


B. 


Ci     Cj    C3     C^ 
0.     I).     D, 


X 


y 


u      0 


=0 


(A). 


ossia 


-+-(63-H(?x)i/2-+-(6^-Hrf2)2/w-h-(c4-h-d3)2;M=0, 

equazione  di  una  quadrica  (superficie  di  2.^  ordine).  Se  si 
cerca  un  punto  {x\y\z\u')  che  giaccia  sopra  il  piano  cor- 
rispondente (Piq,r,t)  bisogna  porre  1'  equazione 

x'p-hy'q-^z'r-^u'tzzO, 

e  poi  eliminare  p,q,r^t  tra  essa  e  le  (II,),  e  cioè  scrivere 
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A,  B,  0,  D,  U-' 

A,  B,  0,  D,  y 

A3  B,  C3  D3  i' 

A,  B,  C,  D,  u 

x'  ij  z'  lì  0 


=0. 


0  si  ripruiiuce  la  supertìcie  quadrica  [k),  la  quale  perciò 
può  dirsi  il  luogo  di  qualunque  punto  che  giaccia  contem- 
[)oraneamento  sui  due  piani  che  g'i  coi-rispondono  nei  due 
spazii  correlativi  Oxyi,  O'x'y'z'.  Se  poi  si  corca  un  piano 
(p',g',r'/)  che  passi  pel  punto  corrispondente  (x.y,s,u)  bi- 
sogna porro  p'x-t-q'y-t-r's-*-fuz=0,  e  poi  eliminare  x,y,i.u 
tra  questa  equazione  e  le  (II,),  cioè  scrivere 


a,    *,     e, 

d,     p' 

«t      ft,       Ct 

d,     q' 

«,    *»     (^'i 

d,      r 

a,     *4     Ci 

d,      f 

P'      9'      r' 

f       0 

G/*-*-\ì,0-^ 

(A,-».B,)j 

=0 


co. 


ossia 

otiuazione  di  una  quadrica  considerata  come  inviluppo  di 
piani,  cioè  come  superficie  di  2."  classe.  Se  si  cerca  uà 
piano  (p^q,i\i)  che  passi  pd  punto  corrispondente  (^v\y\z\u) 
devesi  stabilii'e  la  condizion-^  pv  -^-qy  -i-rz  -^txizztì,  e  poi 
eliminare  x\  y\  z\  vi  tra  questa  equazione  e  le  (II,),  e 
cioè  scrivere 


=0, 


«l 

a, 

«3 

«4 

P 

K 

*. 

\ 
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e  si  riproduce  la  superficie  (A),  la  quale  può  dirsi  V  invi- 
luppo di  piani  tali  che  ciascuno  di  essi  contenga  i  due 
punti  che  gli  corrispondono  nei  due  spazii  correlativi  Oxi/z, 
O'x'yz. 

Se  il  determinante  A  di  correlazione  fosse  simmetrico 
la  (/:)  coinciderebbe  colla  (m)  e  la  (h)  colla  (n);  e  quindi 
le  (A),  (A)  rappresenterebbero  una  stessa  superficie  quadrica 
una  però  come  luogo  di  punti,  V  altra  come  inviluppo  di 
piani.  Ogni  punto  della  superficie  sarebbe  polo  giacente  sul 
proprio  piano  polare,  ma  di  ciò  più  oltre. 

4.^  Sistemila  nullo.  Le  due  ripetute  equazioni  (A),  (h) 
divengono  0=0  (C.  A.  R.  §  VII  n.»  8,  9,  10)  nel  caso 
che  sia  gobbo-siipmetrico  il  determinante  A  di  correlazione 
(che  in  generale  non  è  nullo),  cioè  sia 

a,=ft2i=:c3=rd^=0, 

6i= — aj,  Cii=— «3,  d,=— a^,  (?,=— 63,  de=— 64  ^k^-^^^i'^ 

e  quindi  qualunque  punto  giace  sul  piano  corrispondente, 
e  qualunque  piano  passa  per  il  punto  corrispondente;  ai 
punti  di  una  retta  corrispondono  rispettivamente  i  piani 
che  passano  per  essi  e  formano  fasci)  attorno  la  retta  cor- 
rispondente e  inversamente  ai  punti  di  questa  quei  piani 
che  passano  per  essi  e  formano  fascio  attorno  quella. 

La  corrispondenza  fra  i  due  spazii  è  involutoria  come  nel 
caso  di  A  simmetrico.  Invero  se  un  punto  (x,\j,z,u)  si  suppone 
appartenere  allo  spazio  Oj'ìjz,  il  piano  che  gli  corrisponde 

nello  spazio  0'x\jz  ha  per  coordinate  equazioni  (  II,  ) 
pag.    443  ] 

Xq':=z  a^x — b^z — b^u 
Xr'=  ci.^JO'^b^y — c^u 
\i!  zz     a^x-^b^y-^-c^  z 


(^). 


e  se  si  suppone  il  punto  (x,y,z,u)  invece  appartenere    allo 
spazio  OVi/V  il  piano  che  gli  corrisponde  nell'  altro  spazio 

29 
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ha  per  coordinate       equazioni   (II3)    pag.    445   nelle  quali 
si  taccia  x'z^x,  y'^-y,  i'=2,  w'=:w 


v^=: — a^x — b^y — c^z     ' 


(^'). 


p        q        r 
Ora    i    rapporti      -7-,    -.- ,     .r     risultano     rispettiva- 

Z  V  v 

j)        q        r 

mente  eguali  ai   rapporti    ~;r  1  ~7  '  '    dunque  in  am- 

t         z        t 

bo  i  casi  il  punto  {x,y,z,u)  ha  per  corrispondente  lo  stesso 
piano.  Similmente  un  piano  etc.  Il  sistema  dei  due  spazii 
dicesi  sistema  nullo  (Mòbius,  Chasles,  Pinker,  Reye,  etc). 
Come  più  sopra  (1.'')  è  stato  accennato  due  rette  si  ri- 
tengono corrispondenti  se  i  punti  di  una  abbiano  per  cor- 
rispondenti i  piani  sostenuti  dall'  altra  (cioè  che  formano 
fascio  attorno  ad  essa),  e  quindi  nel  caso  del  sistema  nxiUo 
è  a  dire  che  i  punti  di  una  retta  giacciono  rispettivamente 
sui  piani  che  formano  fascio  attorno  la  corrispondente,  e 
che  pertanto  due  rette  corrispondenti  0  sono  fra  loro 
disgiunte  cioè  non  hanno  alcun  punto  comune  oppure  co- 
incidono in  una  cioè  sono  rette  doppie.  Appunto  è  retta 
doppia  qualunque  retta  che  contenendo  un  dato  punto 
giaccia  contemporaneamente  sul  piano  corrispondente  al 
punto  oppure  giacendo  in  un  dato  piano  contemporanea- 
mente passi  pel  punto  corrispondente  al  piano.  Cosi  le  rette 
doppie  sono  disposte  a  fasci  tali  che  ciascuno  ha  per  cen- 
tro il  punto  corrispondente  al  piano  sostegno  del  fascio. 

La  riunione  di  un  punto  (x\y\z\u')  e  di  un  piano  {p\q'y,t') 
è  (§  V,  11,  1,^)  espressa  dalla  ipy-Hj/Y-h-iV-HMTziO,  e  per- 
ciò ad  un  punto  (x\y\7^,u')  corrisponde  (t))  un  piano  rap- 
presentato dall'  equazione 
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i 

La  retta  congiungente  i  punti  {x\y\z\u'),  {x,y,z,u)  (retta 

I         giacente  sul  detto  piano  e  che  corrisponde  a  se  stessa)   ha 

(§  V.  n.**    16    1.^)    per    coordinate    radiali    xy — xyzzp^,^, 

yz^—y'z=p^,^,  zx--z'x=p^,^,  xu'-x'u=p^.;,  yu^—yu=p^,^, 

zu! — /wzipj,^,  e  quindi  noi  sistema  nullo  la  serie  speciale 

delle  rette  doppie     complesso  di  1.°  grado  (§  V,  n.®  16,  2.**) 
è  rappresentabile  in  coordinate  radiali  coli*  equazione 

oppure  (rammentato  che  — «3=c,) 

*3pl»3-*-^lP3»l-»-«2Pr«"^^4Pli4-^^4Pf»4-*-^4Ps»4=0, 

e  in  coordinate  assiali 

Pq—p'Q=^vz^     qr'—q'rzza^,^,     rp'—r*p=a^,^, 

coir  equazione 

Vr4-*-^iatM-*-«t«3»4"*-<*4'5'ii3-*-*4«3'i-*-^4ant=0- 

Quest*  ultima  equazione    pur   si    otterrà    col    sostituire 
nella  x'p' -^y*q' -^z'r' -^v!i-=z0  alle  ed,  y\  /,  v!  i  valori 

vV= — c^q-^b^r — bji, 

>Ì7Ì:=z^b^p-^ajq—aJt, 
yJu'-zz    b^p — a^q-^-a^r 
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che  deduconsi  dalle  (tj')     rimessi  gli  accenti  alle  x,  y,  z,  u 

e  posto      =:v'     ,  e  infine  col  porre  c',  in- 
vece di   —a,.  Si  rammenti  che  si  ha  identicamente 


Pi'3plM-^-P3nP«M-^-Pp2?3N— ^' 

ed  inoltre 

P213 

Ps^l            Pp?            Pp4            P«'4            P3M 

«IM 

«2-4          «3*4           ^?»3           ^3'J           ^Vi 

Tenendo  nelT  equazione  del  complesso  in  coordinate 
radiali  costanti  le  x\  y\  z\  ii  e  variabili  le  a?,  y,  z,  w,  il 
punto  (x.y.z.ic)  genera  il  piano  corrispondente  del  punto 
{x\y\z\ii)  e  tenendo  invece  costanti  le  a?,  j/,  z,  u  e  variabili 
le  x\  y\  z\  u\  il  punto  {x\y\z\u)  genera  il  piano  corri- 
spondente del  punto  {x,y,z,u,)  Similmente  tenendo  nelT  equa- 
zione del  complesso  in  coordinate  assiali  costanti  le  p\  q\ 
r\  t'  e  variabili  le  p,  q,  r,  (,  il  piano  {p.q,r,i)  inviluppa 
il  punto  corrispondente  al  piano  {p\q\r/),  e  tenendo  in- 
vece costanti  p,  q,  r,  t  e  variabili  p\  q\  r\  t'  il  piano 
(p'q'y.f)  inviluppa  il  punto  corrispondente  al  piano  (p,(/,r,i). 

Qualunque  retta  R  non  appartenente  al  complesso  non 
può  (come  ancora  sopra  è  stato  detto)  avere  punto  comune 
colla  propria  corrispondente  R',  e  qualunque  retta  M  che 
si  appoggi  tanto  alla  R  che  alla  R'  appartiene  al  complesso, 
cioè  è  corrispondente  di  se  stessa.  Se  contemporaneamente 
la  M  si  appoggia  anche  ad  una  retta  H  (che  non  sia  retta 
doppia,  e  non  incontri  ne  la  R  ne  la  R')  dovrà  pure  in- 
contrare la  retta  H'  corrispondente  di  H.  Cosi  la  M  potrà 
esser  riguardata  retta  comune  ai  quattro  piani  RM,  R'M, 
HM,  H'M  rispettivamente  appartenenti  a  quattro  fasci  di 
assi  R,  R',  H,  H'  (fasci  a  due  a  due  projettivi),  ed  avrà 
(§  VII,  n.*  8,  3.^,  e)  suo  luogo  sopra  una  superficie  ^  di 
2.^  ordine.  Qualunque  retta  che  incontra  tre  generatrici  M 
della  superficie  j*  incontra  pure  qualunque  altra  genera- 
trice M,  e  pertanto  la  ^  ammette  un'infinità  di    linee   di- 
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rettricì  (cioè  rette  fisse)  cui  si  appoggia  continuamente  la 
generatrice  e  sono  sufficienti  tre  dì  queste  direttrici  (di 
cui  nessuna  trovasi  in  uno  stesso  piano  ne  coli*  una  ne  col- 
r  altra  delle  altre  due)  a  determinare  la  ^.  Le  direttrici  a 
lor  volta  possono  essere  considerate  come  generatrici,  e  le 
generatrici  come  direttrici,  vogliamo  dire  cioè  che  la  '| 
può  esser  generata  da  una  retta  che  s'  appoggi  continua- 
mente a  tre  rette  M  ritenute  fisse.  Si  può  dire  che  la  ^ 
ammette  due  sistemi  di  generatrici  rettilinee,  e  che  qua- 
lunque punto  della  ^  è  punto  comune  ad  una  generatrice 
di  un  sistema  e  ad  una  dell*  altro.  Due  generatrici  dello 
stesso  sistema  non  s'  incontrano.  La  ^  oltrecchè  luogo  delle 
intersezioni  dei  piani  corrispondenti  di  due  fasci  projettivi, 
ottenuti  col  pi-ojettare  da  due  direttrici  fisse  qualunque  una 
generatrice  mobile,  può  dirsi  (§  VII,  n.^  8,  3.°,  d)  luogo 
delle  rette  congiungenti  i  punti  corrispondenti  di  due  pun- 
teggiate projettive  non  site  nello  stesso  piano  ottenute  col 
secare  due  direttrici  fisse  con  una  generatrice  mobile.  Si 
può  stabilire  V  equazione  della  ^  nella  forma  data  (  §  IV, 
n.''  8,  2.'',  pag.  225,  in  principio). 

Nel  sistema  nullo  qualunque  punto  v  è  centro  di  una 
stella,  della  quale  i  raggi  giacenti  nel  piano  t  corrispon- 
dente del  punto  v  sono  rette  corrispondenti  a  se  stesse 
(cioè  che  appartengono  al  complesso  sopra  indicato)  e  qua- 
lunque altro  raggio  R  è  retta  corrispondente  di  una  retta 
R'  sita  in  t.  La  retta  R'  è  asse,  del  fascio  di  piani  corri- 
spondenti ai  punti  della  R.  Pertanto  se  J  è  supposto  il  punto 
corrispondente  al  piano  air  infinito,  attorno  ad  esso  J  (punto 
air  infinito)  formano  fascio  le  rette  del  complesso  giacenti 
nel  piano  all'  infinito.  Tutte  poi  le  rette  Dj ,  Dj ,  D3  ,  .  . 
al  finito  che  hanno  comune  all'  infinito  il  punto  J  (rette 
parallele)  corrispondono  rispettivamente  a  rette  D\  ,  D'^ , 
D'3  .  .  .  .  poste  nel  piano  ali*  infinito,  ma  indipendenti  da  J; 
e  qualunque  retta  Dn  è  asse  del  fascio  di  piani  (piani  pa- 
ralleli fra  loro)  corrispondenti  rispettivamente  ai  punti 
della  Dn .  Le  Di ,  D, ,  D3 ,  .  .  ,  Dn ,  .  .  .  diconsi  diametri 
del  ripetuto  complesso  e  fra  essi  è  da  considerarsi  ^nm?i- 
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pale  quello  che  riesce  normale  ai  piani  (piani  principali) 
corrispondenti  ai  punti  del  medesimo.  Il  diametro  princi- 
pale è  pur  detto  asse  del  complesso  poiché  qualunque  mo- 
vimento o  di  rotazione  attorno  tal  diametro  o  di  trasla- 
zione nel  senso  del  medesimo  porta  il  complesso  a  coin- 
cidere con  se  stesso,  e  cioè  ogni  retta  del  complesso  al 
posto  di  un'  altra,  etc. 
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§ix. 

Trasformazione  delle  coordinate  —  Passaggio  da  projeltive  a  pro- 
iettive da  triangolari  a  triangolari,  etc.  —  Passaggio  da  Cartesiane  a 
Cartesiane  nello  spazio  punteggiato  a  due  e  tre  dimensioni  —  Me- 
todo d*  Eulero  —  Coordinate  polari  —  Passaggio  da  Garlesiane  a 
polari. 

1.  1.°  La  corrispondenza  tra  un  elemento  di  una  forma 
geometrica  (§  1,  n.^  1,  2.^  e  seguenti)  e  la  coordinata,  o 
gruppo  di  coordinate  occorrenti  a  determinarlo  è  univoca 
qualunque  siano  gii  elementi  di  riferimento  o  fondamentali 
che  dir  vogliasi,  e  quindi  sarà  pur  tale  la  corrispondenza 
tra  le  coordinate  di  un*  elemento  prese  rispetto  ad  un  si- 
stema di  elementi  fondamentali,  e  quelle  dello  stesso  ele- 
mento prese  rispetto  ad  altro  sistema.  Pertanto  le  equa- 
zioni per  la  trasformazione  delle  coordinate  (cambiamento 
degli  elementi  di  riferimento)  saranno  della  forma  di  quelle 
esposte  (§  Vili,  n/*  I)  relativamente  alla  collineazione,  ri- 
tenute però  in  esse  le  ir,  i/,  ...  .  coordinate  in  un  siste- 
ma, e  x\  j/',  .  .  .  .  coordinate  in  un  altro  di  uno  stesso 
elemento.  r 

In  generale  si  può  dire  che  una  sostituzione  lineare 
significa  0  una  trasformazione  projettiva,  o  una  trasforma- 
zione «li  coordinate. 

2.®  Siano  rr,  y»  o:\  y\  coordinate  projettive  ouìogenee 
(§  VI,  n.^  3,  1.°)  di  uno  stesso  elemento  mobile  di  una 
forma  di  prima  specie.  Si  potrà  scrivere 


Digitized  by  VjOOQ  IC 


—  456 


e  inversamente 


a,    b, 


«2    ài 


xzzb^x-'b^y, 


a,     &. 


j/rz: — a^x  -t-a,!/ . 


3.^  Siano  x,y,z,  x\y\z'  coordinate  projettive  omogenee 
(§  VI,  n.°  3,  2.°)  di  uno  stesso  punto  M  sopra  di  un  piano 
riferito  a  due  sistemi  diversi.  Si  tenga  presente  che  cia- 
scun .sistema  di  riferimento  consta  di  tre  punti  disposti  a 
triangolo  e  di  un  punto  unità  sito  fuor  di  ciascun  lato  del 
triangolo. 

Se  i  lati  del  triangolo  del  2/^  sistema  riferito  al  primo 
sistema  sono  rappresentati  dalle  equazioni  a^x-^b^y-^c^zzzO, 
a^x-^b^y-^c^zz^O,  a^x-^-b^y-^-c^zziiO,  le  coordinate  x\  y\ 
z  di  M  saranno  esprimibili  per  mezzo  di  quelle  rr,  y,  z  di 
M  medesimo  nella  forma 

zzza^X'i'b^y'^c^z 

ritenuto  che  a^ ,  b^  ,  c^  abbiano  assunto  un  fattor  comune, 
e  cosi  «2 ,  6j ,  ^2 ,  e  così  a^ ,  b^ ,  Cg  (*)  tale  che  risulti 
x'^zy'zizz'  quando  M  venga  a  coincidere  col  punto  unità 
del  2.®  sistema.  Dalle  poste  equazioni  deducesi 

&y=B,x'^B,y'^B,z\ 
^z=C^x-^G\y'^G^z\ 


(')  È  lecito  moltiplicare  le  tre  coordinate  omogenee  di  un  ele- 
mento di  piano  per  uno  stesso  fattore  poiché  ciò  non  porta  altera- 
zione al  rapporto  di  due  qualunque  delle  tre.  Se  Oj ,  bi^  c^  sono  co- 
ordinate omogenee  di  un  lato  del  triangolo  del  2.®  sistema  pur  lo 
sono  pdi  ,  pb^  ,  pc^  ,  etc. 
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a. 

^ 
b. 

«1 

,      A.= 

63 

Ci 

«3 

K 

^3 

C3 

etc. 


Come  (<2p&i,Cj),  (aj,&2-^2)»  (<^3»^3»^3Ì  sono  le  coordinate 
dai  Iati  del  triangolo  fondamentale  nel  2.^  sistema  rispetto 
al  1/,  cosi  (Ai^AjiAg),  (31,88,83),  (01,0^,03)  sono  le  coordi- 
nate dei  lati  del  triangolo  fondamentale  nel  1.^  sistema 
rispetto  al  2/. 

Dette  poi  jp,j,r,  p\q'y  le  coordinate  di  una  stessa  retta 
rispetto  ai  due  sistemi  di  riferimento  si  ha  per  equazione 
di  tal  retta  px-^qy-^-rzzuO  rispetto  al  1.*^  sistema,  e 

'■[(Mi*9Bi-HrC,)a?'-H(pA8-Hg8,-^rC,)y'-H(pA3  •^qB,^rC,)z^  =0 

rispetto  al  secondo,  e  quindi  le  equazioni 
òy  z=  AjP  4-Bjg'-»-Cir, 
5^j'=:A^-h-Bjg'-#-C2r, 

valgono  per  la  trasformazione  delle  coordinate  della  retta 
poiché  da  esse  deducesi 


=-^(«^i^^'-^-^«^?'-^-^3^0i      etc, 


p' 

B. 

c. 

* 

q' 

B, 

c. 

r' 

B3 

C3 

A, 

B. 

c. 

A. 

B. 

c. 

A3 

B3 

C3 

ossia 


p=a^p  -^a^q  -f-agr , 
q=b,p''h-b^q''^b/. 
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Come  (ApBpCj),  (Aj^Bj^CJ,  (AgjBaiCa)  sono  le  coor- 
dinate dei  vertici  del  triangolo  fondamentale  nel  2.*  sistema 
rispetto  al  1.^  cosi  {a^.a^.a^),  {b^yb^.h^),  (CpC^c,)  sono 
quelle  dei  vertici  del  triangolo  fondamentale  nel  1.®  sistema 
rispetto  al  2.° 

4.°  Siano  x,y,z,u,  x\y,z\u'  coordinate  projettive  omo- 
genee {§  VI,  n.*  3,  4.°)  di  uno  stesso  punto  M  dello  spazio 
riferito  a  due  sistemi  diversi. 

Si  tenga  presente  che  ciascun  sistema  di  riferimento 
consta  di  quattro  punti  vertici  di  un  tetraedro,  e  di  un 
punto  unità  posto  fuori  di  ciascun  piano  del  tetraedro. 

Se  i  piani  del  tetraedro  del  2.*  sistema  sono  rappresen- 
tati dalle  equazioni  a^x-^b^yH-c^z-^d^uzzO,  etc,  le  coor- 
dinate x\  y\  z\  u'  di  M  saranno  esprimibili  per  mezzo  di 
quelle  x,  y,  2,  u  di  M  medesimo  nella  forma 

x'zzLa^x-^'b^y'^c^Z'^d^u, 
y'zza^x-^b^y-^c^z-^d^u, 
z'zza^x-^b^y-^c^z-^d^u, 
u'zza^x-^b^y-^c^z-^d^u, 

ritenuto  che  a^,  ftp  Cp  dy  abbiano  un  fattor  comune  e  cosi 
^t^  &2f  ^i»  ^2»  etc.  tale  che  risulti  x'zzyzzz'zzu  quando  M 
venga  a  coincidere  col  punto  unità  del  2.°  sistema.  Deducasi 

Air?ziA,a?'-«-Ajt/'-»-A32'-»-A^w', 
Aj/i=Bia?'-4-Bjj/'-4-B32'-4-B4w', 

AM=Dia7'-4-D,i/'-4.D32'-f-DX. 


(- 


a^  by  Cy  dj 


Ai= 


bt  Ci  d. 


etc. 


(ap&pCp^j),  etc.  sono  lo  coordinato  dei  piani  del  tetraedro 
fondamentale  nel  2.°  sistema  rispetto  al  primo,  (ApAj,A3,AJ, 
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eie,  sono  le  coordinate  dei  piani  del  tetraedro  fondamen- 
tale nel  I.^  sistema  rispetto  al  2.° 

Per  le  coordinate  p,q,y\t,  p\q\r\t'  di  uno  stesso  piano 
rispetto  ai  due  sistemi  si  ha 

Ajp'z=A,p-i-Bjg'-4-Cir-4-Di/, 

Ar'  =A3p-^-B3y-^-C3r-^-D8^ 

A^  =A^^-B4g-^-C4r-^-D^ 
e  poscia 

p  zua^p'-^-a^q'-^ay-^a/, 

qu=b,p''^\q'  -^b^r'-^b/, 

(Ap  Bj,  Cp  Dj),  etc.  sono  le  coordinate  dei  vertici  del  te- 
traedro fondamentale  nel  2.^  sistema  rispetto  al  1.^,  e 
(flj,  fl,,  a,,  a^),  etc.  sono  quelle  dei  vertici  del  tetraedro 
fondamentale  nel  1.®  sistema  rispetto  al  2.° 

5.®  Nelle  equazioni  precedenti  (3.°)  si  può  ritenere  le 
u?,  y,  5,  iv\  y\  z'  cordinate  triangolari  puramente  e  sem- 
plicemente e  così  le  p,  q,  r,  p\  q\  r\  oppure  si  può  rite- 
nere le  Xy  j/,  z  triangolari  e  le  x\  y\  z'  cartesiane,  etc, 
oppure  anco  le  une  e  le  altre  cartesiane,  etc. 

Il  grado  di  un'equazione  algebrica  f(x,  j/,  .  .  .  .)=0 

dove  X,  y, coordinate  è  affatto  indipendente  dalla 

natura  di  esse  coordinate,  e  dalla  posizione  degli  elementi 
fondamentali  e  cioè  il  grado  di  un'  equazione  non  si  altera 
nella  trasformazione  delle  coordinate.  Tuttavia  (se  non  il 
grado)  il  numero  dei  termini  di  un'  equazione  essendo  di- 
pendente dalla  posizione  degli  elementi  di  riferimento,  gio- 
verà questi  collocare  in  modo  che  V  equazione  abbia  a  pre- 
sentarsi col  minor  numero  possibile  di  termini  e  nella  forma 
meglio  adatta  ai  procedimenti  di  una  discussione.  Pertanto 
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qualora  vengano  proposte  in  esame  equazioni  che  non  veg- 
gansi  nelle  condizioni  le  più  convenienti  ad  un  fine  da 
raggiungere  potrà  tornare  utile  una  trasformazione  di  co- 
ordinate. 

Daremo  prova  di  ciò  più  avanti  nel  discutere  appunto 
col  metodo  della  trasformazione  delle  coordinate  le  equa- 
zioni algebriche  di  2!"  grado  rispetto  a  coordinate  puntali 
cartesiane,  e  intanto  faremo  j*assegna  delle  varie  trasforma- 
zioni d(  He  cartesiane  in  cartesiane  che  possono  aver  luogo 
sia  nello  spazio  a  due  che  a  tre  dimensioni,  esprimendo 
trigonometricamente  i  coefficienti  delle  equazioni  di  tra- 
sformazione. 

1.°  Coordinate  cartesiane  in  piano,  cioè  spazio  a  duo 
dimensioni. 

a)  Passaggio  da  assi  Ox,  Oy  ad  altri  OV,  Oy  rispet- 
tivamente paralleli  ad  Ox,  Oy. 

Dicendo  a,  ^  le  coordinate  della  nuova  origine  rispetto 
ai  primi  si  avrà 

a?=a7'-f-a,     yzriy'-^^. 

b)  Passaggio  da  assi  ortogonali  Ox,  Oy  ad  assi  obbliqui 
Ox\  Oy  della  stessa  origine. 

Projettando  ortogonalmente  le  nuove  coordinate  x\  y 
di  un  punto  {x,y)  del  piano  sopra  gli  assi  primitivi  si  ha 

X'mx  cos(xoiJ)'^y  cos{c(:y\ 

y=zxcos(yx')'^ycos{yy'), 

od  anche 

x'=ix'cos{xx)'^y'cos(xy), 

yzzxsen(xx)  -i-  y'sen{xy). 

e)  Passaggio  da  assi  ortogonali  ad  assi  ortogonali  della 
stessa  origine. 

In  questo  caso  non  solo  la  a?  e  la  y  sono  rispettiva- 
mente le  somme  delle  projezioni  ortogonali  di  x'  e  y  sopra 
r  asse  Ox,  e  sopra  1*  asse  Oy,  ma  pure  la  x  e  la  y'  sono 
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lo  rispettive  somme  delle  projezioni  ortogonali    di    a;    o    y 
sopra  Ox*  e  aopra  Oy',  e  si  può  scrivere 


ed  anche 


oppure 


x-zz  xcos{xx)'^ìfcos(xy)  I 

y=  xcos(yx)-^ìjcos(yy)  \ 

x'zz  xcos{xx)'^ycos(yx')  1 

j/'=  xcos{xy)  -^ycosiyy)  ] 


xz=i    xcos(xx) — ysGn(xx) 
yzz     xsen[xx)^ycos{xx) 

x'zz  xcos{xx')'^y{sen{xx') 
y-zz — xsen(xx)  '^ycos{xx) 

Il  determinante  delle  (1)  cioè 


(1), 


(2). 


(3), 


(4). 


os{xx)    cos{xy') 
^s(:yx')     cos{ijì/) 


cos{xx')  — sen{xx') 
sen{xx)      cos(xx') 


zzcos^(xx)'^sen^[xx')zz  1 


(che  diremo  modulo  della  sostituzione  ortogonale)  vale 
quello  delle  (2). 

Se  si  scambia  il  senso  positivo  col  negativo  nel  nuovo 
asse  Ox'  oppure  nel  nuovo  Oy\  allora  cambia  dì  segno  il 
determinante  delle  (1)  e  diviene  —1.  Se  lo  scambio  si  fa 
in  tutte  e  due  gli  assi,  il  determinante  non  muta  segno. 

Sta  bene  inoltre  avvertire  che  in  questo  caso  della  tra- 
sformazione 0  sostituzione  ortogonale  che  dir  si  voglia  si  ha 

considerando  i  due  triangoli  rettangoli  che  hanno  per  co- 
mune ipotenusa  la  distanza  dei  punto  (x,y)  all'  orìgine  e 
per  cateti  uno  a?  e  j/  e  T  altro  x'  e  j/'. 
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Quadrando  le  (1)  e  sommando,  e  lo  stesso  operando  colle 
{2)  si  riconosce 

cos^{xx')-¥'COS%yx)zz  1 ,     eos^{xy')'^cos^yy)zil, 

cos{xx)cos{xy')'^cos{yx)cos{yy)=0, 

cos\xx)  '^cos^{xy)=:  1 ,     iiOS^(yx)  •^cos^{yy)-=z  1 , 

cos{xx)cos{yx')'¥'Cos(xy)cos(yy)-=iQ, 

d)  Passaggio  da  assi  Ox,  Oy  obbliqui  ad  altri  Ox\  Oy 
pure  obbliqui  e  della  stessa  origine. 

Si  projettino  ortogonalmente  sopra  una  retta  OH  per- 
pendicolare ad  Oy  e  sopra  una  retta  OK  perpendicolare 
ad  Ox  le  coordinate  x,  y  e  x\  i/  di  uno  stesso  punto  M. 
Si  avrà 

xcos(Ex)i=:xcos{Ex)  n-t/'co^fHy), 

ycos(Ky)zzx'cos(Kx)'Hycos{Ky), 

oppure 

xsen{xy)'=.x  sen{yx')  •^y'sen(yy), 

ysen{xy)z=.xsen{xx)'^'y'sen{xy)^ 
Il  modulo  della  sostituzione  sarà 


cos(}ix)      cosijiiy)     ! 
cos{Ex)       cos{l\x) 

cos(Kaj!)      cos{Ky) 
cos^y)       cosi^y) 

sen{lYK)sen{xy)       sen{xy) 
"  sen{EK)sen[xy)        sen{xy) 


cos{)lx)      cos()ly) 
cos{K.x)      cos(Ky) 


cos(Ex)       cos{Kx) 
cos{¥Ly)       cos{Ky) 


(§  II,  n.«  23,  3.*). 


Detto  |i  tal  modulo,  si  avrà  sen(xy)z=.\ise'n(xy). 
Sarà  pure 

x'^'¥'y^'^2^ycos[o()y)zzx^'^y^'^ZxxJcos(x'y), 
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e)  Passaggio  da  assi  obbliqui  ad  altri  obbliqui  di  diversa 
origine.  Se  la  nuova  origine  ha  le  coordinate  a,  ^  rispetto 
agli  assi  primitivi  si  avrà 

xsen{yx')'^ysen  (yy) 
sen{xy) 

xsen{xx)-^ysen(xy) 
^""  sen(xy) 

formule  comprensive  delle  precedenti. 

2.°  Coordinate  cartesiane  nello  spazio  a  tre  dimensioni. 

a)  Passaggio  da  assi  Ox,  Oy,  Oz  ad  altri  OV,  Oy, 
O'z*  rispettivamente  paralleli  ad  Oa?,  Oy,  Oz, 

Dicendo  a,  p,  y  le  coordinate  della  nuova  origine  0'  ri- 
spetto ai  primi  assi,  x,  y,  z  le  primitive  coordinate  di  un 
punto  dello  spazio,  x\  y\  z'  le  nuove  dello  stesso  punto 
si  avrà 

xzzx-^a,     yzzy-^^,    z-zzz'-^^, 

b)  Passaggio  da  assi  ortogonali  ad  assi  obbliqui  della 
stessa  origine. 

Projettando  un  punto  M{x,y^z)  sui  tre  assi  primitivi 
mediante  tre  piani  rispettivamente  paralleli  ai  tre  coordi- 
nati si  ottengono  non  solo  le  tre  coordinate  primitive  del 
punto,  ma  pur  anco  le  somme  delle  projezioni  ortogonali 
delle  nuove  coordinate  jj'zzOQ,  y  =QP,  z=:PM.  Così 
se  K  ò  il  punto  in  cui  il  pian()  condotto  per  M  parallelo 
al  piano  Ozy  incontra  Ox,  considerando  il  poligono  storto 
OQPMK,  si  avrà  (§  I,  n.«  22) 

x=:xcos(xx)  '^ycos(x]/)  -i-  z'cos(xz'). 
Similmente     y'=zxcos(yx)-^ycos(yy)  ■^zcos{yz),  [    (T) 
z:=zxcos(zx)  '^ycos(zy')  '^zcos{zz)^ 

e  sotto  le  condizioni  (§  II,  n.^  12,  3.^) 
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cos\x\v]'^cos^(yx)'^cos^zx)=.  1 , 
cos^(pGy')-^cos^(yy]  -^cos^zy)  =1, 
cos'(xz)'^cos%yz')  '^cos^{zz')  zzi. 

Cosi  delle  nove  costanti  delle  (T)  sei  sole  sono  arbitrarie. 

e)  Passaggio  da  assi  ortogonali  nd  assi  ortogonali  della 
stessa  origine. 

In  questo  caso  non  solo  la  a?,  la  y  e  la  jz;  sono  rispet- 
tivamente le  somme  delle  projezioni  ortogonali  sopra  Tasse 
()j7,  sopra  r  asse  Oj/,  sopra  V  asse  Oz,  ma  pure  le  a?',  y\  z 
sono  le  rispettive  somme  delle  projezioni  ortogonali  di  j\ 
y,  z   sopra    Ox\  Oy\  Oz\  e  si  può  scrivere 


coz=:x'cos(xx')'^ycos{xy)'^^cos{xz')y 
yzzxcos{yx')  -^ycosiyì/)  ~^z'cos{y:i^), 
zzzxcos{zx)  '^ycos{zy)  '^7Ìcos{zz*)    ] 


(H), 


ed  anche 


x:=zxcos{xx)'^ycos(yx)-^zcos(zx)s 
y=xcos(xy)  -^ycosiyy)  -^zcos(zy), 
z'zzxcos(xz')  •^ycos{yz)  '^zcos(zz). 


(H') 


(E) 


e  sotto  le  condizioni  (§  I,  n.^  12,   3.*")       si  tengano  in  vi- 
sta le  (H)  1 

cos\xx)-^cos'^(yx)  '¥'COS'[zx'):=i  1 , 

cos\xy')-^cos^{yy)  '^cos\zy')'=i\ , 

cos\xz)-k-cos\yz')  -^cos^zz')  =1, 

Gos(x'y')zzcos{xx)cos[xy']'^cos[yx)cos{yy)'^cos(zx')cos(zy)z:z^^ 

cos{x'z^)=cos{xx)cos{xz')'^cos(yx')cos{yz')'^cos{zx')cos(zz)=0, 

cos(yz')-=zcos(xy)cos(xz)-^cos(yy)cos(yz)  '^cos{zy)cos(zz)  =0, 

oppure  sotto  le  condizioni       si  tengano  in  vista  le  (H') 
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cos\yx)'^cos\yy)  -^cos^y^ii)  =1, 
cos'^{zx)-^cos\zy')  h-6'05*(;j/)  =1, 

cos(xy)z=:cos{xx)cos(yx*)'^cos{xy)cos(yy)'^'cos(xz')óo${^^ 
cos{xz)zzcos{xx)cos[xx)  •^cos(Qoy)cos{zy')-¥<os(xi')cos{zz')  =0. 
cos{yz)'=zcos(yx)cos{zx)  '^cos{yy)cos{zy')'-^cos(yz')cos{zz')  =0, 

il  cui  complesso  equivale  a  quello  delle  (E). 

Delle  nove  costanti  delle  (H)  o  delle  (B')  tre  sole  sono 
arbitrarie. 

Il  determinante  delle  (H),  cioè 


A= 


cos(xx')  cos{xy')  C0S{X7Ì) 
cos{yx)  cos(yy)  cos{yz!) 
cos{zx')     cosizy')    cos(z^) 


(che  diremo  modulo  della  sostituzione  ortogonale)  vale 
quello  delle  (H^),  poiché  le  orrizzontali  dell'  uno  sono  ri- 
spettivamente eguali  alle  verticali  dell'altro. 

Quadrando  il  determinante  per  prodotti  di  verticali  o  di 
orrizzontali  (C.  A.  R.  §  VI»  n.®  7)  e  tenendo  presenti  le 
(E)  «  le  (È')  si  ha  per  risultato 


A«= 


1 

0     0 

0 

1     0 

0 

0     1 

=1, 


ed  argomentasi  A=lhl-  Cambiando  segno  agli  elementi  di 
una  linea  orrìzzontale  o  verticale  di  d,  A  muta  segno  senza 
che  perciò  vengano  alterate  le  condizioni  cui  sono  soggetti 
gli  elementi  di  A.  Cambiando  il  segno  agli  elementi  di  due 
linee,  A  non  muta  segno,  e  rimangono  ancora  inalterate 
le  s^i  condizionit 

30 
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Si  ha  a?*-»-!/*-*-^;*^:^?'*-»-!/*-»-/'  dal  considerare  i  due 
parallelepipedi  rettangoli  xyz  e  x'yz\  i  quali  hanno  la  dia- 
gonale comune. 

Quadrando  adunque  e  sommando  le  (H)  rìproduconsi  le 
(E),  e  quadrando  e  sommando  le  (E!)  cioè  ponendo 

a7'*-*-y'*-i-^'*=:a7*       cos%xx)'^cos*{xyì'¥'COs*{xz')      -h , 

ed  eguagliando  a  uno  i  coefficienti  di  x*,  di  y\  di  ;s*,  e  a 
zero  quelli  di  xy^  di  xz^  di  yz  rìproduconsi  le  (B'). 


Inoltre 

0?*  cos{xy')  cos(xz') 
ooy  cos(yy')  cos(yz') 
xz      cos{zy')     cos{zz') 

cos(xx')  xy  cos{x3^) 
cos{yx')  j/*  cos(yz') 
cos(zx')      yz      cos(zz') 

cos{xx')  coslcoy')  xz 
cos(yx*)  cos(yy')  yz 
co${zx')     cos{zy')       7? 

etc.  etc. 


0?'*  cos{xy)  cos(x'z) 
xy  cos{y'y)  cos(y'z) 
a?V     co$(z'y)      cos{z'z) 

cos{x'x)  x'y'  cos{xz) 
cos{yx)  y  *  cos(yz) 
cos(7Ìx)     y'z'     cos(zz) 

cos{xfx)  cos(x'y)  di 
cos(x/x)  cos(yy)  \jz 
cos{z'x)     cos{iy)      z'^ 


d)  Passaggio  da  assi  obbliqui  ad  assi  obbliqui  della  stessa 
origine  0. 

Le  formolo  di  trasformazione  pel  caso  presente  riescono 
abbastanza  semplici  se  si  ricorre  agli  angoli  che  tre  perpen- 
dicolari OK,  OR',  OK"  rispettivamente  ai  tre  piani  coordi- 
nati (xy),  {xz),  (yz)  formano  coi  sei  assi  cioè  coi  primitivi 
e  coi  nuovi.  Ritenuto  che  MK,  MK\  MK"  siano  tre  per- 
pendicolari calate  dal  punto  ìA{x,y,z)  rispettivamente  sopra 
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OK,  0K\  OK'',  e  projettate  ortogonalmente  sopra  OK  le 
due  poligonali  xyzyiK,  xy'z'ì/LK  di  lato  comune  MK,  e 
sopra  OK'  le  due  xyzMK\  xy'z'MK!  di  lato  comune  MK', 
e  sopra  OK"  le  due  a?j/zMK"  x'yWMK"  di  lato  comune 
MK",  veggonsi  le  seguenti  formule  di  trasformazione 

Izcos{zK)  =xcos{xK)  H-y'co^(t/'K)  -^z'coziz'K), 
yco^yK)  =xcos(xK')  -^y'cosiy'K')  -^z'cosiz'K'), 
xcos(xK")=xcos{x'K'')'^y'cos{t/K")'^z'cos{2^^^^ 

Si  ha  poi  (§  II.  n.«  16,  U) 


seni  seni  seni 

cos{zK)=—j—^,     cos(yK')=—j—:,   cos(xK")=' 


'sen{xy) 
e  (§  II.  n.«  15,  8.') 


'sen(xz) 


'sen(yz)  ' 


cos{x'K)zz 


1 


senisen(xy) 


cos(yK)= 


1 


sentsen{xy) 


cos{a^K)=: 


1 


sentsen{xy) 


1  cos{xy)  cos{xx') 

cos(xy)        1  cos(yx') 

cos(xz)  cos{yz)  cos{zx') 

1  cos{xy)  cos{xy') 

cos{xy)        1  cos(yy[) 

cos(xz)  cos(yz)  co$(z]/) 

1  cos{a}y)  cos{xz^) 

cos{xy)        1  cos{y7Ì) 

cos{xz)  cos{yz)  coz{zg^) 


eie. 


Quindi,    indicando  con  T^ ,  T, ,  T,    i   secondi    membri 
delle  (T),  ft), 
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1 


xzz 


senH 


—  1 


y— 


serial 


zzz 


senH 


cos{xy) 

1 
cos(yz) 

1 
cos(xy) 
cos{xz) 

1 

cos[xy) 
cos{xz) 


cos{vz) 

cos{yz) 

1 

cos{xz) 
cos(yz) 

1 

cos(xy) 

1 
cos(yz) 


Ti 


(PI- 


Ponendo  (a7j/)=(iP2)=(j/5)=90^,  cioè  prendendo  gli  as^i 
primitivi  ortogonali  si  riproducono  le  (T)  dette,  e  così 
x=T, ,  2/=T, ,  ;j=T3 . 

In  ogni  caso  per  far  passaggio  da  assi  dati       e  quindi 

ad  angoli  (a?i/),  (xz),  i^yz)  noti  si  hanno  disponibili  sei  ar- 
bitrarie poiché  i  nove  coseni  degli  angoli  (xx),  {xy),  etc. 
devono  soddisfare  alle  tre  condizioni 


1  CQs((vy)  cos{xz)  cos{xx') 

cos(xy)          1  cos{yz)  cos{yx') 

cos(wz)  cos[yz)          1  cos{zx') 

€0${xx)  cos(yx)  cos{zx')  1 

1  cos(xy\  cos(xz)  cos{xy') 

cos(xy)          1  cos{yz)  cos(yy) 

cos(xz)  cos{y%)          1  .'*os(zy') 

cos(qq%/)  còs{yy*)  cos(ssy)  1 


=0, 


=0. 
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1 

cos{a)y) 

cos(coz) 

Ò0${C07Ì) 

cos{ccy) 

1 

cos(yz) 

eos{yz^) 

cos{a;z) 

cos(yz) 

1 

cos{zz') 

C0S{X7^) 

cos{y:i) 

C0S(Z7l) 

1 

=0. 


Tra  gli  angoli  poi   (xy)^  {x-z'),    (yV),  {xx'),  (yx'\  etc. 
si  hanno  le  tre  equazioni, 


1  cos{xy)  cos{xz)  cos{xa/) 

cos{xy)  1  cos{yz)  cos{yaf) 

cos{xz)  cos(yz)  1  co${z:i/) 

cos{xy')  cos{yy)  cos{zy')  cos{x'y') 


=0, 


etc. 


Se  i  triedri  Oxì/z\  e  Oooyz  fossero  eguali  allora  in  que- 
ste tre  condizioni  bisognerebbe  porre  cos{x'y')=:cos{xy)^ 
cos{xz\)zzcos{xz),  cos(%/z)zzcos(yz),  e  cosi  si  avrebbero  in 
tutto  sei  condizioni,  e  quindi  solo  tre  arbitrarie  disponibili. 
Facendo  ruotare  il  triedro  Oxyz  attorno  la  retta  comune 
ai  piani  biseganti  gli  angoli  (xx),  (yy)^  {z2^)  si  perverrebbe 
a  farlo  coincidere  col  triedro  Oxy'z. 

li  Modulo  della  sostituzione  (P)  ò 


cos(dK'  )     cos(y'K')      co5(/K") 


cos{yK) 
cos{x'V^) 


cos(yK') 
cosiy'K) 


cos{yK) 
cos{z'K) 


cos(zK)        cos{iK)        cos{zK) 
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cos{a/K'')  cosiy'K!')  cos{^K") 
cos{a;'K!)  cos{y'K)  cos{z'K') 
cos{wK)     cosiy'K)     cos(z!K) 


_sen(zy^)sen(K:'K!K) 


cos{xK")  cos{yK")  cos{zK") 
cos{xK!)  cos{yK')  cos(zK!) 
cos{xK)      cos{yK)      cos{zK) 

sen(x'y'z')      seni 


sm(xyz)sen(K'Yi:^) 


$en{(vyz)        seni 

Si  tenga  presente  che  cos{yK")=cos{zK")=.  .  . .  =0,  e 
reggasi  la  formula  di  Stand  (§  II,  n."  27,  3.^). 
Oiova  avvertire  che 

oo*'^y*'^z^'^2\xycos{a^)-¥'xzcos{xz)'^yzcos(yz)    = 

a/*'^ì/*'^z'*'^2\a}'y'cos{x'y')'^x'zcos{cota^)'^t/:i^cos{y'z')    . 

e)  Passaggio  da  assi  Ox,  Oj/,  Ox  ad  altri  Ox\  Oy\  Ox' 
di  diversa  origine,  la  quale  rispetto  agli  assi  primitivi  ha 
le  coordinate  a,  ^,  y- 

Alle  formule  di  trasformazione  dei  casi  precedenti  ba- 
sterà aggiungere  rispettivamente  le  coordinate  della  nuova 
origine  cioò  a  alla  1/,  ^  alla  2.^,  y  alla  3.\ 

f)  Passaggio  da  assi  obbliqui  ad  assi  ortogonali  della 
stessa  origine. 

Si  avranno  da  aggiungere  alle  formule  (P)  le  condi- 
zioni 

cos\x'K)'^cos^  (y'K)^cos^  («'K)=l, 
cos\xVi!)^cos^  {yVi')^cos^  (/K')=l, 
cos\x'\^')^oos\t/Y^')^oos\^K")z=:l, 
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oppure  alle  (P^  le  condizioni 

COS\X0cf)  -^COS^XX/)  '^C0S^{X7Ì)=,  1 , 

cos*(zcd)'^cos\%y)  -♦-co^*(;j/)  =1. 

Si  potrà  per  questo  caso  pure  usare  le  formule  (T),  b) 
dove  sienp  tolti  gli  apici  a  quelle  a?,  y,  z  che  le  hanno  e 
dati  a  quelle  che  ne  mancano,  cioè  scritte  come  segue 

x'=ixcos{xx)  '^ycos{x'y)'^zcos(x'z), 
yzzxcosiy'x)  -¥-ycos{y^y)'^zcos{y  z), 
z'z=ixcos{s^x)  '^yco${z!y)  '^zcos{z!z), 

e  sotto  le  condizioni  precedenti  cioè 

cos*{x'x)'^cos*{yx)  -Hc?05*(/a?)=  1 ,    etc. 

Deducesi  dalle  stesse 


a?= 


x' 

cos(Qcfy) 

cos{a/z) 

V 

cosiyy) 

cos(%/z) 

z' 

cos{7fy) 

cos{z^z) 

cos{x'x) 

cos{a/y) 

cos(afz) 

cos(y'x) 

cosiyy) 

cos{i/z) 

cos{^x) 

cos(7ly) 

C0S{7ÌZ) 

etc. 


g)  Metodo  di  Eulero.  Pel  caso  del  passaggio  da  assi  or- 
togonali ad  assi  ortogonali  della  stessa  origine,  il  calcolo 
di  trasformazione  può  agevolarsi  adottando  con  Eulero  per 
le  tre  costanti  della  trasformazione  1.^  V  angolo  6  che  il 
piano  {x'y)  fa  col  primitivo  (xy),  2.^  1*  angolo  ^  che  la 
traccia  t  o  intersezione  del  piano  [x'y')  col  piano  {xy)  for- 
ma coir  asse  primitivo  Orv,  3.^  1'  angolo    9   che    il   nuovo 
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asse  Ox'  fonna  colla  t.  Si  coiuiderii  una  isfera  di  centro  0. 
Il  triangolo  sferico  che  ha  i  vertici  rispettivamente  s(»pra 
On?,  Ox  e  t  dk  (§.H,  n.'  16,.  3.^)      ' 

oosipinxf)z:zcos^osf^'^sen^senf^os^ . 
Il  triangolo  sferico  che  ha  i  vertici  sopra  Oa;,  Oy'  e  t 

6*o^(ay)z=(?o^os(90®-4-(]p)-*-^^*en(00®-4-(p)co56^. 

ossila  I      .    .  . 

cos(a>y')^zseifì/^co$(^os^'-cos^eruf. 

Il  triangolò  coi  vertici  sopra  Oo;,  0%\  t 

ossia 

cos{xz')'=i''Senf^seifA. 

11  triangolo  coi  vertici  sopra  Oj/,  Oo?',  / 

C05(ya?')=:co*{90®— 4/)co59-H^en(90®— 4/)*en9OO5(180®--0), 

ossia 

co${yfG):=zsen^osf^--cos^en^osf^. 

Il  triangolo  coi  vertici  sopra  Oy,  Oj/',  ^ 

* 
cos{y\/)=cos{9Q''  -  +)co^(90°  -+.9)  -^sen  (90^  — 4/)^^n(90^  -h9)co5(  1 80'—^)^ 

ossia 

c?o^(yj/')=:— ^^n4/^W9  — co54/co^9CO^0. 

Il  triangolo  coi  vertici  sopra  Oy,  Oj',  t 

co^(y/)=(?o5(90°—4')(?o*90° -+-5^(90^— +)*w90«ao^(90^--6), 

ossia 

co8{ys/)::^cos^en^. 

Il  triangolo  coi  vertici  sopra  O2,  Oo/,  / 

co^(jera?')z=(?oj?9CO^0^-*-*en9*^90®co^(90**— d), 
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ossia  i         '  = 

cos{zoo')=sen^sen^, 

Il  triangolo  coi  vertici  sopra  Oz,  Oy\  t 

.  cos(zy)=cos(dO'' -H9)co5(90) -*-5^n(90^ '^^)send0'cos{90''—% 

ossìa 

cos{zi/)=:cosfpsenò. 

Infine  essendo  02^  perpendicolare  al  piano  (wy)  e  Oz  a 
quello  (in/i/)  si  ha 

cos(zz!)zzcos^. 

Sostituendo  ora  nelle  (T),  6)  risulta 

w\cos']fcos<p'^sen^sen(p€osb)^y\senf\fcos(pcosfi — cos^sen(p)^zsen(\fsen^, 

w\sm^os'^f-^o^^$en^cos^)--y\sen^sen(^'^cos^cos(pcos^)'-^zcosf^^^ 

Tlsm^enò-^y'cos^sen^-^^cos^. 

3.  Coor^liuate  polari  e  passaggio  da  coordinate .  carte- 
siane a  cpordinate  polari. 

1/  Si  può  fissare  la  posizione  di  un  punto  M  nel  piano 
riferendolo  ad  un  asse  PT  e  ad  un- punto  P  (polo)  deU 
r  asse,  e  cioè  assegnando  le  due  coordinate  r=zPM  (raggio 
vettore)  e  6=  angolo  MPT. 

Sia  data  la  F(a?,t/)=0  rispetto  ad  assi  Ox,  Oj/  e  si  vo- 
glia trasformarla  in  coordinate  polari  di  polo  P,  e  asse  PT. 
Per  mezzo  delle  formule  di  trasformazione  pi'ecedenti  (n.^ 
2,  1.®)  otteremo  Y  equazione  9(a?',y  )=0  della  curva  riferita 
agli  assi  Po?',  Py  {9x  coincidente  C(»n  PT),  e  siccome 
x'zzrcos^.  y'zzrsen^,  così  V  equazione  polare  della  proposta 
curva  sarà 

9(a?(?o^,r^^nO)=0. 

L*  equazione  polare  dell'  olisse  a*i/*-Hft'a?*=a*&*  (§  III, 
n.*  12),  assunto  Ox  per  asse  delle  coordinate  polari,  e  il 
fuoco  F  come  polo,  è 
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a{l-e*) 

,    dove 

e= 

e 
a 

L'  equazione  polare  dell'  iperbole    a*j/* — 6*a?*= — a*ft* 
(luogo  citato),  assunto  ancora  Ooo  come  asse  e  F  come  polo,  è 


V  equazione  polare  della  parabola  y*—2px  (  §  III,  n.^ 
12,  2.*)  riferita  al  fuoco  F  come  polo  ed  all'  asse  Ox  è 


r=:- 


l-Hco^6 


2.^*  Siano  Ox,  Oy,  Oz  tre  assi  ortogonali  fra  loro,  e 
M(x,y,z)  un  punto  dello  spazio.  Si  può  fissare  M  per  mezzo 
del  raggio  vettore  0\l=r,  dell*  angolo  0  formato  da  r  colla 
direzione  positiva  di  0^,  dell'  angolo  co  che  la  projezione 
di  r  sul  piano  xOy  forma  colla  direzione  positiva  di  Oo; 
(e  variabile  da  0  a  180^  e  co  da  0  a  360<^).  Si  ha 

a?=r5«n6co^co,    yz^rsenòseruo,    z::^rcos^. 

Osserviamo  che  se  a,  ^,  y  sono  gli  angoli  del  raggio 
vettore  r  colle  direzioni  positive  degli  assi  Ox,  Oy,  Oz  si  ha 

cosazzisenbcosd),    cosfì=sen^se7ìo},    cosx^cos^. 
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Tangente  alla  curva  piana  algebrica  d'  ordine  m  —  Panto  di 
curva  piana  algebrica  di  classe  m  —  Cs^^mpi  —  Fanti  multipli  — 
Tangenti  multiple  —  Glasse  m(m— 1)  della  curva  d*  ordine  m,  ed 
equazione  tangenziale  in  particolare  della  conica  ^  Poli  e  Polari 
rispetto  alla  curva  piana  d*  ordine  m,  rispetto  alla  conica  —  Cor- 
relazione involutoria  —  Ordinamento  dualistico  dei  teoremi  —  Retta 
tangente  e  piano  tangente  di  una  superfìcie  algebrica  di   ordine    m 

—  Punto  di  una  superficie  algebrica  di  classe  m  —  Retta  e  piano 
tangente  di  una  superficie  algebrica  d*  ordine  m  —  Punto  di  super- 
ficie algebrica  di  classe  m  —  Glasse  m(m— 1)'  di  una  superficie  di 
ordine  m  Equazione  tangenziale  in  particolare  della  superficie 
quadriga  —  Poli  e  piani  polari  rispetto  alla  superficie  d*  ordine  m  — 
Rispetto  alla  quadrica  —  Correlazione  involutoria  di  due  spazi  polari 

—  Tetraedro  auto-conjugato  —  Cono  tangente  della  quadrica  — 
Complesso  delle  tangenti  ad  una  quadrica  ossia  compililo  di  2.®  grado 

—  Rette  polari  —  Rette  conjugato  —  Quadrca  riferita  a  un  tetrae- 
dro aato-conjugato,  etc.  —  Punto  di  contatto  di  un  piano  tangente 
la  quadrica  e  condotto  per  una  retta  data  —  Rappresentazione  com- 
plessiva dei  duA  piani  tangenti  condotti  per  una  stessa  retta,  dei 
due  ponti  d' incontro  con  una  retta  —  Cono  tangente  deir  elissoide, 
iperboloide,  etc.  —  Luogo  del  vertice  di  un  cono  tangente  1*  elissoide 
e  contenente  tre  tangenti  ortogonali  fra  loro. 

1.  1.^  Data  una  curva  piana  algebrica  rappresentata 
dair  equazione  /(x,y)=zO  del  grado  m  in  x  e  y  (coordinate 
cartesiane)  determinare  1*  equazione  della  tangente  alla 
curva  in  un  punto  (iv\y'). 

Qualunque  retta  del  fascio  che  sta  nel  piano  della  curva 
ed  ha  per  centro  ((v\y)  ò  definita  da  un*  equazione 

y—ì/ 

}=a. 

x—x 


Digitized  by  VjOOQ  IC 


—  416  - 

Tenendo  costante  a  e  variabili  x^  j/,  il  punto  (x^y)  corre 
sopra  una  retta  del  fii8CÌo.  a  è  variabile  da  retta  a  retta. 
Consideriamo  un  punto  {x,y)  sulla  curva,  e  poniamo 
x—x=h,  y—y=k.  Si  ha  f(x\y)=0,  fix'-^h,  j/'-hA)=0, 
e  quindi 

A* 

dove  /"V  derivata  parziale  della  f(x\y)  rispetto  a  x\  etc. 
(C.  A.  R.  §  X,  n.^  15).  Deducesi 


ritenuto 

1   (h}  ^ 


_  1    /A* 


)■ 


e  perciò  per  una  retta  qualunque  del  fascio  precedente  si 
ha  r  equazione  / 

?= — foif  :  f^    -f-  e. 

X — X         I  ^      f  y 

Rileniamo  che  (a?,j/)  sia  punto  d'  incontro  di  questa  retta 
e  della  curva,  e  facciamo  ruotare  la  retta  attorno  il  punto 
{x\y)  fino  a  che  {x,y)  coincida  con  (a?' ,3/'),  e  cioè  fino  a 
che  la  retta  sia  divenuta  tangente  della  curva  nel  punto 
(x\y*)  medesimo.  Durante  questo  movimento  il  rapporto 
—f'x'  '  fy'  non  muta,  ed  e  tende  a  7:ero  e  diviene  zero 
quando  la  retta  diviene  tangente,  quindi  V  equazione  ri- 
chiesta è 

X^X  /  /   ir  » 

0  in  miglior  forma 
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Se  gli  assi  coordinati  sono  obbliqui  si  può  definire  tri- 
gonometricamente /"a/  '  f^  come  il  rapporto  dei  seni  degli 
angoli  della  tangente  cogli  assi,  e  se  gli  assi  sono  ortogo- 
nali come  la  tangente  dell*  angolo  della  tangente  (alla 
curva)  coir  asse  delle  x, 

2.^  Correlativamente  data  una  curva  piana  algebrica 
rappnesentata  dall'  equazione  /'{rr,j/)=0  del  gra<lo  m  \i\  x 
e  1/  (coordinate  pliikeriane  di  retta)  determinare  T  equa- 
zione tangenziale  di  un  punto  della  curva  sito  sopra  un 
inviluppante  {x\y% 

Qualunque  punto  della  punteggiata  che  sta  nel  piano 
della  curva  ed  ò  sostenuta  dalla  retta  {x^y)  è  definito  da 
un*  equazione 

?=a. 

X — X 

Tenendo  costante  a  e  variabili  a?,  y  la  retta  (ir,y)  ruota 
attorno  un  punto  della  punteggiata,  a  ò  variabile  da  punto 
a  punto.  Consideriamo  una  retta  (ji\y)  tangente  della  curva 
e  poniamo  x — a?'=A,  y—y*zzk.  Si  ha 

/•(a;',t/)=0.    f{x'-^K  !/'-hA)=0,     ~^=-ra^  :  /^V    ^  ^^ 

e  perciò  per  un  punto  qualunque  della  punteggiata  proce- 
dente si  ha  r  equazione 

Riteniamo  che  {x^y)  sia  inviluppante  di»  questo  punto  e 
della  curva,  e  facciamo  muover  il  punto  sulla  retta  {x\y') 
fino  a  che  la  (x,y)  coincida  colla  {x\y'),  e  cioè  fino  a  che 
il  punto  venga  a  porsi  sulla  curva  la  dove  questa  è  toc- 
cata dalla  {x\y)  medesima.  Durante  questo  movimento  il 
rapporto  — /"V  .*  /"•  ^^^  muta  ed  e  tende  a  zero  e  diviene 
zero  quando  il  punto  assume  detta  posizione  finale,  quindi 
r  equazione  richiesta  è 

^f^-^yf^—odf^^^yf^  . 
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3.^  Si  può  determinare  1'  equazione  della  tangente  alla 
curva  in  un  dato  punto  e  correlativamente  1'  equazione  di 
un  punto  di  contatto  di  una  data  retta  colla  curva  in 
coordinate  omogenee  col  rendere  omogenea  V  equazione 
«iella  curva  mediante  V  introduzione  di  una  terza  variabile 
5,  e  cioè  sci-ivere  f{x,y,z)-^Q  per  equazione  omogenea  della 
curva,  poscia  col  tradurre  quest'  equazione  (teorema  d*  Eu- 
lero C.  A.  R.  §  X,  n."  16)  nella  forma  a?/"a;-Hj//''y-f-2/'',=:0. 
e  infine  mutare  nelle  derivate  f'„,  /"y,  fg  le  a?,  y,  : 
rispettivamente  nelle  coordinate  x\  y\  z'. 

Usando  la  notazione  differenziale,  cioò 


r  equazione  della  tangente  in   un   punto   {po\\j.,i)   si    può 
scrivere  nella  forma 

df,  df,  df, 

dfx  df 

ritenuto  che  —r  significhi  il  valore  che  assume  la  -r-  col 

porre  xz=.x\  y^=-y\  Z'=-z\  etc. 

4.*  Esercizii 

a)  Per  T  olisse  ed  iperbole  ay+&»a7*=l!:«*6*  (§  IH, 
n.®  12,  1.°)  la  tangente  in  un  punto  (x\y')  sarà  rappre- 
sentata dall'  equazione 

ossia 

à'yy'±b^xx=±a^b\ 

V  equazione  poi  della  normale  alla  tangente  (e  quindi 
alla  curva)  nel  punto  di  contatto    sarà 
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Le  projezioni  sali*  asse  delle  x  dei  semmenti  della  tan- 
gente e  della  normale  compresi  tra  il  punto  di  contatto  e 
r  asse  delle  x  stesso,  che  chiamansi  rispettivamente  sotto- 
tangente e  sottonormale,  sono 

__aV*     — ^' — ^'* 
suttang.  =+^^-=4.--^   , 

sunnor.    rz-U— ^-a?  . 

Essendo  la  suttangente  indipendente  da  6  e  da  y  si  può 
dire  che  tutte  le  elissi  di  comun'  asse  2a  (fra  le  quali  evvi 
il  circolo  di  raggio  a)  e  le  iperbole  di  comun*  asse  tran- 
sverso 2a  (tra  le  quali  evvi  1'  equilatera)  hanno  la  stessa 
sottotangente  per  i  punti  corrispondenti  alla  stessa  ascissa 
x\  Cosi  dato  un  punto  di  un*  olisse  o  di  un  iperbole  si 
potrà  segnare  la  tangente  quando  si  abbia  quella  di  un 
circolo,  etc. 

Fatto  h-zzà  vedesi  yy-^xd'^.a}  per  equazione  della  tan- 
gente al  circolo  a?*-f-y*=a*,  e  j/t/' — 070?'= — a*  per  equa- 
zione della  tangente  ali*  iperbole  equilatera. 

La  tangente  ali*  olisse  in  un  punto  M(a7',j/')  (fig/  pag. 
145)  e  il  raggio  vettore  FM  formano  un  angolo  FMK  (K 
punto  d*  incontro  della  tangente  coli'  asse  Qx)  di  cui  la 
tangente  trigonometrica  è 

W— c"^aV/  •  \      a*x/(cd—c))'' ex/  ' 
Per  r  angolo  F'MK  dell'  altro  raggio  vettore  F'M  colla 

stessa  tangente  MK  la  tangente  trigonometrica  vale ,  . 

cy 

Pertanto  i  due  angoli  FMK,  F'MK  sono  supplementari,  e 
1*  angolo  FMF  dei  raggi  vettori  è  bisegato  dalla  normale 
alla  curva  nel  punto  M. 

I  raggi  luminosi  o  sonori  uscenti  da  un  fuoco  vengono 
tatti  riflessi  neir  altro. 
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Neir  iperbole  (fig.*  pag.  149)  la  tangente  nel  punto  M 
bisega  V  angolo  F'MF.  Da  tutto  ciò  si  può  argomentare  un 
modo  per  costruire  coli'  ausilio  dei  due  fuochi  reali  una 
tangente  alT  olisse  o  all'  iperbole  in  un  dato  punto  M,  ed 
anche  per  costruire  le  due  tangenti  che  da  un  punto  del 
piano  possono  condursi  ad  una  o  all'  altra  cuinra. 

b)  So  r  iperbole  è  rappresentata  dall'  equazione  xì/mni^, 
e  cioè  se  ossa  è  riferita  agli  assintoti  {§  III,  n.'^  12,  4.^), 
la  tangente  in  un  punto    M(a?',i/')    lo    sarà   dall'  equazione 

y 

ossia  yx-^yxzzZni^,  Ponendo  in  questa  j/zzO  deducesi 
07=— r=2a7'.  Pertanto  costruendo   sull*  assintoto    0:3?   un 

semmento  0T=2ìp'  e  la  retta  TM  si  avrà  in  questa  una 
tangente  dell'  iperbole   nel    punto   M.    Prolungata    la   TM 

sino  ad  incontrare  in  K  1*  altro  assintoto  risulterà  TMzzMK. 
L'  area  del  triangolo  OTK  vale  2xysen[xy)-=i2m'^sen{xy), 
e  quindi  è  costante.  I  due  triangoli  OMT,  OMK  sono  equi- 
valenti, etc. 

e)  Per  la  parabola  y^=2px  (§  HI,  n.'  12,  2.*»)  la  tan- 
gente in  un  punto  {x\y)  è  definita  dall'  equazione 

J/— j/=y(^— ^')» 

ossia  yy:=zp(x't-x)j  la  normale  dalla  {y — y)p'^(oo — x')yz=:0. 
Si  ha  poi  suttangente  =:2x\  e  sunnormale  =ip.  Dal  valore 
della  suttangente  deducesi  un  facile  modo  per  costruir©  la 
tangente: 

Ritengasi  M  di  coordinate  x\  y  (fig.*  pag.  150)  e  dì- 
casi  K  il  punto  d*  incontro  coli'  asse  Ox  della  tangente  in 
M.  Si  avrà 


/an^ KMF= — ^(  :  il 


^-     2 


V       Vìi       ,/  ,    p\ì  '  y'  ' 


/(  .■-!-)( 
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e  veggo4)si  eguali  i  due  angoli  KMF,  MKF.  Se  da  M  gui- 
dasi una  retta  MH  parallela  ad  Ox  (direzione  positiva), 
r  angolo  FMH  risulta  bisegato  dalla  normale  alla  curva 
nel  punto  M.  Cosi  i  raggi  luminosi  o  sonori  uscenti  da  F 
vengono  riflessi  parallelamente  ali*  asse,  e  inversamente  i 
raggi  luminosi  o  sonori  uscenti  dal  punto  air  infinito  del- 
l' asse  vengono  riflessi  nel  fuoco. 

Si  argomentano  metodi  per  costruire  tangenti. 

d)  Per  la  curva  parabolica  t/=:aa?*^-f-6a?°*~^  -H...-Hto-i-w 
la  tangente  in  un  punto  (x\y)  ò  rappresentata  dall'equazione 

y — 1/'=  I  ma^r'*"-^  -^(m — l)bx'^  *-h -»-f  |  {x — x'). 

La  parabolica  può  avere  tutt'  al  più  m — 1  tangenti  reali 
parallele  all'  asse  Ox,  etc. 

2.  Per  la  determinazione  della  tangente  ad  una  curva 
algebrica,  e  correlativamente  etc.  giova  pur  conoscere  il 
seguente  metodo  in  coordinate  omogenee. 

1.^  Rappresenti  la  equazione  vz=.f{x^y,z)  una  curva 
piana  algebrica,  di  grado  m  in  x,  y,  %  coordinate  omogenee 
di  natura  qualsiasi.  Un  punto  qualunque  di  una  retta  del 
piano  individuata  da  due  punti  (x\y\z\  (x\y",z")  ha  (§  V, 
n.®  3,  2.°)  le  coordinate  x=X'^px'\  yz:zy'¥'py'\  zzn^-^pz", 
dove  p  arbitraria.  I  valori  di  p  competenti  agli  m  punti 
d' incontro  della  retta  colla  curva  vengono  dati  dall'equa- 
zione v^'zzf(x*'^px\ )=0,  ossia 

(dv.  do.  dv.      \ 

p*  /dvy  dv.  dv.     \* 

^iVC^'^-'^^v^s?.")* =»    w 

di  grado  m  rispetto  a  p. 

Ritenuto  il  punto  (a7',j/,«')  sulla  curva  si  ha  Wi=0,  e 
Insieme  p=0.  La  (e)  si  semplifica,  diviene 

31 
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dv,  dv,  p  /dv,  dv.  dv,      \* 

'  dy^^       dz^  \2\dx  dy  ^       dz^      / 


e  cioè  il  suo  grado  riducasi  a  m— 1  rispetto  a  p,  e  cosi 
ridotta  determina  gli  altri  m — 1  valori  di  p  corrispondenti 
agli  altri  m  —  I  punti  d*  intersezione  della  retta  citata  colla 
curva.  Per  tutte  le  posizioni  del  punto  {a/\y\z")  per  le 
quali  si  abbia 

dv,  dVi  dv, 

la  (e)  dà  un  altro  valore  di  p=0,  e  quindi  uno  dei  detti 
m— 1  punti  verrà  a  coincidere  col  punto  [(v\y\z').  La  (^) 
si  verifica  per  infinito  numero  di  terne  di  valori  di  x\  y\ 
z!'  corrispondenti  a  infinito  numero  di  punti  in  linea  retta, 
cosi  la  stessa  (5*)  (dove  a?",  y\  z"  siano  ritenute  variabili) 
rappresenta  la  tangente  della  curva  nel  punto  {oo\y\z'). 

Si  può  cancellare  gli  accenti  alle  qg\  y',  i'  e  scrivere 
per  equazione  in  coordinate  omogenee  della  tangente  nel 
punto  {x\y\z) 

dt?,  dv^  dv^ 

2."*  Si  ritenga  ora  che  x,  y,  z  siano  coordinate  di  retta, 
e  quindi  che  la  vzzf{x,y,z)=:0  rappresenti  una  curva  invi- 
luppo di  classe  m,  e  che  una  retta  qualunque  del  piano 
passante  pel  punto  individuato  dalle  due  rette  {x\y\z), 
(^",/,0  abbia  (§  V,  n.«  3,  2/)  le  coordinate 

x=x''^px'\    yzzy'-k-py",    zzzz'-^pz". 

Nel  caso  la  (e)  dà  le  m  inviluppanti  comuni  alla  curva 
vzzO  e  al  detto  punto,  e  la  (d")  è  la  condizione  perchè  due 
di  esse  inviluppanti  coincidano  in  una,  e  cioè  la  (a/y,^') 
(ritenuta  inviluppante  comune  di  quel  punto  e  della  curva) 
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coincida  con  una  delle  altre  m — 1  inviluppanti.  Cosi  la 
{^)  (dove  si  possono  togliere  gli  accenti  alle  x'\  y\  i") 
rappresenterà  un  punto  (della  curva)  inviluppo  della  retta 
mobile  {x\t/\z'% 

3.*  Punti  multipli. 

Se  nella  (e)  (l.<>)  dedotta  dalla  v=/'{x,y,z)=0  (x,  y,  z 

coordinate  puntali)  posto  17^=0  ciò  che  vuol  dire  col- 
locazione del  puato  (x\y\z')  sulla  curva  t?=0  pure  av- 
venga che  si  abbia 

dv.  dv.  dv. 

d^'=«'    d^'=^'    ^=^'  n 

allora  il  punto  (x\y\z')  sarà  doppio  (multiplo  in  2.®  grado) 
e  qualunque  retta  del  fascio  di  centro  {x\y\z)  segherà  ivi 
la  curva  in  un  punto  doppio,  e  non  potrà  segare  la  curva 
che  in  altri  m — 2  punti,  i  cui  parametri  p  saranno  dati 
dalla  (e),  il  cui  grado  nella  fatta  ipotesi  si  ridurrà  a  m^2 
rispetto  a  p.  (•*) 

Fra  le  rette  del  fascio  detto  ve  ne  saranno  due  tangenti 
ivi  la  curva,  e  appunto  quelle  rappresentate  dall'equazione 


(*)  8i  avverta  che  inversamente  date  queste  tre  condizioni  si  ha 
(**)  Eliminando  x\  y\  i'  fra  le  tre  equazioni 

^^0,     ^=«,     ^=0 
dsf       '     rfy'       '     di' 

si  otterrà  un'  equazione  D— 0  fra  i  coefficienti  della  v,  la  quale  potrà 
dirsi  la  condizione  da  cai  devono  essere  vincolati  i  coefficienti  della 
v=0  affinchè  la  curva  d'  ordine  m  da  essa  rappresentata  abbia  un 
punto  doppio.  D  è  detto  discriminante  della  curva. 

Sia  ad  esempio  i>— aa?'-4-èy*-HJj'H-2/u;y-l-29a?«-t-2/Vi=0.  Eseguendo 

a    h    g 

detto  calcolo  d*  eliminazione  vedesi  che     h    h     f  =0    è  la  condi- 

g    f     e 
zione  per  cui  la  conica  ammette  un  punto    doppio.    Da   ciò   pur  si 
deduce  che  la  conica  noa  può  aver  punto  doppio  se  non  quando   è 
costituita  da  dqe  rette» 
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(dv,  dv,  dv,      \' 

(x\  y\  z"  variabili),  ciascuna  delle  quali  segherà  la  curva 
in  (pGy  y\  z)  e  altrove  in  altri  »i— 3  punti,  i  cui  para- 
metri p  saranno  dati  dalla  (e)  che  a  cagione  della  {i)  si 
ridurrà  per  tali  due  rette  al  grado  wi— 3  rispetto  a  p.  Si 
tenga  presente  che  se  r  è  una  retta  congiungente  il  punto 
(x\y\z)  con  uno  {x\y\z")  soddisfacente  alla  {t),  la  (0 
dovrà  esser  verificata  da  qualunque  terna  di  valori  di  x\ 
y'\  z"  che  spetti  ad  un  punto  della  r,  se  pure  devono  man- 
tenersi invariati  i  punti  d'  incontro  della  r  colla  curva  r, 
e  in  particolare  mantenersi  nulli  i  tre  valori  di~p  rispondenti 
ai  tre  punti  coincidenti  in  (co,  y',  z).  La  (i)  poi  essendo  di 
2.®  grado  avrà  il  suo  luogo  costituito  e  dalla  retta  r  e  da 
altra  retta  r'.  Del  resto  si  può  riconoscere  che  V  hessiauo 
della  (t)  differisce  unicamente  per  un  fattore  numerico  dal 

rft?i     dVj     duj 
jacobiauo  delle  tre   ternarie   --j—,  ,  -j-,  ,  -tt  (i'  quale  jaco- 

biano  nella  fatta  ipotesi  deli*  annullamento  contemporaneo 
delle  tre  ternarie  è  nullo),  e  quindi  è  nullo,  e  quindi  la 
(t)  è  un  prodotto  di  due  fattori  di  1.°  grado  in  x\y\i". 

Le  due  rette  rappresentate  dalla  (t)  saranno  reali  di- 
stinte, oppure  reali  coincidenti,  oppure  immaginarie  a  se- 
conda dei  valori  dei  coefficienti  di  a?"*,  j/"*,  etc.  nella  {t) 
medesima.  Nel  primo  caso  il  punto  (x\y\z)  sarà  un  nodo, 
nel  secondo  una  cuspide  (punto  di  regresso  o  stazionario), 
nel  terzo  un  punto  isolato. 

In  generale  se  avvenga  che  per  quei  valori  di  cxf,  y\  i 
per  cui  ^1=0,  siano  pur  nulle  contemporaneamente  e  se- 
paratamente tutte  le  derivate  della  v  di  L^  2.^  etc., 
[h — 1)*'*^^  f)  ordine  per  modo  che  la  (e)  riducasi  a 


(*)  Si  osservi  che  inversamente  supposte  nulle  separatamente  latte 
le  derivate  deli'  ordine  h—\  sono  nulle  pur  tutte  quelle  degli  ordini 
precedenti,  ed  anche  Vi  (Teorema  d'  Eulero}. 
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allora  il  punto  (x\%/,7Ì)  sarà  multiplo  (per  natura  atessa 
della  curva)  in  gradò  h  e  qualunque  retta  (,iel  piano)  pas- 
sante per  esso  segherà  ivi  la  curva  in  h  punti  coincidenti, 
e  non  potrà  segarla  altrove  che  in  m — h  punti,  i  cui  pa- 
ranaetri  p  saranno  dati  dalla  (&),  il  cui  grado  per  le  poste 
condizioni  si  ridurrà  a  m — h  rispetto  a  p.  Fra  le  dette 
rette,  cioè  quelle  formanti  fascio  attorno  il  punto  (x\y\z% 
ve  ne  saranno  h  speciali  rappresentate  dall*  equazione 

(dv,  dv,  dv.     \* 

(a)'\  %/\  z"  variabili),  ciascuna  delle  quali  segherà  la  curva 
in  A-h1  punti  coincidenti  nel  punto  {pG\y\7Ì)  e  altrove  in 
m — h — 1  punti  i  cui  parametri  verranno  dati  dalla  (e)  che 
per  tali  h  rette  si  ridurrà  al  grado  m — h — 1.  Le  h  rette 
saranno  tutte  reali  distinte,  reali  coincidenti  tutte  o  parte, 
immaginarie  tutte  o  parte  a  seconda  delle  relazioni  fra  i 
coefficienti  della  {q).  Pur  qui  conviene  osservare  che  se  r 
è  una  retta  congiungente  il  punto  {x\y\^)  con  uno  (x'\y*\z") 
soddisfacente  alla  {q)^  la  {q)  dovrà  esser  soddisfatta  da  qua- 
lunque altro  punto  della  r  se  pur  devono  rimanere  inva- 
riati i  punti  d'  incontro  della  r  collo  t^  e  in  particolare 
mantenersi  nulli  gli  /i-»-l  valori  di  p  rispondenti  agli  A-»-l 
punti  coincidenti  in  (x\y\z').  La  (q)  poi  essendo  di  grado 
h  avrà  il  suo  luogo  costituito  oltrecchè  dalla  r,  da  altre 
h — 1  rette.  Ciò  vieno  anche  confermato  dall*  annullamento 
dell'  hessiano  della  (9),  e  quindi  dal  decomporsi  di  essa  in 
h  equazioni  di  primo  grado. 

Se  A=m— 1,  allora  la  (e)    riducesi   (omesso   il    fattore 

p*^  \  /dv,  dv,  dv,      \*^ 

-)  .11.  (^0'"*,-^/*^'")="  (* 
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(^"i  y*\  z"  variabili),  e  nel  caso  qualunque  retta  del  fascio 
di  centro  (x\y\z')  sega  la  v  in  m  punti  tutti  coincidenti 
in  {x\y\z'].  Cosi  la  v  degenera  in  un  fascio  di  m  rette  che 
si  possono  rappresent  re  pur  colla  (s).  Se  il  luogo  della 
vzzO  fosse  una  curva  propriamente  detta,  una  retta  qua- 
lunque per  {(v\y\z)  incontrerebbe  la  curva  stessa  almeno 
in  m-h-l  punti,  ma  ciò  non  si  può  ammettere  essendo  la  v 
di  grado  m'^^ .  Del  resto  si  può  riconoscere  che  V  hessiano 
della  D  0  della  (s)  nelT  ipotesi  fatta  è  nullo,  e  che  pertanto 
la  vzzO  deve  spezzarsi  in  m  equazioni  di  primo  grado. 
4.^  Tangenti  multiple. 

Correlativamente        interpretando   in  tutto    il    calcolo 

ad  esposizione    precedente  (3.®)   le    x,  j/,  z,   x\  y\  «',  x\ 

y",  z"  come  coordinate  di  rette       si  avrà  che  se  t?i=0,  la 

(d)  rappresenterà  un  punto  (come  inviluppo  della  retta  mo- 
bile x\y\z")  della  curva  vzzQ  sito  sulla  retta  (x\y\z) 
come  ancora  (2.®)  è  stato  avvertito.  Poscia  se  inoltre  e 
contemporaneamente  si  abbiano  le  condizioni 

dv,  dv,  dv. 

— ^— 0      — ^— 0      — ^— 0 
dx"^^'     dy'-^^'     dz'-^^' 

allora  la  retta  {x\y\z')  sarà  doppia  (multipla  in  2.®  grado), 
e  da  qualunque  punto  di  tal  retta  non  potranno  partire 
che  altre  m — 2  tangenti  i  cui  parametri  p  saranno  dati 
dalla  (e)  il  cui  grado  nella  fatta  ipotesi  si  ridurrà  a  m—i 
rispetto  a  p. 

Fra  i  punti  della  (x\y\z')  ve  ne  saranno  due  di  con- 
tatto colla  V  e  appunto  quelli  rappresentati  dalla  (/),  da 
ciascuno  dei  quali  partiranno  tre  inviluppanti  coincidenti 
nella  (x\y\z')  ed  altre  m — 3  i  cui  parametri  p  saranno 
dati  dalla  (e)  che  a  cagione  della  {t)  sì  ridurrà  per  tali 
due  punti  al  grado  m — 3  rispetto  a  p.  Se  i  due  punti  rap- 
presentati dalla  {i)  saranno  reali  distinti  la  {x\y\z*)  si  dirà 
propriamente  tangente  doppia,  se  coincidenti  stazionaria, 
86  immaginarli  isolata,  etc.  etc. 
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Prosegua  il  lettore  la  ripetizione  del  precedente  dettato 
(3.*)  coli*)  opportune  sostituzioni  e  quali  sono  richieste  dal 
concetto  di  correlazione. 

3.  1.^  II  numero  delle  tangenti  che  da  un  punto  (x^y^z) 

del  piano  possono  condursi  alla  curva  r=/'(a?,t/,a;)=0   (a?, 

y,  %  coordinate  puntali)  (2,  1.®)  è  dato  dalle  soluzioni   co- 

a?'       y 
rauni  nei  rapporti  -7- ,   — r  ammesse    dalle   due   equazioni 

.  ,    ,   ,  dw,  dv,  dv, 

di  gradi  m,  m — 1  rispetto  ai  rapporti  stessi.  Le  soluzioni 
comuni  sono  (C.  A.  R.  §  XV,  n.®  8)  /n(m  — I),  e  pertanto 
m{m — 1)  sono  le  tangenti  (reali  distinte,  0  coincidenti  tutte 
o  parte-,  0  immaginarie,  o  parte  reali  parte  immaginarie) 
che  da  un  punto  (x^y^z)  del  piano  possono  condursi  ad 
una  curva  algebrica  di  ordine  m.  La  condizione  od  equa- 
zione per  cui  una  retta  mobile  sul  piano  della  curva  abbia 
a  riesciro  continuamente  tangente  (inviluppante)  della  curva 
dovrà  essere  di  tal  grado  che  trattata  coesistente  coli'  e- 
quazione  di  un  punto  porga  m{m — 1)  soluzioni,  e  cioè  do- 
vrà essere  di  grado  m(m — 1).  Cosi  una  curva  algebrica  di 
ordine  m  è  in  generale  di  classe  m{m—ì).  La  conica  (linea 
di  2.*  ordine)  è  di  2.*  classe,  la  linea  di  3.®  orJine  è  di 
sesta  classe,  etc. 

2.^  Eliminando  x\  y\  z'  tra  le  quattro  equazioni 

dv.  dv^  dv^ 

d^'=^^^  d^=^'   d7=*'''  P<^'^9l/*r^=0 

(p»  ^»  ^1  coordinate  di  retta  mobile  e  k  arbitraria)  si    ot- 
tiene la  condizione  per  cui  la  retta  (p.gjr)    riesce   conti- 
nuamente tangente  della  curva  vz=:0,  e  cioè   si  ottiene   la 
sopradetta  equazione  tangenziale  della  curva. 
3.^  Sia  per  esempio  la  conica 

CLX*'¥'by*'^oz*'¥'2hcvy'^2gioz-^2/)fz=0, 
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(07,  1/,  z  coordinate  puntali).  L*  equazione  della  tangente 
alla  stessa  in  un  punto  {x  ^y  ^tì)  è  oramettendo  il  fattore  2) 
(C.  A.  R.  §  10,  n.«  15) 

x(ax' -^hy  -^gz')'^y(hx  -^by  -^ fz')'^z{gx  -^-fy  'k-cz')'=LQ  (1), 

e  quindi  si  devono  eliminare  le  co,  t/,  z  tra  le  quattro 
equazioni 

ax'-^hy'-^gz'zukp,     \ 

hd'-^hy^fz'=kq, 

gx^-k-fy-^cz'  =/ 

Tanto  operando  si  ha  (C.  A.  R.  §  Vili,  n.*  3) 
a    h    g    p 

h    b    r    q 

g    f    e     r 

p    g    r     0 
on)  messo  k. 

Sviluppando  (C.  A.  R.  §  VII,  n."  7j  secondo  1   prodotti 
binari  di  4/  orrizzontale  e  cangiando  segno  ai    terniini  si 

ottiene  V  equazione    (bc — /'*)i?*-»- =0,    ossia  \  dicendo 

A,  B,  etc.  i  complementi  degli  elementi  di 

a     h     g 

h     b     r     =à, 

9     f     0 

cioè  ponendone  (G.  A.  R.  §  VII,  n.""  I)  il  i*eciproco 

A    H    G 

R=      H    B    F 

G    F    C 

Ap»^Bj*-4-Cr*-K2Hpff-4-2Gpr^2Fgr=0  ; 
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e  questa  è  la  condizione  perchè  la  retta  mobile  (p^q^'f") 
riesca  continuamente  tangente  (inviluppi)  la  proposta  co))ica, 
e  cioè  è  r  equazione  tangenziale  della  stessa  (*).  Si  può 
(se  piace,  porre  r=il,  e  considerare  p,  q  come  coordinate 
pliikeriane.  Siccome  (C.  A.  R.  §  VII,  n/  2) 


£     F 
F     C 

— 

oA, 

A 
G 

G 
C 

=bà. 

etc 

cosi  r  equazione 

A 

H 

G 

X 

H 

B 

F 

y 

0 

F 

C 

i 

=0 

X 

y 

z 

0 

equivale  alla 

— à{ax^'^by^'^cz^'^2hxy'*'2gxZ'^2/yz)=zO, 

cioè  air  equazione  puntale  proposta. 

Pertanto  (a  differenza  del  fattore  A)  V  equazione  pun- 
tale di  una  conica  deducasi  dalla  tangenziale  colla  stessa 
regola  con  cui  la  tangenziale  ricavasi  dalla  puntale. 

Nel  caso  in  cui  il  determinante 


a 

h 


h 
b 
f 

q 


9 

r 

e 


p 
q 

0 


non   sia   zero,    la    retta    px-^qy-^-rzzuO    sega   la   conica 

ax^-^by^-^cz^-i- =0    in  due  punti  reali  distinti,  oppure 

immaginarli  a  seconda  che    il    detto    determinante    è  }>  o 
<  di  zero. 


(')  Se  nelle  equazioni   aa?*-h  ....  =0,   px-hqy-hrs—0^   nella  <1) 
e  nelle  (E)  le  x^  y,  z  sono  supposte  coordinate  di  retta  e  p,  g,  r  di 

panio,  allora  la  ax^-^ ~0   sarà    V  equazione    tangenziale,   e 

Ap*-«- =0  la  puntale  della  conica. 
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Correlativamente  nel  caso  in  cui  il  determinante 

A  H  G  a? 

E  B  F  y 

Q  F  C  z 

X  y  z  Q 

non  sia  zero,  il   punto   px-^qy-^rz^zO    ha   comuni    colla 

conica  Ap*-HBg'*-KCr*-4- =0   due  inviluppanti  (tangenti) 

reali  distinte  oppure  immaginarie  a^  seconda  che  il  detto 
determinante  è  >  o  <  di  zero. 

Se  A=0  la  conica  ax^-^by^-^cz^-^ zzO  dege- 
nera in  una  coppia  di  rette,  e  V  equazione  tangenziale 
Ap*-KB3*-HCr*-K....=zO  diviene  (Hp-f-Bg'-KFr)*=:0,  oppure 
(Ap-4-H^-KGr)*=0,  etc,  e  rappresenta  il  punto  d' interse- 
zione delle  due  rette  come  doppio. 

La  conica  ap*-4-6g*-i-cr*-K2Apy-K2ppr-K2/ì?r=iO  (equa- 
zione tangenziale,  p,  g,  «",  coordinate  omogenee  di  retta 
mobile)  degenera  in  una  coppia  di  punti  se  il  suo  discri- 
minante A=:0,  e  r  equazione  puntale  della  stessa,  e  cioè 
P^x^-h-By^ =:0  ossia  (Ha?-i-Bj/-KF;5)*=:0,  oppure  etc,  rap- 
presenta la  retta  congiungente  i  due  punti  contata  due  volte. 

L'  olisse  e  l' iperbole  rappresentate  in  coordinate  carte- 
siane dalle  equaiioni  aVlt&*a?*=z+a*&*  hanno  le  equa- 
zioni tangenziali  +a*p*-K&*j*i=+l  (p»  Q  coordinate  plii- 
kerìane  di  retta  mobile).  Cosi  la  parabola  y^z=i2vx  (a?,  y 
coordinate  puntali  cartesiane)  ha  vq^ — 2p=0  per  equazione 

1 
tangenziale.      ^*-Kg*=:— j       è  V  equazione  tangenziale  di 

1 
un  circolo  a?*-Ki/*=a*;  p*— }*=-y   è  l'equazione  tangen- 
ziale di  un'iperbole  equilatera;    {x'p-^yq-^-ìyzzia^p^-^q^) 
è  r  equazione  tangenziale  del  circolo  {x — rr')*-K(j/ — y'^zza^, 
4.  1/  L*  equazione 


dt\ 


dv. 


dx       ^  dy 


dv. 
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rappresenta  (n.*  2,  1 .")  la  tangente  della  curva  v:=z/'{x,y,z)zzO 
quando  x,  j/,  z  siano  ritenute  coordinate  puntali  variabili, 
e  x\  y\  z'  coordinate  di  un  punto  fisso  della  curva;  rap- 
presenta invece  una  linea  d'ordine  m— 1  se  a?,  j/,  z  siano 
ritenute  coordinate  di  un  punto  fisso  del  piano  della  curva 
v,  e  le  x\  y\  z  coordinato  di  un  punto  mobile,  la  qual 
linea  d'  ordine  m — 1  dicesi  la  prima  |}o/aré;  del  punto  {x,y,z) 
rispetto  alla  curva  fondamentale  t7=:0,  e  passa  per  tutti  i 
punti  di  contatto  delle  tangenti  che  dal  punto  {x,y,z)  pos- 
sono condursi  alla  r.  Il  punto  {x,y,z)  a  sua  volta  dicesi 
polo  della  propria  polare,  e  giace  su  questa  se  appartiene 
alla  r,  poiché  nel  caso  per  x-=ix\  y^::y\  e=:-z   si  ha  appunto 

rft?'  dv.  dv, 

-'^'^yd^^~-'d^='^f^-^y^'^='' 

(C.  A.  R.  §  X,  n.«  18). 

Togliendo  gli  accenti  alle  variabili  x\  y\  z'  e  metten- 
doli alle  Xf  y,  z  si  ha  V  equazione  della  prima  polare  di 
un  punto  {x\y\z')  nella  forma 

dv  dv  dv 

x'zs — *-  2/'  3 — ^  z  3— =0. 
dx  dy  dz 

2.*  La  v=zf(x,y,z)y  mutate  la  x  in  x-^x,  la  y  in  y-^y 
la  z  in  z-^z^  diviene 

t;H-D(i)tj^D^2)t)-*- ^Y^^p)V'¥' -4-D<'"-^)r-i-D*'")i?, 

ritenuto 

1  /       d  d         .  d   \P 

D{p)v=—l  x^-^y  —  ^7Ì—  )  V. 
\p\     dx      ^  dy  dz  / 

Vedesi  che  come  la  D<^)i?=iO  rappresenta  la  prima  po- 
lai-e  del  punto  {x\y\z')  rispetto  alla  rzzO,  cosi  la  D^^^vzzO 
rappresenta  la  prima  polare  dello  stesso  punto  rispetto  alla 
Di^)vzzO,  polare  da  chiamarsi  seconda  rispetto  alla  curva 
primitiva  r=:0.   Similmente   la   D<^)v=0   rappresenterà   la 
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prima  polare  di  {x\y\z')  rispetto  alla  seconda,  e  la  terza 
rispetto  alla  i?i=0,  e  via  di  seguit«>.  Lti  polare  (m-E)**"*^ 
cioè  la  l)^*"  -^^v'=zO  è  una  conica,  e  la  (m — 1)«»»«  cioè  la 
D(m.  1)^—0  è  una  retti. 

Considerando  la  simmetria  della  sostituzione  di  x-^x 
alla  a?,  etc.  si  riconosce  che  T  equazione  della  (m— l)***""* 
polare  cioè  della  retta  polare  è  esprimibile  sia  nella  forma 
D(m-i)^-.0  che  nella  D^i)t?j=0  ritenuto 

e  che  r  equazione  della  (m — 2)*'"*'»  polare  ossia  della  conica 
polare  si    può    esprimere    sia   colla  notazione   D^*"""*^r:=0, 
oppure  colla  notazione  D^>?'i=0,  e  via  di  seguito. 
L'  equazione 

(,d  d  d  \ 

rappresenta  la  retta  polare  di  un  punto  (x\y\z')  se  x\  y\  z 
siano  coordinate  costanti  e  x,  y,  z  variabili  e  invece  rap- 
presenta la  prima  polare  (linea  d'  ordine  m — 1)  di  un 
punto  {x,y,z)  se  a?,  j/,  z  siano  coordinate  costanti  e  x\  y\  z 
variabili,  e  pertanto  si  può  dire  che  mentre  una  retta  ruota 
attorno  ad  un  punto  il  polo  della  retta  descrive  la  prima 
polare  di  tal  punto,  o  in  altre  parole:  le  rette  di  un  fascio 
hanno  i  loro  poli  sopra  la  prima  polare  del  centro  del 
fascio. 

Qualunque  retta  del  piano  ha  (m — 1)*  poli  rispetto  alla 
x>-=iQ  perchè  tanti  appunto  sono  i  punti  d*  incontro  delle 
prime  polari  di  due  punti  qualunque  della  retta,  e  si  può 
soggiungere  che  le  prime  polari  dei  punti  di  una  retta 
passano  pei  detti  (m—I)*  punti.  In  modo  simile  si  vede  che 
mentre  una  conica  del  piano  della  {;=0  ruota  attorno  ad 
un  punto,  il  polo  della  conica  descrive  la  seconda  polare 
(linea  d'  ordine  m — 2)  di  tal  punto.  Cosi  una  conica  ha 
(m — 2)*  poli.  In  generale  tutti  le  curve   d*  ordine   'p  che 
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passano  per  un  dato  punto  hanno  i  loro  poli  sopra  la 
(m— /))*'**»**  polare  del  punto  ,  e  ciascuna  di  esso  curve  ha 
(m— p)'  poli. 

Se  una  curva  d'  ordine  p  passa  per  un  suo  polo,  questo 
sta  sulla  curva  fondamentale  vzzO,  poiché  nel  caso  si  ha 
la  condizione 

/       d  d  d  Y 

la  quale  (a  differenza  di  nn  fattore  numerico)  equivale 
alla  r=0. 

Tutte  le  polari  di  un  punto  della  v=0  passano  por 
esso.  etc.  (Salmon.  Curve  piane,  Capitolo  11,  sezione  IV). 

5.  1.®  Se  si  guarda  la  (1)  (u."  3,  3.*)  come  equazione 
delia  polare  di  un  punto  (x\y\z')  rispetto  alla  conica 

allora  le  tre  prime  delle  (E)  portano  la  coincidenza  della 
retta  px-^qy^rzinO  colla  detta  polare,  e  la  quarta  co- 
stringe il  polo  (x\y\z')  a  giacere  sulla  propria  polare  e 
quindi  questa  a  riescire  tangente  alla  conica  nel  punto 
{x\y\z').  Pertanto  1'  equazione 

Ap*-i-Bg*-4.Cr«-f-2Hpg-4-2Gpr-*.2Fpr=0 

esprime  la  condizione  perchè  una  retta  mobile  (p,q,y)  con- 
tenga continuamente  il  proprio  polo. 

2.®  Quallora  venga  data  una  retta  pw-^gy-^rz^zO,  0 
sia  a  determinarne  il  polo  rispetto  alla  conica 

ax^'^by^'4'Cz*'^2hanj'^2gxz-^2fyz=zO, 

varranno  le  tre  prime  delle  (E)  (n.*  3,  3.*)  a  determinare 
le  x\  y\  z  (coordinate  di  esso  polo)  e  si  avrà 

a?'=— (  Ap-f-Hf -4-Gr  )  , 
k 


y'=— (  Ep^Bq^Fr  )  , 
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Dividendo  x\  y'  per  /  e  poneado  ^=1  e  rrri    si    ot- 
tengono le  due  coordinate  del  polo  nella  forma 


x: 


A^-4-Hg  -hG 


2/=r 


Hp-KBg'  -hF 


"Gj9-kF}-kC  '  ^""Gp-KFg-KG  * 

Se  la  ax^-*-by^'^cz*'^2hxy'^2gxJS'^2/yz:=zO  e  la 
px-^qy-^rzzzO    si   guardano   come  equazioni  tangenziali, 

allora  la  Ap*-KB5*-KC;8f*-K =0    rappresenterà  la   conica 

per  punti  (p,?,r),  e  le  x\  y\  z!  saranno  le  coordinate  della 
polare  del  punto  px-^qy-^^rziziO. 

3.®  La  (1)  (n.°  3,  3.*)  non  si  altera  scambiando  x  con 
x\  y  con  y\  z  con  z\  quindi  essa  rappresenta  la  retta  po- 
lare del  punto  {x\y\z')  oppure   del   punto   {x.y^z)   rispetto 

alla  conica  aj?^-4- =0  a  seconda  che  siano  ritenute  costanti 

le  x\  y\  z'  e  variabili  le  a?,  y,  z^  oppure  siano  ritenute 
costanti  le  x,  y,  z  e  variabili  le  x\  y\  z.  Pertanto  se  vi 
hanno  due  punti  sul  piano  della  conica  dei  quali  il  primo 
trovisi  sulla  polare  del  secondo,  a  sua  volta  A  secondo 
dovrà  trovarsi  sulla  polare  del  primo.  Ancora:  se  un  punto 
descrive  una  retta  la  polare  del  punto  inviluppa  il  polo, 
della  retta,  cioè  ruota  attorno  il  polo  della  retta.  Due 
punti  diconsi  conjugati  se  1*  uno  giace  sulla  polare  del- 
l' altro:  due  rette  diconsi  conjugate  se  1*  una  passa  pel  polo 
dell*  altra,  od  anco  polari  reciproche. 

L'  equazione 


a    h    g    p 

h    h    f    q 
g    f    e     r 

=0 

p    q    r    0 

significa  (1.°)  che  la  retta  {p,q,r)  contiene  il  proprio   polo 
rispetto  alla  conica  ax*-*- =0,  1'  equazione 

a    h    g    p 

h    h    f    q 
g    f    e     r 

=0 

p'    ^    r'  0 
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significa  che  la  retta  {p,q,r)  passa  pel  polo  della  (p\qy), 
e  che  la  {p\qy)  passa  pel  polo  della  (p,(7,r)    e   cioè   che 
lo  due  rette  sono  coQJugate. 
L*  equazione 


A     H 

G     X 

H     B 

F    y 

G      F 

e      z 

=0 

X     y 

«      0 

significa  (!.')  che  il  punto  {x,y,x)  giace  sulla  propria  polare. 

r  equazione 

A    H 

G     X 

H     B 

F     y 

G     F 

e     % 

=0 

x'     xl 

z      0 

significa  che  il  punto  {x.y^z)  giace  sulla  polare  del  punto 
(Xyìj'.z)  e  che  il  punto  {x\y\z')  giace  sulla  polare  del  punto 
{x%y^^)  d  cioè  che  i  due  punti  sono  coniugati. 

Una  retta  che  contiene  il  proprio  polo  è  tangente  in 
esso  alla  conica,  cosi  possiamo  dire  che  tutti  i  punti  di 
una  tangente  hanno  le  loro  polari  in  fascio  attorno  il  punto 
di  contatto. 

II  punto  d*  incontro  di  due  tangenti  è  polo  della  corda 
dei  contatti,  etc. 

4.^  Essendo  univoca  la  corrispondenza  tra  punto  e  retta 
polare,  tra  retta  e  polo  è  manifesto  come  una  punteggiata 
e  il  corrispondente  fascio  di  polari  siano  due  forme  projet- 
tive,  e  come  questo  fascio  segni  sulla  retta  sostegno  di 
quella  punteggiata  un'altra  punteggiata  in  corrispondenza 
omografica  involutoria  colla  precedente.  \J  involutorietà 
risulta  evidente  da  ciò  che  un  punto  della  retta  sostegno 
delle  due  punteggiate  ha  sempre  lo  stesso  corrispondente 
qualunque  sia  (3.®)  la  punteggiata  a  cui  lo  si  voglia  ascri- 
vere. Fuochi  di  tale  iuvoluzioae  sono  i  due  punti  comuni 
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alla  punteggiata  ed  alla,  conica  poiché  ciascuno  di  essi 
giace  sulla  propria  polare  Essi  fuochi  sono  reali  distinti, 
reali  coincidenti,  immaginari  a  asconda  che  la  retta  soste- 
gno dello  punteggiate  sega  la  conica  in  due  punti  reali 
listinti,  oppure  etc.  Nel  caso  dei  due  fuochi  coincidenti 
(retta  tangente)  qualunque  punto  della  punteggiata  ha  per 
corrispondente  il  punto  di  coincidenza  cioè  il  punto  di  con- 
tatto della  retta  colla  conica.  Un  fascio  di  polari  è  in  corri- 
spondenza projettiva  involutoria  col  fascio  projettante  i  poli, 

A  cagione  della  avvertita  involutorietà  si  può  dire  che 
i  due  punti  d'  incontro  di  una  retta  colla  conica  sono  se- 
parati armonicamente  da  un  punto  qualunque  della  retta 
e  da  quello  d*  incontro  della  retta  colla  retta  polare  del 
punto. 

Per  tutto  ciò  è  pur  lecito  soggiungere  che  mentre  un 
punto  genera  un  piano  (piano  punteggiato),  la  polare  di 
esso  rispetto  ad  una  conica  qualunque  (tracciata  sul  piano) 
genera  un  piano  (piano  rigato)  in  corrispondenza  involu- 
toria col  precedente.  Del  resto  è  facile  avvertire  come  le 
tre  prime  equazioni  (E)  (n.°  3,  3.^)  (le  quali  esprimono  la 
relazione  che  intercede  tra  le  coordini;  t4>  x\  y\  z'  di  un 
punto  e  quelle  j>,  9,  r  della  polare  di  esso)  costituiscano 
un  caso  particolare  di  quelle  generali  di  correlazione  (§ 
Vili,  n.^  4)  di  due  piani  e  appunto  il  caso  in  cui  il  deter- 
minante di  correlazione  essendo  simmetrico  (§  Vili,  n.^ 
4,  2.^)  i  due  piani  siano  sostenuti  da  uno  stesso  piano. 

Se  un  punto  descrive  un  trilatero,  o  un  quadrilatero, 
etc.  o  un  polilatero,  o  un  infinitilatero  (  curva  d'  ordine  m) 
la  polare  corrispondente  invilupperà  i  vertici  dì  un  trian- 
golo, 0  di  un  quadrangolo,  0  etc.,  o  di  un  poligono  o  di 
un  infinitiangolo  (curva  di  classe  ni). 

Reciprocamente  se  una  retta  inviluppa  i  vertici  di  un 
triangolo,  0  etc,  il  polo  corrispondente  correr;^  sopra  un 
trilatero,  0  etc. 

Le  due  figure  generate  da  un  punto  e  dalla  sua  polare, 
da  una  retta  e  dal  suo  polo  si  diranno  polari  reciproche 
ris|)etto  alla  conica,  od  anco  conjugate. 
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Qualunque  coaica  ha  por  polare  una  conica. 

Qualunque  conica  è  polare  reciproca  di  se  stessa. 

5."  La  (i)  (n."  2,  l.*)  adattata  alla  conica  a.r^-K&j/«-*....=:0, 

cioè  supposto  che  r,  significhi  a^v^-^by^-^cz*-^ ,    ridu- 

cesi  a  tre  termini  e  cioè  v^ ,  il  termine  in  p  e  quello  in 
p^  e  vale  a  far  conoscere  i  due  valori  di  p  relativi  ai  punti 
H,  K  d' incontro  della  retta  congiungente  i  due  punti 
'M(x',y\z),  ^(x'\y\z'')  colla  conica.  Il  coefficiente  di  p,  cioè 


dv.  dì\  dv. 


dx 


è  nullo  se  si  suppone  il  punto  N  sito  sulla  polare  del 
punto  M  rispetto  alla  conica  poiché  detto  coefficiente  non 
è  altro  elio  il  risultato  del  primo  membro  della  (1)  (n."  3, 
3.°)  (a  difierenza  del  fattore  2)  quando  vi  si  ponga  xzzx\ 
y=:y'\  z-niz".  Cosi  la  (i)  nel  caso  riducesi  a  due  termini, 
ossia  alla  forma 


rfy- 

e  porge  due  valori  per  p  eguali  e  di  segno  opposto  corri- 
spondenti a  N  e  M.  Deducesi  (MNHK)i=— 1,  e  cioè  la  se- 
parazione armonica  dei  punti  H,  K  per  parte  di  M,  N,  ed 
inversamente.  Tanto  pone  di  nuovo  in  evidenza  la  corri- 
spondenza involutoria  dei  due  piani  correlativi  generati  da 
un  punto  e  dalla  sua  polare. 

La  conjugazione  armonica  di  due  punti  della  retta  MN 
uno  di  coordinate  (.r'-Kp.r",  y^py\  z'-^-pz")  Y  altro 
(jp'-Kp  V,  y'-^pif,  z'-^p'z")  rispetto  ai  due  H,  K,  è  espri- 
mibile (3.°)  nella  forma 


A 

H 

G 

x'-^p'x" 

H 

B 

F 

y'-py 

G 

F 

C 

»'+pV' 

X  -4-p  X     y  -^p  y     z  -4-p  z 


=0. 


32 
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h 

9 

P'^P'P" 

h 

b 

f 

q-^p-q" 

9 

i 

e 

r'-*.p'r" 

P'^fl'p" 

4^9i' 

r'-t-p"r" 

0 
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Facendo  muovere  i  duo  punti  sulla  MN  si  dà  luogo  ad 

una  involuzione  di  punti  della  quale  H,  K  sono  i  fuochi. 

La  conjugaziono  armonica   di    due    rette   di   un    fascio 

il  cui  centro    sia   V  intersezione    di    due    rette    (p\?V), 

(l)\q"y)     lùspetto  alle  due  rette  del  fascio  tangenti  della 
conica  è  esprimibile  nella  forma 


=0. 


Facendo  variare  p\  q\  etc.  si  dà  luogo  ad  una  invo- 
luzione di  rette  di  cui  sono  rette  doppìele  duo  tangenti. 

6^  Dalla  (e)  (sempre  ritenuta  adattata  alla  conica 
aa?*-i-.,...=0)  deducesi  come  T  equazione  delle  due  tangenti 
alla  conica  uscenti  da  un  punto  (x\y\^)  non  sito  sulla 
conica  sia  esprimibile  nei  termini 

i  ? 

—  Uax  -^hy' '^gz')x'^{hx  -^by' ^  =0 

(a?"  è  stato  sostituito  da  x,  etc). 

Le  due  tangenti  sono  reali  distinte  o  coincidenti,  imma- 
ginarie a  seconda  etc. 

7.^  La  conjugazione  armonica  di  un  punto  e  sua  polare 
rispetto  alla  conica,  e  la  forma  armonica  del  quadrilatero 
e  sue  tre  diagonali  (§  VI,  n.°  1,  8.®)  suggeriscono  un  me- 
todo per  costruire  la  polare  di  un  punto  M  e  poscia  (se 
possibile)  le  due  tangenti  alla  conica  uscenti  dal  punto  M 
colla  sola  riga.  Per  M  si  tirano  in  direzione  arbitraria  due 
rette  che  seghino  la  conica  in  due  punti  reali  H,  K  la 
prima,  H',  K'  la  seconda,  si  segnano  le  rette  HK',  KIT  e 
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il  loro  punto  P  d'  incontro,  le  rette  HH'  KK'  e  il  loro 
punto  Q  d'  incontro,  si  notano  la  retta  PQ  (polare  di  M) 
e  i  punti  (se  possibile)  T,  T'  d*  incontro  di  essa  colla  co- 
nica, e  finalmente  si  descrivono  le  rette  MT,  MT',  le  quali 
risultano  tangenti  della  conica. 

8.^  Segnate  anche  le  rotte  MP,  MQ  si  ottiene  un  tri- 
angolo MPQ  di  cui  ogni  vertice  è  polo  del  lato  opposto  e 
può  quindi  riguardarsi  risultante  da  due  triangoli  polari 
coincidenti,  e  dirsi  triangolo  coniugato  di  se  stesso,  oppure 
auto-conjugato. 

Esistono  per  una  conica  data  triangoli  auto-conjugati  in 
numero  triplamente  infinito  poiché  un  triangolo  auto-conju- 
gato dipende  da  tre  parametri  arbitrarii.  Un  vertice  si  fissa 
ad  arbitrio  sul  |)iano  della  conica  mediante  due  coordinate, 
un  secondo  vertice  si  pone  sulla  polare  del  primo  ed  è  de- 
terminato da  una  terza  costante.  Dopo  ciò  il  triangolo  è 
pienamente  determinato. 

Se  si  costruisce  il  quadrilatero  completo  delle  tangenti 
alla  conica  rispettivamente  nei  punti  H,  K,  H',  K'  e  il  ri- 
spettivo triangolo  delle  diagonali,  vedesi  questo  triangolo 
coincidente  con  quello  dei  punti  diagonali  M,  P,  Q  del 
quadrangolo  HKK'H', 

Una  retta  condotta  per  un  vertice  di  un  triangolo  auto- 
conjugato  è  divisa  armonicamente  dalla  conica  e  dal  lato 
opposto.  Correlativamente  se  da  un  punto  di  un  lato  di  un 
triangolo  auto-conjugato  si  guidano  le  due  tangenti  alla 
conica,  queste  riescono  disposte  armonicamente  rispetto  al 
lato  stesso,  ed  alla  retta  congiungente  quel  punto  col  ver- 
tice opposto. 

Le  infinite  coniche  che  passano  pei  quattro  punti  H,  K, 
K',  H'  hanno  lo  stesso  triangolo  auto-conjugato  MPQ  cioè 
il  diagonale  del  quadrangolo  HKKlf.  Correlativamente  le 
infinite  coniche  tangenti  alle  stesse  quattro  rette  hanno  lo 
stesso  triangolo  auto-conjugato  cioè  il  diagonale  del  qua- 
drilatero delle  quattro  tangenti. 

9.®  Le  coordinate  x\  y\  z'  di  un  punto  che  abbia  la 
stessa  polare  (i?,},^')  rispetto  alle  due  coniche 
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debbono   so<ldisfare       equazioni  (E)   n.^  3,  3."*        alle    con- 
dizioni 

ax-^-hìJ-^gz        lul-^^hy-^fz  gj-k-fy-^cz' 

a\v^i'y'^g'z''^  AV^&V^7  V~  g'x'^f'y^c':!^''^^ 

ossia 

{a-k-\à)x''^[h'k-Kh')y'¥'(g'k-hj)z'z=iO, 

(h'k-k/i')j(;'^(b'^V/)y^(r-^X/')z=0, 

(g^.xg}x''^{r^xnyMc^^>'=o. 

ritenuto  X  dedotto  (C.  A.  R.  §  Vili,  n.°  3)  dalT  ociuazioue 

I  a-^-Xa'    h-k-Xh'    g-^Xg' 

j  h-^XH    b-^W     f-^Xf      =0, 

i  /7-^v  /■-*-^r   c-^^c' 


ossia 


dove 


AjX«-+-r;L«^T;L-4.Az=o  (L), 


'  a'  h!  g' 

A,=;  h'  y  r 

I 

r.<  f  „' 

^  9  f  0 


\  a'    h'    g 
T'=  i  h'    h'    f 

\9'  r  0 


etc. 

Siccome  la  (L)  porge  tre  valori  soltanto  per  X,  cosi  vi 
sono  .sul  piano  delle  due  coniche  tre  soli  punti  tali  che 
ciascuno  abbia  la  stessa  polare  rispetto  alle  medesime. 

La  (L)  vale  pure  a  determinare  le  tre  coppie  di  rette 
appartenenti  al  fascio  di  coniche  ?;-i-Xv'=0,  e  cioè  la 
y-i-X?y=iO  rappresenta  una  coppia  di  rette  se  X'è  dedotto 
dalla  (L). 


Mutato  a  in   Azz 


b     f 

r  e 


,    6  in    B= 


«     9 
9     ^ 


etc. 


Digitized  by  VjOOQ  IC 


—  501  — 

nella  (L),  questa  poppe  tre  valori  di  X  corrispondenti  a  tre 
rette  tali  che  ciascun;i  a!)!i  :i  Io  stosso  polo  rispetto  a  due 
coniche.  La  (L)  ha  per  lo  meno  una  radice  reale,  e  perciò 
dei  tre  vertici  del  triangolo  auto-conjugato  comune  a  due 
coniche  uno  è  sempre  reale.  Se  le  due  coniche  si  segano 
in  quattro  punti  reali  od  in  quattro  immaginari,  la  (L)  ha 
le  tre  radici  X  reali,  e  il  triangolo  auto-conjugato  comune 
alle  due  coniche  ha  reali  i  tre  vertici,  i  quali  sono  i  punti 
diagonali  del  quadrangolo  comune  alle  due  coniche. 

Se  nel  caso  delle  tre  radici  X  reali,  due  sono  eguali  fra 
loro,  allora  due  vertici  del  triangolo  si  confondono  in  uno 
(punto  di  contatto  delle  due  coniche);  il  terzo  vertice  tro- 
vasi nel  punto  d'  incontro  della  corda  comune  colla  tan- 
gente comune  alle  due  coniche,  etc. 

Tutti  questi  casi  sono  compresi  nella  notazione 

< 

> 
(C.  A.  R.  §  XVI,  n.^  li). 

10.°  Se  r  equazione  puntale  della  conica  rispetto  a  tre 
rette  0^=0,  j/=0,  z=0  si  presenta  nella  forma 

«X*-4-^J/*H-Y«*=0, 

il  triangolo  delle  tre  rette  è  auto-conjugato  rispetto  alla 
conica.  L'  equazione  della  polare  di  un  punto  (x\y\z)  è 

e  vedesi  che  il  vertice  (xzzl,  y=z'=.0)  del  triangolo  ha 
per  polare  il  lato  x^zO;  etc.     Le  equazioni 

i/V'r-^V— Y=0,     yVf—zV-{=0 

rappresentano  le  due  tangenti  della  conica  uscenti  dal  ver- 
tice (^'=1,  2/=0,  2=0);  etc. 

Se  r  equazione  tangenziale  della  conica  rispetto  a  tre 
punti  xzzO,  j/=0,  zzzO  si  presenta  nella  forma 

ad?*-h^/-i-Y3*=0, 
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il  triangolo  dei  tre  punti  è  anto-conjiigato  rispetto  alla  co- 
nica. L'  equazione  del  polo  di  una  retta  {x\ìj\z^)  è 

e  vedesi  che  il  lato  (.r'=l,  y=z'=zO)  del  triangolo  ha  per 
polo  il  vertice  a?=:0;  etc. 
Le  equazioni 

y>/^-HV^'=0,       yy/f—zy/-y=0 

rappresentano  i  due  punti  della  conica  che  stanno  sul  lato 
tozzi,  yizO,  2=0);  etc, 

11.°  Due  triangoli  distinti  e  polari  hanno  centro  di  o- 
mologia  ed  asse  di  collineazione.  Tanto  dcducesi  dal  con- 
cetto di  correlazione  involutoria  (3.°)  tra  i  due  piani  gene- 
rati da  uu  punto  e  dalla  sua  retta  polare,  ed  anche  si  può 
riconoscere  mediante  lo  equazioni  delle  congiungenti  i  ver- 
tici dei  due  triangoli. 

Se  i  sei  vortici  stanno  sopra  una  conica,  i  sei  lati  tan- 
gono  un'  altea  conica,  etc. 

12.°  Sempre  facendo  appoggio  sulla  nozione  di  polo  e 
polare  si  possono  esporre  con  metodo  dualistico  le  proprietà 
delle  coniche. 

Considerando  ad  esempio  1'  esagono  iscritto  in  una  co- 
nica, e  il  circoscritto  tangente  alla  conica  nei  vertici  del- 
l' inscritto  vedesi  di  poter  ritenere  i  lati  del  primo  come 
polari  rispetto  alla  conica  dei  vertici  del  secondo,  i  tre 
punti  d'  incontro  dei  lati  opposti  del  primo  come  poli  delle 
tre  diagonali  del  secondo.  Essendo  in  retta  (  teorema  di 
Pascal)  quei  tre  punti  saranno  in  fascio  (teorema  di  Brian- 
chon)  queste  tre  diagonali.  Si  può  anche  procedere  in  senso 
inverso  a  cioè  ammettere  il  teorema  di  Brianchon  e  dedurne 
quello  di  Pascal. 

Trasformando  in  tangenti  due  lati  opposti  dell'  esagono 
inscritto  e  applicando  il  teorema  di  Pascal  si  scorge  come 
siano  in  linea  retta  i  punti  d'  incontro  dei  lati  opposti  di 
un  quadrilatero    s(mplice    inscritto    nella   conica   e  quelli 
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d'  incontro  delle  tangenti  in  rluo  vertici  opposti.  Correlati- 
vamente (quadrilatei'o  polare  del  precedente  etc.)  si  nota 
come  debbano  concorrere  nello  stesso  punto  le  diagonali 
di  un  quadrilatero  semplice  circoscritto  ad  una  conica  e  le 
corde  congiungenti  i  punti  di  contatto  opposti. 

Similmente  trasformando  T  esagono  di  Pascal  in  tri- 
angolo, e  cioè  facendo  divenire  tangenti  della  conica  tre 
lati  dell'  esagono  vedesi  che  sono  in  retta  i  punti  d' incon- 
tro dei  lati  di  un  triangolo  inscritto  in  una  conica  rispet- 
tivamente colle  tangenti  nei  vertici  opposti.  Correlativa- 
mente (figura  polare)  veggonsi  concorrenti  in  uno  stesso 
punto  le  tre  rette  congiungenti  i  tre  vertici  di  un  trilatero 
circoscritto  ad  una  conica  rispettivamente  coi  punti  di  con- 
tatto dei  lati  opposti. 

Altro  esempio. 

Abbiamo  dimostrato  (§  VII,  n.^  8,  7.^)  come  un  fascio 
di  coniche  C-i-AC'=:0  sia  segato  da  una  retta  qualunque 
secondo  una  punteggiata  in  involuzione. 

Pensando  alla  figura  polare  cioè  alla  serie  delle  coni- 
che inviluppate  dalla  polare  del  punto  generatore  delle 
C-i-/eC'=0,  e  al  polo  della  retta  segante  vedesi  il  teorema 
reciproco  del  precedente  e  cioè  se  si  ha  una  serie  di  co- 
niche tangenti  a  quattro  rette  date  (le  quattro  polari  dei 
quattro  punti  per  cui  passano  le  C-hAC'zzO)  e  se  da  un 
punto  qualunque  del  piano  (il  polo  della  segante  qualunque 
delle  C-»-ftC'=:0)  si  guidano  le  tangenti  alle  coniche  que- 
ste costituiscono  un  fascio  in  involuzione,  etc.  etc. 

6.  1.°  Data  una  superficie  algebrica  rappresentata  dal- 
l' equazione  /'(a%j/,5)n0  del  grado  m  in  x,  j/,  z  (coordinate 
cartesiane)  determinare  una  retta  tangente  della  superficie 
nel  punto  {x\y\z}. 

Consideriamo  un  secondo  punto  (x'-^h,  y'-^k,  s'-f-/) 
della  superficie,  e  cioè  notiamo 

/•(a:'-K/t,yV/{,3'-+-/)=/»/'^+A/'V+'/"»'-H:7r/"'x..^-H...=0, 

I- 
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dove  fxf  derivata  parziale  della  f{x\y\z*)'=zQ  rispetto  a  ;/, 
etc.  (C.  A.  R.  §  X,  n.«  15). 

Quest*  ultima  equazione,  detta  r  la  distanza  fra   i    due 
punti  e  posto 

/^  _  A  _   /  _ 

è  traducibile  nella  forma  rX/*V-*-.  ...=0,  ossia  (dividendola 
per  r) 

XV 

>^r.T'-+-iJi/V-*-^A'-»-r2^'^»^"^ =^- 

Ponendo  mO  la  retta  congiungente  i  due  punti  diviene 
tangente  della  superficie,  e  V  equazione  riducesi  a 

ritenuto  X'  limite  di  X,  \\!  di  jjl,  v'  di  v.  Ora  se  {x,y,z)  è  un 
punto  qualunque  di  tale  tangente,  e  p  la  distanza  dello 
stesso  al  punto  {x\%j\z')  di  contatto  si  ha 

X — x'     y — y       z  —5' 


X' 


-=— 7-=— r"=P» 


e  quindi  la  condizione  di  tangenza  di  una  retta   colla  su- 


perficie si  può  esprimere  nella  forma 


X — X 


-r^-^ =0. 


ossia  (moltiplicando  per  p) 

(;^-riO/'V-*-(2/-J/')/V-^(^-^yV=0. 


(•)  Nel  caso  degli  assi  obbliqui  si  ha  (?  II,  n.*  13,  6.») 
cosai.    cos{xy)    cos(xz) 
cos^  1        cosiyz)      ,     etc, 

cosX    cos{yz)        1 

e  nel  caso  degli  assi  ortogonali  X—cos»^  etc. 


1 

sèìi^t 


Digitized  by  VjOOQ  IC 


—  505  - 

Essendo  questa  ©([uazione  'Vi  |>rimo  grado  in  x,  y,  z 
vodesi  cho  il  punto  (.r,?/,3)  può  muoversi  in  un  piano  senza 
che  la  retta  che  lo  congiunge  col  punto  fisso  {x\\j\z)  cessi 
di  essere  tangente. 

Adunque  si  hanno  infinite  rette  pel  punto  {x\y\z')  tan- 
genti della  superficie  e  contenute  in  uno  stesso  piano  rap- 
presentato appunto  dalla  rinvenuta  equazione 

e  che  diremo  piano   tangente  della    superficie    f{x,y,z)'=iO 
nel  punto  {x\y\z). 
Le  due  equazioni 

{x—x)a'^(y—y)b'¥-{z—z)c=0 

(a,  b,  e  costanti  arbitrarie)  rappresenteranno  una  delle 
rette  tangenti  (contenute  nel  piano  tangente)  come  interse- 
zione di  due  piani. 

2.^  Correlativamente  data  una  superficie  algebrica  rap- 
presentata dair  equazione  f{x,y,z)zzO  del  grado  m  in  x, 
y,  z  (coordinate  pliikeriane  di  piano)  si  avrà  l'  equazione 
tangenziale  di  un  punto  della  superficie  sito  sopra  un  piano 
{x\y\z')  nella  forma 

Le  due  equazioni 

{x—x)a-^(y''y)b^,{z—z')c=0 

(a,  b,  e,  costanti  arbitrai-ie)  rappresenterannno  una  delle 
rette  tangenti  (pel  detto  punto)  come  congiungente  di  due 
punti. 

3.*  Rendendo  omogenea  V  equazione  /*{x,y,z):=zO  me- 
diante r  introduzione  di  una  quarta  variabile  u,  e  cioè  scri- 
vendo /'{x,y,ZjU)=zO  per  equazione  della   superficie,  poscia 
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traducendo  quest'  equazion  »  (0.  A.  R.  §  X,  n.^  16)  nella 
forma  xf*co-^yf' y-^z/'^-^-uf^'uZzQ,  e  mutando  nelle  derivate 
/'»t  /*  y .  /*'«  »  /"tt  1*^  ^-%  J/»  ^2;,  w  rispettivamente  in  x\  y\ 
z\  u  si  ottiene  I*  equazione  omogenea  -lei  piano  tangente 
(e  correlativamente  etc.)  nella  forma 

oppure  (usando  la  notazione  differenziale) 

df,  df,  df,  df, 

dx        ^  dy  dz  du 

4.°  Per  r  elissoide  (§  IV,  n.^  7,  l.«) 

x^      y*       z^ 
a*      6*       e* 

il  piano  tangente  in  un  punto  {x,y\z')  sarà  rappresentato 
dall'  equazione 


ossia 


XX      yy      zz 
—T- -1-1^-^-^  =  1. 


Per  la  sfera  a7*-i-j/*-»-s*i=a*  di  raggio  a  si  ha  il  piano 
tangente  definito  dall*  equazione  xx  -^-yy  -^zz'zz^a^.  etc. 

7.  Per  la  determinazione  della  retta  e  piano  tangente 
ad  una  superficie  algebrica  e  correlativamente  etc.  giova 
pur  conoscere  il  seguente  metodo  in  coordinate  omogenee. 

l.*^  L'  equazione  sz=.f(x,y,z)-=zO  rappresenti  una  super- 
ficie algebrica,  e  sia  di  grado  m  in  x,  y,  5,  ti  cooixiiuate 
puntali  omogenee  di  natura  qualsiasi.  È  superficie  dell*  or- 
dine m,  cioè  superficie  che  ha  comuni  m  punti  con  una 
retta.  Si  pongano  nella  s  a  vece  dì  x,  y,  z,  u  le  coorJi- 
dinate  (§  V,  n.^  12,  11.°)  x'-^px",  y-^py",  V-i-ps",  u-^pu 
di  un  punto  qualunque  della  retta  individuata  dai  due  punti 
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(x\y\z\u\  {x\ij'\z'\it").    Si  otiìiMìo   \ fosios,= f{x\y\z\u% 

e  indicati  con    ^-i ,    -,—,  ,     etc.    i   risultati    delle   derivate 
dx      dy 

parziali  della  s  per  xz=:x\  y:=:y,   etc. 

(ds,  ds\  ds,  ds.      \ 

p*  /ds,  \* 

gW'^" )* ■•=»    ('>• 

e  quesf  equazione  di  grado  m  rispetto  a  p  determina  colie 
sue  m  radici  p  gli  m  punti  d*  intersezione  della  retta  colla 
superficie.  Collocando  il  punto  {x\y\z\u')  sulla  s  risulta 
5i=:0,  e  la  (7)  assume  una  radice  nulla.  Sopprimendovi  il 
fattore  p  si  ha 


e  quest*  equazione  vale  a  determinare  gli  altri  m — 1  punti 
d'  intersezione  della  retta  colla  5=:0.  Ora  se  si  scrive 

ds.  (Is.  ds,  ds. 

dx  dy  ^       dz  du  ^  ^ 

vedesi  che  per  quei  valori  di  x\  y\  z\  u'  che  soddisfano 
alla  stabilita  equazione  si  ottiene  dalla  (7)  un  altro  valore 
nullo  per  p,  e  cioè  viene  a  coincidere  col  punto  (x\y\z\ii!) 
un  altro  dei  punti  d'  incontro  della  retta  colla  5=0,  ossia 
la  retta  diviene  tangente  della  superficie.  Ma  l'  equazione 
(t)  (di  primo  grado  in  x\  y\  z\  te")  manifesta  come  il 
punto  (x\y\z'\it')  debba  e  possa  muoversi  su  di  un  piano, 
così  qualunque  retta  del  fascio  che  in  tal  piano  ha  per 
centro  (xaj\z\u')  riesce  tangente  della  5=0,  ed  è  lecito 
perciò  dichiarare  il  ripetuto  piano  come  piano  tangente  della 
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superficie.  Si  può  canoellaiv  ^^li  accenti  alle  ./•",  y\  z\  u\ 
e  scrivere  per  equazione  in  coor«iinate  omogenee  del  piano 
tangente  alla  s  noi  punto  (Jo\y\z\u) 

dSi  ds^  ds^  dsy 

dx'  dy  ^       dz  du 

Associando  quest'  equazione  con  quella  di  un  altro  piano 
pel  punto  {x\y\z\ti),  si  hanno  due  equazioni  rappi'esentanti 

una  retta  tangente     della  s  nel  punto    (x\y\2\u')       come 

intersezione  di  due  piani. 

Qualunque  retta  del  fascio  che  sostenuto  dal  piano 
tangente  ha  centro  nel  punto  T{x\y\z\u!)  sega  ivi  la  su- 
perficie ^=0  in  due  punii  coincidenti  (cioè  è  tangente  della 
superficie),  e  quindi  pure  ivi  sega  in  due  punti  coincidenti 
la  curva  k  (d*  ordine  7n)  secondo  cui  il  piano  tangente 
taglia  la  5=0,  e  (n.""  2,  3.°)  il  punto  (x\y\z\ti')  è  punto 
della  k  multiplo  in  secondo  o  maggior  grado. 

In  generale  poi  si  può  dire  che  se  un  piano  sega  una 
superficie  algebrica  secondo  una  curva  k  che  abbia  un 
punto  T  multiplo  in  secondo  grado,  il  piano  sarà  piano 
tangente  della  superficie  nel  punto  T,  poiché  qualunque 
retta  del  piano  passante  per  T  sega  ivi  la  superficie  in  due 
punti  coincidenti  in  T. 

Il  [unto  T  si  dirà  iperbolico  se  sarà  punto  nodale,  pa- 
rabolico se  sarà  punto  cuspidale,  elittico  se  sarà  punto  iso- 
lato della~^A. 

2.^  L'  equazione  s=f{x,y,z)^:iO  rappresenti  ancora  una 
superficie  algebrica,  e  sia  ancora  di  grado  m  in  x.  j/,  s,  w, 
ma  ritengansi  x,  j/,  z,  u  coordinate  di  piano  omogenee  di 
natura  qualsiasi.  La  superficie  è  di  classe  wi,  cioè  ha 
comuni  771  piani  con  una  retta.  Si  pongano  nella  s  come 
sopra  a  vece  di  a?,  j/,  z,  ti  le  coordinate  (§  V,  n.®  12,  11.^) 
x'-^px",  y-^py,  2'-4-p2",  ti-^pvì'  di  un  piano  qualunque 
del  fascio  che  ha  per  asso  la  retta  individuata  dai  due 
piani  {x  ,y\%  ,xi),  {x\y\z\z").  Si  ottiene  la  (i)  che  colle  sue 
m  radici  p  determina  gli  m  piani  del  detto  fascio  che  toc- 
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cano  la  superficie  s.  Disponendo  il  piano  (a;\y\z\ic)  come 
t-mj^ento  della  s  risulta  5,=:0,  la  (7)  assume  una  radice 
nulla  e  riducesi  alla 

ds^  ,,  p  /ds, 

-0?  -»- 


doo'^ 


e  in  tale  stafco  vale  a  determinare  gli  altri  m — 1  piani 
del  fascio  tangenti  alla  s,  0  in  altre  parole  gli  altri  m— 1 
piani  comuni  alla  detta  retta  (asse  del  fascio)  ed  alla  su- 
perficie s.  Ora  se  si  stabilisce  la  (t)  vedesi  che  per  quei 
valori  di  a;",  y'\  z'\  ii"  che  sofldisfano  alla  (t)  si  ottiene 
dalla  (7)  un'  altra  radice  p  nulla,  e  cioè  viene  a  coincidere 
col  piano  (x\y\z\u)  un  altro  dei  detti  m — 1  piani  ossia  la 
retta  (asse  del  fascio)  diviene  tangente  della  superficie.  Ma 
r  equazione  (t)  di  primo  grado  in  x\  y\  /',  w"  manifesta 
come  il  piano  {x\y\z\u")  debba  e  possa  muoversi  attorno 
ad  un  punto,  cosi  qualunque  retta  del  fascio  che  ha  centro 
in  tal  punto  e  giace  sul  piano  (x\y\z\u)  riesce  tangente 
della  s,  ed  ò  lecito  perciò  dichiarare  il  ripetuto  punto  come 
punto  della  superficie.  Si  può  cancellare  gli  accenti  alle 
x\  y\  z\  u"  e  scrivere  per  equazione  in  coordinate  omo- 
genee del  punto  della  s  sito  nel  piano  (x\y\z\u') 

ds^  dSi  ds^  ds^ 

dx  dy  ^       dz  du 

Associando  quest*  equazione  con  quella  di  un  altro  punto 
sito  nel  piano  {x\y\z\ii)  si  hanno  due  equazioni  rappre- 
sentanti una  retta  tangente       della    s    e    sita    nel    piano 

(x\y\z\u)      come  congiungente  di  due  punti. 

3.^  Se  nella  (7)  1.^  dedotta  dalla  sz=:f{x,y,z,u)=0  (x, 
y,  z,  u  coordinate  puntali)  posto   s^izO      ciò  che  vuol  dire 

collocazione  del  punto  {x\y\z\u')  sulla  superficie  s  pure 
avvenga  che  si  abbia 
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ds.  ds.  ds.  ds, 

-y-^-O,      —,=0,      -7-!,=0,      i-^,=0,         (e) 

dx  dy  dz  du       '         ^  ^ 

si  osserva  che  supposte  le  (e)  si  ha  pure   s^z=:0      allora 
senz'  altro  la  (t)  riducesi  alla 


*  /ds.  ds,  ds.  rf^A* 

Z\dx  dy  -^       dz'  du7  ^^^ 


che  ha  nulle  due  radici  p;  e  nel  caso  qualunque  retta 
(raggio)  della  stella  che  ha  centro  nel  punto  (x\y\:^,u) 
sega  ivi  la  superficie  in  due  punti  coincidenti.  Però  di  que- 
ste 00*  rette  ve  ne  sono  ./:  speciali  che  formano  un  cono 
di  2.^  ordine,  delle  quali  ciascuna  incontra  la  supei'ficie  in 
tre  punti  coincidenti  nel  punto  (x\y\z\u),  e  in  altri  m — 3 
distinti  da  questo.  Tali  ce  rette  cioè  il  cono  da  esse  costi- 
tuiio  è  rappresentato  dall'  equazione 

/ds,  ds.  ds,  ds.      \^ 

dove  si  ritengano  variabili  le  x\  y'\  2",  u".  Per  intendere 
come  sia  cono  (nel  caso  attuale)  il  luogo  della  (y)  si  con- 
sideri la  retta  che  congiunge  un  j)unto  (x\y\z'\u")  sod- 
disfacente alla  (y)  col  punto  [x\y\z\u).  A  tre  punti  d'  in- 
contro di  questa  retta  colla  superficie  sznO  corrispondono 
tre  radici  p  nulle,  che  devono  mantenersi  tali  per  quanto 
si  faccia  muovere  il  punto  {x\y\z'\u")  sulla  retta,  e  perciò 
la  (y)  dove  essere  soddisfatta  dalle  coordinate  di  qualunque 
punto  della  retta.  Cosi  il  luogo  della  (y)  è  costituito  sol- 
tanto da  rette  che  concorrono  nel  punto  (x\y\z\u\  Del 
resto  si  può  anche  osservare  che  V  hessiano  della  (y)  è 
(a  differenza  di  un   fattore    numerico)    il    jacobiano    delle 

ds^     ds^     ds^     dsi 
quattro  forme     j—,  ,   —,  ,   -7-7  ,   y~  ,  0  quindi  deve  annui- 
cix      ^y      (XZ       (tu 

larsi  per  i  valori  di  x\  y\  z,  u  che  mandano    a   zero  le 
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quattro  forme.  Ora  se  V  hessiano  è  nullo  la  (y)  è  trasfor- 
mabile in  una  quadratica  a  tre  variabili  X",  Y',  Z" 

(X"=a^"-K^/-KYs"-KòV )  , 

e  perciò  rappresenta  un  cono  di  vertice  {co\\j\z\\i). 

Supponendo  che  si  abbiano  contemporan3amente  le  con- 
dizioni 

^•=«'  rf^=^'  ^=« d7^='^  ■■■■    ('^^   O 

per  modo  che  la  (7)  riducasi  alia 

jT  W-^  ■*• ;  * ^  [T^ld:^'^  ^  . . .  j   =0  ,    (.), 

allora  qualunque  retta  della  stella  che  ha  centro  nel 
punto  {x\y\z\u')  incontra  ivi  la  superficie  in  t  punti  coin- 
cidenti e  altrove  in  altri  m — L  Fra  le  x*  rette  (raggi) 
della  stella  ve  ne  sono  x  speciali  formanti  cono  d*  ordine 
ty  delle  quali  ciascuna  incontra  la  ^  in  /-h1  punti  coinci- 
denti nel  punto  {x\ìj\z\u%  e  ch3  sono  rappresentate  o  me- 
glio il  loro  cono  dalla  equazione 


Q* )'=»  «• 


ds  d^*'^~^^s 

Se       ..=0,  ^,=0. rf^=0        {k), 

di  modo  che  la  (?)  riducasi  alla  forma 
/ds.   „  \"* 


(*|  L*  a nnollamento  separato  delle  derivate  d'ordine  <— 1  porta 
quello  delle  derivale  degli  ordini  <— 2^  (^3,  ....  2,  1  e  quindi  an- 
che quello  della  Si , 
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la  superficie  5=0  degenera  in  un  cono  d'  ordine  m*'"^  rap- 
presentabile colla  (v). 

L'  hessiano  della  s  è  nullo  nel  caso  e  la  5    trasforma- 
bile in  una  forma  di  m***"^  grado  a  tre  variabili. 

4.'*  Correlativamente     s*  interpretino  in  tutto  il  calcolo 

ed  esposizione  precedente  (3.°)  le  a?,  j/,  z,  w,    x\  y\  *,  u'. 

etc.  come  coordinate  di  piano        se  avvenga  che  colla  e- 

quazione  s^zzO      ciò  significa   che    il    piano    {x\y\z\u)  è 

uno  degli  inviluppanti  la    s      pur  coesistano  le  (e),  allora 

la  (7)  riducesi  alla  (g)  che  ha  nulle  due  radici  .s,  e  nel 
caso  qualunque  retta  del  piano  (x\y\z\v!)  ha  comuni  colla 
s  due  piani  inviluppanti  coincidenti  in  uno.  Però  dì  queste 
oc*  rette  ve  ne  sono  ce  speciali  inviluppanti  una  curva 
piana  di  2.*  classe,  rette  assi  dì  fasci  di  piani  invilup- 
panti la  curva  stessa,  e  delle  quali  ciascuna  ha  comuni 
colla  superficie  szziO  ìvq  piani  inviluppanti  coincidenti  col 
piano  (x\y\z\u)  ed  altri  m— r3  distinti  da  questo.  Tali  x. 
rette  e  cioè  la  curva  da  esse  e  dai  piani  di  detti  fasci 
inviluppata  ò  appunto  rappresentata  dalla  (y)  come  invi- 
luppo di  piani.  Per  intendere  come  sia  curva  piana  V  invi- 
luppo dei  piani  soddisfacenti  alla  (y),  si  consideri  la  retta 
intersezione  di  un  piano  {cc\y" ,z'\u")  soddisfacente  alla  v 
(cioè  le  coordinate  di  esso  messe  in  vece  di  x\  y\  z'\  u") 
col  piano  (x\y\z\ti).  A  tre  piani  inviluppanti  comuni  a  que- 
sta retta  e  alla  superficie  ^=0  corrispondono  tre  radici 
p  nulle,  che  devono  mantenersi  tali  per  quanto  si  faccia 
ruotare  il  piano  {x'\y\z'\u')  attorno  la  retta,  e  perciò  la 
(y)  deve  essere  soddisfatta  dalle  coordinate  di  qualunque 
piano  del  fascio  che  ha  per  asse  la  retta.  Del  resto  si  può 
osservare  come  sopra  (3.**)  che  1'  hessiano  della  (y)  è  nullo 
e  quindi  etc. 

Supponendo  le  {h),  la  (7)  riducesi  alla  (/),  e  allora  qua- 
lunque retta  del  piano  {co\y\z\u)  ha  comuni  colla  szzO  t 
piani  inviluppanti  coincidenti  in  uno,  ed  altri  m—t  distinti 
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da  questo.  Fra  le  ./:*  rette  del  piano  {x\x/^z\v!)  ve  n'  ha 
co  speciali  inviluppanti  una  curva  piana  di  i^^^^  classe, 
retto  assi  di  fasci  di  piani  inviluppanti  la  curva  stessa,  e 
delle  quali  ciascuna  ha  comuni  colla  superficie  ^-i-l  piani 
inviluppanti  coincidenti  col  piano  (x\y\z\u')  el  altri  m— <— 1 
distinti  da  questo.  Tal  curva  è  appunto  rappresentata  dalla 
(il.)    come   inviluppo  di  piani. 

Supponendo  le  (k)  di  modo  che  la  (7)  riducasi  alla  (v), 
r  inviluppo  rappresentato  dalla  ^=0  degenera  in  una  curva 
piana  inviluppo  di  classe  m  rappresentabile  colla  (v). 

8.  I.*  Riprendiamo  in  considerazione  la  superficie  alge- 
brica s=:f(x,y,z,u)'=zO  di  ordine  m  {ce,  j/,  z,  u  coordinate 
puntali)  (n.®  7,  1.®)  e  1*  equazione  (t)  del  piano  tangente 
la  s  nel  punto  (x\y\z\u)  0  cioè  V  equazione  (sopprimendo 
gli  accenti  di  x\  y'\  z'\  te*) 

ds^  ds^  ds^  ds^ 

dx  dy  ^       dz  du  ^   ' 

Se  nella  (t)  si  tengono  costanti  le  x,  y,  z,  u  e  varia- 
bili le  x,  y\  z\  u',  allora  la  (t)  non  rappresenta  più  il 
piano  tangente  della  s  nel  punto  x\y\z\u  ma  bensì  una 
superficie  di  ordine  m — 1  la  quale  sega  la  5=0  secondo 
una  linea  sulla  quale  sono  situati  tutti  i  punti  di  contatto 
delle  rette  tangenti  site  sui  piani  tangenti  che  da  un  punto 
{x,y,z,u)  possono  condursi  alla  superficie.  Si  potrà  riguar- 
dare detta  linea  come  la  direttrice  di  un  cono  avente  il 
vertice  (j?,j/,s,w),  e  di  ordine  ;w(m — 1). 

2.®  Mutando  nella  (z)  x  in  X,  y  in  Y,  etc.  si  ottiene 

ds,  ds,  ds.  d^. 

La  s{=zf{x\y\z\u')^zO  è  di  grado  m,  la   (t)    di   grado 

x'       y'       z' 
m — 1,  la  (t")  di  grado  m— 1  nei  rapporti  —t^t^-t^ 

e  perciò  le  tre  equazioni  (C.  A.  R.  §  XV,  n.*  12)  ammet- 

33 
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tono  7n(m — 1)*  terne  di  valori  dei  detti  rapporti  a  propria 
soddisfazione.  Adunque  per  i  due  punti  (x^y,z,it)  (X,Y,Z,U), 
0  a  dir  meglio  per  la  retta  da  essi  individuata  p.ìssano 
m(m— 1)*  piani  tangenti  della  s.  Questo  numero  m(m— 1)' 
di  piani  tangenti  che  da  una  retta  possono  condursi  ad  una 
superficie  algebrica  s  di  ordine  m  è  la  classe  della  superficie. 
La  condizione  od  equazione  che  assoggetta  un  piano 
mobile  ad  inviluppare  una  superficie  di  ordine  m  sarà  di 
tal  grado  che  trattata  coesistente  colle  equazioni  tangen- 
ziali di  due  punti  porga  m{m — 1)*  soluzioni,  e  cioè  dovrà 
essere  dì  grado  m(m— 1)*.  La  superficie  quadrica  (Superficie 
di  2.^  ordine)  è  di  2.*  classe,  la  superficie  di  3.*  ordine  è 
di  dodicesima  classe,  etc. 

2.°  Il  piano  rappresentato  dall'equazione  ^.r-i-jj/-i-r-2?-H/u=0 
(Pi  (Z»  >%  t  coordinate  del  piano,  x,  y,  z,  u  di  un  punto 
di   esso  piano)   riesce    tangente    della    superficie    sznO    se 

equazione    (t') 

ds^  ckj  ds^  ds^ 

d^'^^P'      d^'^^^'      di^^^'      *?=^'' 

px'-^qx'-^rx^-k-tiL-zzO     (X  arbitraria). 

Eliminando  x\  y\  z\  u  tra  queste  cinque  equazioni  si 
ottiene  appunto  la  condizione  per  cui  il  piano  {p,q^rjt) 
riesce  continuamente  tangente  della  superficie  ^=0,  e  cioè 
si  ottiene  la  sovraccennata  equazione  tangenziale  della  S: 

3.^  Sia  ad  esempio  la  superficie  rappresentata  dall'  e- 
quazione 

s-=zax^  •4-&3/*-4-(?;j^-*-du*-*-2ea?i/-i-2/a?a;-4-2ga?w 
-^Zhyz  -♦-  2hyu  '^2lzu=0 

(x,  j/,  z,  u  coordinate  puntali  omogenee)  e  cioè  sia  una 
quadrica.  Applicando  la  (t)  (1.<^)  risulta  V  equazione  del 
piano  tingente  alla  quadrica  nel  punto  {x\y\z\v!)  espressa 
nei  termini  (ommes^o  il  fattore  2) 
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{ax  -^ey'  -k-fz'  -k'gii)X'^{ex  -^by'  -^hz'  -^ku')]/ 
'^(/'x-^hy'^cz'-^lu')z'^{gx''¥'ky-^lz'^du')z=0         (T). 

Il  piano  px-^-qy-^rz-^tu^zO  coincide  continuamente  col 
piano  (T)  se  conteoiporaneamente  si  verificano  le  cinque 
condizioni 


ax-^ey'-^fz'-^gid^zXp^ 
ex  -^by  -^hz  -^ku'znXq, 
rx'-^hy-^-cz'-^luzz.Xr^ 
gx-^ky  -^Iz  -^du'-^zXt, 
px'^q\/-^rz*'-¥'tu''zz  0 


(p). 


Pertanto  eliminan<lo  x\  y\  z\  ti  tra  questo  cinque  e- 
quazioni  si  ottiene  por  equazione  tangenziale  della  proposta 
quadrica  (sopprimendo  V  arbitraria  X) 


a  e  f  g  p 

e  b  h  k  q 

f  h  e  l  r 

g  k  l  d  t 

p  q  r  t  0 


=0 


W. 


equazione  di  2.^  grado  in  p,  q,  r,  t    come  la  è  la  puntale 
proposta  in  x^  y^  z,  u. 

Convenuto  che  la  notazione 


A  E  F  G 

E  B  H  K 

F  H  C  L 

G  K  L  D 


rappresenti  il   determinante    reciproco   d^r  invariante   od 
hessiano  cho  dir  vogliasi 
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a 

e     f    g 

e 

.  b      h     k 

f 

h      e      l 

g 

k      l      d 

della  quadrica,  la  (0)  sarà  traducibile  nella  forma 
A/>'-i-B(7^-i-Cr*-4.D^'^-4.2Epj-4-2Fpr-4-2Gp^-f.2H^r-K2Kg^-f-2L>-/— 0. 

Pertanto  si  passa  dall*  equazione  puntale  alla  tangen- 
ziale di  una  quadrica  col  mutare  i  coefficienti  a,  6,  e 

rispettivamente  negli  elementi  del  reciproco  dell*  invariante 
della  quadrica,  e  col  cambiare  significato  alle  x\  j/,  z,  xi, 
e  cioè  col  ritenere  che  esse  esprimano  coordinate  di  piano 
mobile. 

È  facile  poi  riconoscere  che  inversamente  data  1*  equa- 
zione tangenziale  Aji)*-i-B^*-f- r=0  di  una  quadrica 

si  passa  alla  puntale  colle  stesse  operazioni  (a  difi^t^renza 
di  un  fattore)  con  cui  dalla  puntale  si  passa  alla  tangen- 
ziale, e  cioè  colle  operazioni  indicate  dalla  notazione 

A    E    F    G     a? 


=0. 


E  veramente  svolgendo  questo    determinante   in    iscrit- 
tura  ordinaria  si  ha 


E 

B    H 

K 

y 

F 

H     C 

L 

z 

G 

K    L 

D 

u 

X 

y    3 

u 

0 

0?' 


B  H  K 
H  C  L 
K    L    D 


A  F  G 
F  C  L 
G    L    D 


■+■ =a;*aA'-»-i/'6A*-+- =0 


(A  invariante  della  quadrica),  ossia   trascurando   il  fattoi  e 
comune  A^ 

ace*-t-by*-*-cz*-*-du*-*'2eanf-*- =0. 
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a?' 


4.*  Per  la  quadrica    -j--»- -t^-h— 1^=1  (elissoide  §  IV, 
n.®  7,  l."")  r  equazione  tangenziale  sarà 


a* 

0 

0 

0 

p 

0 

1 

b* 

0 

0 

9 

0 

0 

l 

e» 

0 

r 

0 

0 

0 

-1 

1 

1 


0 


p        q        r 
(si  è  posto  /=:!),  ossia 


=0 


etc. 


9.  1.®  L'  equazione 


ds^ 


ds^  ds^ 


ds, 


dd'^'^é^y^ 


di 


du' 


'u=0 


rappresenta  (n."  7,  1.^)  il  piano  tangente  della  superficie 
sz=:f((v,y,z,u)  nel  punto  {x\y\z\u')  quando  a?,  y,  z,  u  espri- 
mono coordinate  puntali  variabili  e  x\  y\  z^  u  coordinate 
di  un  punto  della  superficie;  rappresenta  invece  una  super- 
ficie d'  ordine  m — 1  se  a?,  y,  jj,  u  siano  ritenute  coor- 
dinate di  un  punto  fisso  e  x  y  y\  z,  w'  coordinate  di  un 
punto  mobile,  la  qual  superficie  d'  ordine  m — 1  dicesi  la 
prima  polare  del  punto  (a?,j/,3;,i«)  rispetto  alla  superficie 
fondamentale  5=0.  Il  punto  (x^y^z.u)  a  sua  volta  dicesi 
polo*  della  propria  polare,  e  giace  su  questa  se  appartiene 
alla  s  poiché  nel  caso  per  w=ix\  y^^y'^  zzz.z\  wzzxi  si  ha 
appunto 

dSy  ds^  ds^  ds^ 

x-^  -n  yV  ^  2'-4-  —,u'=m/'{x\y\z\u')=0^ 


dx 


dy 
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(C.  A.  R.  §  X,  n.^  16).  Toglion.lo  gli  accenti  alle  variabili 
x\  y\  z\  u'  e  mettendoli  alle  x,  y,  z,  u  si  ottiene  l'equa- 
zione della  prima  polare  di  un  punto  {x\y\z\u^)  nella  forma 

ds  ds  ds  ds 

dx  dy  ^       dz  du 

2.^  La  szzf[xy^z^u),  mutata  la  x  in  x-^-x'^  la  y  in 
J/-I-J/',  la  z  in  z-^z'^  la  n  in  w-4-m',  diviene 

.v-i-D(i>5-i-D(«)5-4- -hD^p)^-i- -i-Dt'^-^^^Df'")^  , 

ritenuto 

\   /       d  d  d  d  \P 

\p\     dx         dy  dz  du/ 

Vedesi  che  come  la  D^^^^ziO  rappresenta  la  prima  po- 
lare del  punto  {x\y\z\it)  rispetto  alla  ^=0,  così  la  D<^J5=0 
rappresenta  la  prima  polare  dello  stesso  punto  rispetto  alla 
D^^>5=0,  polare  da  chiamarsi  seconda  rispetto  alla  super- 
ficie primitiva  ^=0.  Similmente  la  D^^^^^O  rappresenterà 
la  prima  polare  di  (a?',y,2',n')  rispetto  alla  seconda,  e  la  terza 
rispetto  alla  5=0,  e  via  di  seguito.  La  polare  (m — 2)*'*'*''' 
cioè  la  D("*-^^5=iO  è  una  quadrica,  e  la  (m — l)*''»»^  cio^  la 
D('"-i^5=iO  è  un  piano. 

Atteso  la  simmetria  della  sostituzioni^  x-^x\  y-^y\ 
z-^z',  u-^u  si  riconosce  che  V  equazione  della  (w2 — ])«»«« 
polare  cioò  del  piano  polare  ò  esprimibile  sia  nella  forma 
D("»   ^)s=0  che  nella  Dti);Si=0  ritenuto 

(d  d  d  d  \ 

e  che  r  equazione  della  (m — 2)*'*"^   polare  ossia  della  qua- 
diica  polare  si  può  esprimere  sia  colla  notazione  D(*^~2)5=iO 
oppure  colla  D^^^'^iZzO,  e  via  di  seguito. 
L'  equazione 

(d  d  d  d  \ 
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rappresenta  il  piano  polare  di  un  punto  (x\'i/^^,u!)  se 
x\  y\  z\  u  siano  coordinate  costanti  e  a?,  2/1  ^,  w  varia- 
bili f)  invece  rappresenta  la  prima  polare  (superficie  d*  or- 
dine m — 1)  di  un  punto  {x.y^z^u)  se  a;,  y,  %,  u  siano  co- 
ordinate costanti  e  x\  y\  z\  v!  variabili,  e  pertanto  si  può 
dire  che  mentre  un  piano  ruota  attorno  ad  un  punto,  il 
polo  del  piano  descrive  la  prima  polare  di  tal  punto  0  in 
altre  parole:  i  piani  di  una  stella  hanno  i  loro  poli  sopra 
la  prima  polare  del  centro  della  stella. 

Qualunque  piano  at,  potendo  guardarsi  come  congiun- 
gente e/:*  centri  di  stelle  di  piani  ai  quali  centri  corri- 
spondono 2c*  prime  polari  avrà  il  polo  contemporaneamente 
sopra  le  dette  piimo  polari,  ma  due   qualunque    di    queste 

polari  si  segano  secondo  una  curva  d'ordine  (m — 1)*     cioè 

curva  segata  in  (m — 1)^  punti   da   un   piano  qualunque 

cosi  tutte  le  ripetute  polari  hanno  comune  detta  curva,  e 
qualunque  punto  di  questa  è  polo  di  (x.  In  modo  simile  si 
vedr..  che  mentre  una  superficie  quadrica  ruota  attorno 
ad  un  punto  fisso,  il  polo  della  quadrica  si  muoverà  sopra 
la  seconda  polare  di  tal  punto.  In  generale  tutte  le  super- 
ficie d*  ordine  p  che  passano  per  un  dato  punto  avranno  i 
loro  poli  sopra  la  (m— J9)*"""  polare  del  punto.  Qualunque 
superficie  d*  ordine  p  avrà  per  polo  qualunque  punto  della 
curva  comune  alle  ce*  polari  (m — p)**«»«  corrispondenti 
rispettivamente  agli  oc^  punti  della  superficie,  curva  che 
sarà  d'  ordine  {m—pY, 

Se  una  superficie  d'  ordine  p  passa  per  un  suo  polo, 
questo  dovrà  allora  stare  sopra  la  superficie  fondamentale 
sz=.f{x,y,z,u):=iO  poiché  nel  caso  si  ha  la  condizione 


( 


d  d  d  d  \P 


dw        ^  dy  dz  du  / 

la  quale  a  difierenza  di  un  fattore   numerico    (teorema .di 
Eulero)  equivale  a  .9=:/(.7?,j/,3;,m)=0. 

10,  1.^  Guardando  la  (T)   (n.°    8,   3.^)   come   equazione 
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del  piano  polare  di  un  punto  (x\y\z\v!)  rispetto  alla  qua- 
drica  5z=aa7'-i-ftt/*-i-...,...^0,  allora  le  quattro  prime  delle 
(P)  portano  la  coincidenza  del  piano  px-^qy-^rz-^tu^zO 
col  detto  piano  polare,  la  quinta  costringe  il  polo  (x,y\z\ti) 
a  giacere  sul  proprio  piano  polare  e  quindi  questo  a  riescir 
tangente  alla  quadrica  nel  punto  (a?',y',^,w'). 
Pertanto  T  equazione 

Ap*-4.B5'*-HCr«-f-D^«-i-2Epj-i-, =0 

esprime  la  condizione  perchè  un  piano  mobile  {p,q^t*^t)  con- 
tenga continuamente  il  proprio  polo. 

2.^  Qualora  venga  dato  un  piano   px-^qy-^rz-^tuzzQ, 
e     sia    a    determinarne    il    polo     rispetto    alla    quadrica 

5=aa?*-4-&j/*-i- =0,  varranno  le  quattro  prime  delle  (P) 

(n.^  8,  3.®)  a  determinare  le  x\  y\  z\  w'  coordinate  di  esso 
polo,  e  si  avrà  da  esse 

«?'=—(  Ap-^Eq-^Fr^Gt  )  , 
y'=-r(  Ep-^Bq-^Ur^Kt^  , 
2=— (  Fp^Uq-^Cr^U  )  , 

u=—(  Gp-HK5'-i-Lr-4-D/  j  . 

Se    la    ax^-^-by^-^ =zO  e   la    px-^qy-^rz-^tuzzQ 

sì     guardano     come    equazioni     tangenziali  ,     allora     la 

Ap*-i-B(7'-4- z=0  rappresenta  la  conica  per  punti  {p,q,^\t) 

e  le  x\  y\  z',  ii  saranno  le  coordinate  del  piano  polare 
del  punto  px-^qy-^-rz-^tuzziO. 

3.^  La  (T)  (n.®  8,  3.^)  non  si  altera  scambiando  x  con 
x\  y  con  y\  z  con  z\  ìt  con  ii\  quindi  essa  rappresenta 
il  piano  polare  del  punto  (x\y\z\ti)  oppure  del  punto 
{x,y,z,u)  rispetto  alla  quadrica  ax^-t-by*-*- =0  a  seconda 
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che  siano  ritenute  costanti  le  oo .  t/,  a',  u  e  variabili  le 
0?,  y,  %y  u,  oppure  siano  ritenute  costanti  le  x,  y,  z,  u  e 
variabili  le  x\  y\  z\  u\  Pertanto  se  si  hanno  due  punti 
dei  quali  il  primo  trovisi  sul  piano  polare  del  .secondo,  a 
sua  volta  il  secondo  dovrà  trovarsi  sul  piano  polare  del 
primo.  Àncora:  se  un  punto  descrive  un  piano,  il  piano 
polare  del  punto  inviluppa  il  polo  del  piano  cioè  ruota 
attorno  il  polo  del  piano.  ' 

Se  un  punto  descrive  una  retta  (asse  di  fascio  di  piani) 
il  piano  polare  del  punto  inviluppa  i  poli  dei  piani,  i  quali 
poli  devono  essere  perciò  in  linea  retta.  Se  un  punto  de- 
scrive questa  seconda  retta,  intanto  il  piano  polare  del  punto 
inviluppa  la  prima. 

Diremo  conjugati  due  punti  se  1*  uno  giace  sul  pia))o 
polare  dell*  altro,  due  piani  se  1*  uno  passA  pel  polo  del- 
r  altro,  polari  reciproche  due  rette  se  1*  una  è  il  luogo  dei 
poli  dei  piani  del  fascio  che  ha  per  asse  1*  altra. 

Se  la  retta  polare  di  una  retta  R  incontra  una  retta 
R',  a  sua  volta  la  polare  della  R'  incontra  la  R  e  in  que- 
sto senso  le  due  rette  R,  R'  sono  a  dirsi  conjugate. 

La  (T)  (n.®  8,  3.^)  si  può  dire  la  condizione  per  cui  due 
punti  {iv,y,z,u),  (.^'^2/,J^w')  riescono  conjugati  rispetto  alla 
quadrica  ax^-^ =0,  e  si  può  scriver  nella  forma 


A  E  F  G  07 

E  B  H  K  y 

F  H  C  L  ;5 

G  K  L  D  u 

x'  y'     z!  li'  0 


=0, 


che  si  trasforma  nell*  equazione  puntale  della  quadrica 
quando  i  due  punti  divengono  coincidenti  cioè  si  confon- 
dano con  un  punto  {x,y,z,u)  della  quadrica. 

Correlativamente  le  condizione  perchè  due  piani  (p^q^r^t), 
(p,q\r\i)  siano  conjugati  fra  loro  sarà  esprimibile  nella 
forma 
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a  e  f  g  p 

e  b  h  k  q 

f  h  e  l  r 

g  k  l  d  t 

p'  q'  r'  t!  0 


=0, 


che  mutasi  nelTequazione  tangenziale  ridila  quadrica  quando 
i  due  piani  divengano  coincidenti  e  cioè  si  confondano  con 
uno  {p,q,r,l)  tangente  della  quadrica. 

Un  piano  che  contiene  il  proprio  polo  è  tangente  in 
esso  alla  quadrica,  cosi  possiamo  dire  che  tutti  i  punti  di 
un  piano  tangente  hanno  i  loro  piani  polari  disposti  a  stella 
attorno  il  punto^di  contatto.  I  punti  in  linea  retta  sul 
piano  tangente  hanno  i  loro  piani  polari  a  fascio  attorno 
una  retta  pel  punto  di  contatto. 

Il  punto  d' incontro  di  tre  piani  tang*  nti  è  polo  del 
piano  dei  contatti,  etc. 

4.^  Essendo  univoca  la  corrispondenza  tra  punto  e  suo 
pi  ino  polare,  tra  piano  e  suo  polo  è  manifesto  che  le 
due  forme  geometriche  di  prima  specie  cioè  punteggiata 
e    fascio   di    piani    polari    corrispondenti    sono   projettive. 

La    retta   sostegno   della    punteggiata     e   quella   (asse) 

che  sostiene  i  piani  polari  sono  polari-reciproche       .    Cosi 

saranno  omografiche  e  quindi  projettive  la  detta  punteg- 
giata e  quella  che  verrà  segnata  sulla  retta  sostegno  dai 
piani  polari  detti.  L*  insieme   delle    due  punteggiate   darà 

luogo  ad  una  involuzione  di  punti  poiché  si  tenga  pre- 
sente la  simmetria  della  (T)  (n.^  8,  3.^)  rispetto  alle  x,  .„, 
x\ ,  un  punto  della  retta  sostegno  considerato  appar- 
tenente tanto  alla  prima  quanto  alla  seconda  punteggiata 
ha  sempre  per  conjugato  lo  stesso  punto.  Fuochi  dell'  invc- 
luxione  saranno  i  due  punti  reali  distinti  o  coincidenti  op- 
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pnre  immaginarli  d*  incontro  della  retta  colla  quadrica. 
Saranno  projettivi  il  piano  punteggiato  e  la  stella  dei 
piani  polari  dei  punti  del  piano. 

Detto  piano  punteggiato  e  quello  rigato  che  in  esso 
verrà  impresso  dalla  stella  dei  piani  polari  costituiranno 
due  piani  polari  correlativi  involutorii.  A  cagione  dell*  av- 
vertita involutorietà  si  può  diro  che  i  due  punti  d*  incontro 
di  una  retta  (reali  distinti  o  etc.)  colla  quadrica  sono  se- 
parati armonicamente  da  un  punto  qualunque  della  retta 
e  dal  punto  d*  incontro  della  retta  col  piano  polare,  ed 
inversamente. 

Del  resto  è  facile  avvertire  come  le  quattro  prime  e- 
quazioni  delle  (P)  (n.®  8,  3.**)  (lo  quali  esprimono  la  rela- 
zione che  intercede  tra  le  coordinate  x\  y\  i',  u'  di  un 
punto  e  quelle  p,  q  i\  t  del  piano  polare  di  esso  punto) 
costituiscano  un  caso  particolare  di  quelle  generali  (§  VITI, 
n.®  5)  di  due  spazii  e  appunto  il  caso  in  cui  il  determi- 
nante di  coirelazione  è  simmetrico  (§  Vili,  n.*  5,  2.®). 

Le  due  figure  generate  da  un  punto  e  dal  piano  polare 
si  diranno  polari  recipi'oche  o  semplicemente  polari  rispetto 
alla  quadrica  fondamentale. 

Se  un  punto  descriverà  sopra  di  un  piano  un  triangolo, 
un  quadrilatero,  etc,  un  poligono,  una  curva  (poligono  in- 
finitilatero)  il  piano  polare  di  quel  punto  invilupperà  gli 
spigoli  di  un  angolo  triedro,  tetraedro,  etc,  poliedro,  un 
cono.  Qualunque  conica  ha  per  polare  un  cono  quadrico. 
In  generale  una  superficie  algebrica  d*  ordine  m  ha  per 
polare  una  superficie  algebrica  di  classe  m. 

Cosi  una  superficie  quadrica  ha  per  polare  una  quadrica. 
etc.    Se  la   quadrica  sarà  rappresentata  dalT  equazione 

n=ax^-^Vy^-¥'dz^^dii^'¥^2exy'^2f'xz-^2gxri 
'^2h'yZ'¥-2k'yu-^2Fzu=0 

(a?,  j/,  2,  u  coordinate  puntali),  la  superficie  polare  della 
stessa  rispetto  alla  szzax^-^by^-^ =0  sarà  rappresen- 
tabile puntalmente  coli'  equazione 
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d 

e' 

r 

9' 

ds 

dx 

è 

b' 

h' 

k 

ds 
dy 

r 

K 

e'- 

t 

ds 
di 

9' 

k 

t 

d! 

ds 
du 

ds 

ds 

ds 

ds 

dx 

dy 

dz 

du 

0 

=0 


(r). 


Il  piano  polare  di  un  punto  {x\y\z\u')  rispetto  alla  szzO 
è  definito  dall'  equazione 

ds^  ds^         ds^  dò'j 

dx  dy'  ^       dz!  du  ' 

e  il  piano  tangente  alla   n=0   in    un    punto    {x\y\z'\u") 
dalla 

dn^  dìii  dn^  dn^ 

ritenuto         ^=2  (a'x"^e'y"'^f'z"'^g'v:'  ),  etc.,      e 

dw,  dn^  dn^  dn^ 

-T—r,  x"-^  -r-r,  u"-^  -i-n  z" -^  -j-j,v!'=0.      Stabilendo  le  con- 

dx"  dy"^       dz'  du" 

dizioni 


ds^     dn^  ds^     dn^  ds^     dn^  ds^     dn^ 

e  quindi 


W~da-"'      ^dy'~dy"'      ''dz'-'dz"  '      ^dil—'du' 


ds,         ds.  ds,         ds. 

d^''-^d^'y^dj''^M"=^' 
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i  duo  piani  vengono  a  coincidere  in  uno  tangente  della 
n=0.  Eliminando  x\  \j\  z'\  iC  fra  le  cinque  condizioni 
risulterà  per  la  determinazione  del  polo  {a)\y\z\u)  (abban- 
donando gli  accenti  delle  x\  y\  z\  u  e  Tarbitraria  p)  ap- 
punto la  (tt). 

Una  quadrica  può  riguardarsi  polare  reciproca  di  so 
stessa  e  rispetto  a  se  stossa,  poiché  mentre  un  punto  cam- 
mina sulla  quadrica  il  piano  polare  la  inviluppa.  Una  co- 
nica sita  sulla  quadrica  ha  pt'r  polare  un  cono  tangente 
la  quadrica  secondo  la  conica  ed  avente  verlice  nel  polo 
del  piano  della  conica. 

Se  un  punto  descriverà  un  tetraedro,  un  pentaedro,  etc. 
un  poliedro,  etc,  il  piano  polare  invilupperà  i  vertici  di  un 
tetraedro,  etc. 

Una  curva  e  a  doppia  curvatura  (curva  non  piana)  ha 
per  figura  polare  una  superficie  rigata,  la  quale  ha  una 
curva  di  punti  vertici  o  di  regresso.  Questi  punti  vertici 
sono  i  poli  dei  piani  osculatori  della  e  (*),  e  quindi  la 
curva  dei  punti  di  regresso  può  dirsi  corrispondente  alla 
superficie  osculatrice  (costituita  dagli  elementi  di  osculo 
dei  piani  osculatori)  della  e. 

Un  tetraedro  si  dirà  auto-conjugato  se  qualunque  ver- 
tice di  esso  sia  polo  della  faccia  opposta,  e  potrà  ritenersi 
risultante  da  due  polari  coincidenti  in  uno.  Cosi  una  retta 
spigolo  del  tetraedro  auto-conjugato  sarà  la  polare  dello 
spigolo  opposto,  e  due  rette  spigoli  (uscenti  dallo  stesso 
vertice)  saranno  tali  che  1*  una  incontrerà  la  polare  del- 
l' altra,  e  cioè  saranno  conjugate. 
5.*  La  (j)  (n.*  7, 1.®)  adattata  alla  quadrica  aa7*4-&j/*-i-..=0, 

cioè  supposto  A'i=aa?'*-H&j/'*-i-.. ,  riducesi   a   tre  termini 

(^j ,  il  termine  in  p,  e  quello  in  p')  e  vale  a  far  conoscere 
i  due  valori  di  p  relativi  ai  punti  H,  K  d*  incontro  della 
retta  congiungente  i  due  punti  M(a?',3/,:5',w'),  N(a?",2/",V,w") 
colla  quadrica.  Il  coefficiente  di  p,  cioè 


(')  Dicesi  osculatore  un  piano  contenente  tre  punti  contigui  della  Ct 
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ds,  ,,      ds,  ,,      ds,  ,,       ds,    „ 
dx  dy^        dz  du 

è  nullo  se  si  suppon'3  il  punto  N  sito  sul  piano  polare  del 
punto  M  rispetto  alla  quadrica  ^z=0,  poiché  detto  coefficiente 
non  è  altro  che  il  risultato  del  primo  membro  dell'  equa- 
zione del  piano  polare  di  N  per  x=:x",  2/=t/",  etc.  equa- 
zione (T)  n.^  8,  3.*     .  Cosi  la  (7)  riducesi  a  due  termini,  e 

porge  due  valori  per  p  eguali  e  di  segno  opposto  corri- 
spondenti uno  a  N  e  r  altro  a  M.  Deducesi  (MNHK)= — 1, 
e  cioè  la  separazione  armonica  di  H,  K  per  parte  di  M, 
N,   ed    inversamente. 

Tanto  pone  di  nuovo  in  evidenza  la  corrispondenza  in- 
volutoria  dei  due  spazii  correlativi  generati  da  un  punto 
e  dal  suo  piano  polare. 

La  conjugazione  armonica  di  due  punti  della  retta  MN 
è  esprimibile  nella  forma  (3.^) 


=0. 


Facendo  muovere  i  due  punti  sulla  MN  si  dà  luogo  ad 
una  involuzione  di  punti  della  quale  H,  K  risultano  fuochi. 
Mutando  A  in  a,  E  in  e,  otc.  x  in  p\  %j  in  }',  etc,  a?"  in 
p^',  y"  in  f",  etc.  nella  ora  posta  equazione,  si  ottiene  1'  e- 
spressione  della  conjugazione  armonica  di  due  piani  di    un 

fascio     il  cui  asse  sia  l' intersezione  di  due  piani  (p\^,r\i), 

(p'\Q"y\t")    rispetto  ai  due  piani  del  fascio  tangenti  della 
quadrica. 


A 

E 

F 

G 

x't-p'x" 

E 

B 

H 

K 

y'^p'y" 

F 

H 

C 

L 

z-t-p'z" 

0 

K 

L 

D 

u'h-p'u" 

iv'-*-p"x" 

y'^p'Y 

z'-*-p'z" 

u 

'-t.p"u" 

0 
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Facendo  variare  j?',  q,  etc,  si  dà  luogo  ad  una  involu- 
zione di  piani  di  cui  sono  piani  doppi  i  due  tangenti  la 
quadrica. 

6.®  Dalla  (7)  (n.^  7,  1.**)  sempre  ritenuta  adattata  alla 
quadrica 

deducesi  come  1*  equazione  del  cono  quadrico  di  vertice 
fisso  {x\y\z\n')  e  circoscritto  alla  quadrica,  cioè  formato 
dalle  tangenti  uscenti  da  {x\y\z\u%  sia 

(aa?'*-*-ftj/''-|.cV»H- )(ax"^^by'^'^cz"^^ ) 

=0 

(x",  y",  i",  u"  variabili). 

Qoest'  equazione  che  potremo  anche  dire  la  condi- 
zione perchè  una  retta  individuata  da  due  punti  (oo',y',3f,u')> 
{a!",ì/\i",u")  tanga  la  quadrica  5=0       può   tradursi   nella 

forma 

A    E  *  F    G     x'     x" 

E  B  H  K  1/'  y" 

F  H  C  L  a'  «" 

Q  K  L  D  vi  u" 

a?'  1/  «'  u'  0  0 

a;"  y"  «"  u"  0  0 


=0 


H 


ossia  sviluppando  secondo  prodotti  binarii  di  minori  tratti 
dal  sistema  delle  orrizzontali  quinta  e  sesta  e  dal  comple- 
mentare formato  dalle  orrizzontali  1.',  2/,  3.*,  4/  (C.  A. 
R.  §  IV,  n.^  3  e  §  VII,  n.'  2) 
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X     y 

^'   y' 


X 


e    L 

L    D 


X 

y 

« 

a 

e 

x' 

y" 

X 

e 

b 

A-4-...=0 


(A  invariante  delia  0),  ossia,  trascurando  il  fattor   comune 

A,    {xy"—x'yy){ab--é')^ =0. 

I  sei  binomi  x'y" — x"y\  xz!'—x*'z,  etc.  valgono  (§  VI, 
n.*  3,  6.^)  le  sei  coordinato  radiali  della  retta  congiun- 
gente  i  due  punti  {x\y\z\ti),  (od\y'\%'\v!'),  e  ponendo 
p^.^-zzx'y" — x"y\  p^,^:=:yz" — j/'V,  etc,  la  detta  condizione 
potrà  scriversi  nella  forma 


^ab—e^)p\,^^(hc—h*)pl 


.=0 


(Ph 


forma  omogenea  nelle  p. 

Ritenute  le  p  variabili,  la  (p)  rappresenta  allora  1'  in- 
sieme delle  Qc^  rette  tangenti  la  superficie  quadrica  ^=0. 
L'  insieme  di  tali  tangenti  suolsi  chiamare  Co^nplesso  di 
secondo  grado  (*)  poiché  appunto  quelle  di  esse  tangenti 
che  escono  da  un  punto  M  qualunque  dello  spazio  formano 
attorno  ad  esso  un  cono  quadrico  (cono  ciicoscritto  alla 
quadrica)  e  quelle  di  esse  che  giacciono  in  un  piano  P  vi 
danno  luogo  ad  un  inviluppo  di  2.^  classe  cioè  inviluppano 
la  conica  secondo  cui  la  quadrica  5=0  ò  segata  dal  piano 
P.  Se  il  punto  M  viene  a  porsi  sulla  quadrica  il  cono  de- 
genera in  due  piani  coincidenti  col  piano  tangente  in  M  la 
quadrica.  Se  il  piano  P  viene  a  disporsi  tangenzialmente 
alla  quadrica  la  conica  degenera  in  due  punti  coincidenti 
nel  punto  di  contatto  del  piano  P  colla  quadrica. 

Indipendentemente  dalla  (7)  si  può  giungere  alla  (co) 
colle  considerazioni  che  seguono.  Un  punto  qualunque  della 
retta  congiungente  i  due  punti  {x\y\z\u')y  {x'\y'\z!\u')  è 
rappresentato  dall'  equazione 

([i^'-^va?'')pH-(ji.y'-*-vj/'')3'-i-(|juj'-*-v;a;'')r-*-(fiu'H'Vu')^= 


(')  Salhon.  Geometria  Analitica  a  tre  dimensioni  80  d, 
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(PjQy^yi  coordinate  di  piano  mobile,  ja,  v  arbitrarie).  Un 
punto  della  quadrica  è  rappresentato  tangenzialmente  dal- 
r  equazione 

(Ap'-*-E^'-*.Fr'-HGOp-»-(Ei9'-HB<7^-HHrVKO? 

(luando  si  ritengano  p\  q\  r\  <  coordinate  di  un  piano 
tangente  la  quadrica,  e  coinciderà  con  quello  della  retta  se 

Lauretta  poi  riescirà  tangente  della  quadrica  se  essa 
verrà  a  porsi  sul  piano  tangente  (p\q\y\t'),  cioè  se  si  ve- 
rificheranno le  condizioni 

xp'  -^y'q  -^z'r'^ui  =0, 
x"p'^ifq'^^'r-^u"t'=0. 

Eliminando  fra  le  sei  equazioni  (le  quattro  precedenti 
e  queste  due)  i  cinque  rapporti 

p        q'       r'        i'         |i 

1  j  t  t 

V  V  V  V  V 

si  avrà  (C.  A  R.  ,^  Vili,  n.^  3)  per  risultato  la  (ro).  rite- 
nuto soppresso  il  fattore  X  che  apparirebbe  nelle  verticali 
5.*  e  6."  del  rieterminanto  risultante. 

Correlativamente  T  equazione  tangenziale  (cioè  in  coor- 
dinate di  piani)  «Iella  conica  (inviluppo  di  2.*  classe)  inter- 


sezione della  quadrica  j  che  tangenzialmente  è  rappresen- 
tata dair  equazione  Aj?'-PBj*-*-C>'*-f-Di'-i-2E/?9-4-2F^9r-i- 
2Gjt»/-i-2H(7r-i-2Kg/-i-2Lr^=0  \  con  un  piano  {p'.q'y/)  sarà 

34 
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4A.p'«-t-B(7"-K )(Ap"»-HB?"'- 


l 


—  (Ap'-«-Eg'-i-F>-'-HaOp"-H{Ep'-»-B(?'-4-Hr'-f-K0'/' 

il 

-*-{¥p'-t-ììq'-i-Cr'-*-Lty"-¥-{Gp'fKq'-i-Lr'-t-Dt')f    =0, 
{p'\  Q'\  ^".  '"  variabili). 

Quest'  equazione  che  potremo  dirìa  la  condizione  pe^ 
che  una  retta  individuata  dai  due  piani  {p',q',r',t'),  {p',q",r"X) 
tanga  la  quadrìca      può  tradursi  nella  forma 

a  e  f  g .p'  p" 
e  b  h  k  q"  q" 
f   h    e    l     r'     r" 


g    k    l     d  £  t" 

p'   q'    r'    <  0  0 

p"  }"    r"  f  0  0 
ossia  sviluppando  secondo  etc. 


=0, 


P' 

q' 

t 

e 

/ 

P" 

?" 

l 

d 

1  p' 

q' 

t 

A 

E 

y 

A 

P" 

q" 

E 

B 

=0, 


o  trascurando  A.  (l?V— PY)*(A^B— E*)-4- =0. 

I  sei  binomi  v'q"—p"q\  etc.  valgono  (§  VI,  n.^  3,  6.') 
le  sei  coordinate  assiali  delia  retta  intersezione  dei  due 
piani  (p\q\r\(),  {p\q"y\t%  e  ponendo  oL^.^^p^q—fq. 
a^^^^zq'r" — j"r',  etc,  la  detta  condizione  potrà  scriversi 
nella  forma 


(AB-EVx,t-^(BC-H>%,3-i- =0 

forma  omogenea  nelle  a, 


(«) 
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Ritenute  le  :«  variabili,  la  (a)  rappresenta  allora  le  oc* 
rette  tangenti  la  superficie  quadrica.  L*  insieme  di  tali  rette 
tangenti  (per  ciascuna  di  esse  passano  due  piani  tangenti 
coincidenti  in  uno)  è  quello  stesso  Complesso  del  secondo 
grado  che  è  rappresentato  dalla  (p)  poiché  quelle  di  esse 
tangenti  che  sono  in  un  piano  qualunque  dello  spazio  ivi 
inviluppano  la  conica  (comune  al  piano  ed  alla  quadrica), 
e  quelle  di  esse  che  passano  per  un  punto  ivi  formano 
cono  circoscritto  alla  quadrica. 

Si  può  verificare  la  equivalenza  delle  due  equazioni 
(p)  e  (a)  mediante  la  proporzionalità  osservata  (§  VI,  n.° 
3,  6.«),  e  mediante  la  relazione  che  (C.  A.  R.  §  VII,  n.^  2) 
intercede  fra  i  minori  di  2.^  grado  di  A  e  del  reciproco  di  A. 

7.°  I  piani  polari  ji,  v  dei  due  punti  ìA{x\y\z\v!), 
^{pc\y'\z'\u')  sono  rappresentati  dalle  equazioni 

'^(fX'^hy'-^cs^'¥'lu')Z'^{gx'k-^y-^lz''^du')u=zO, 
(ax'' ^ey' -^fz' '^gu')x-^{ex  -^hy' -^hz" '¥'kii'')y 
'^{fx'''^hf-^cz'-^lu'')z^(gx^ky''-^lz''-^d^ 

U  intersezione  |jiv  dei  due  piani  è  la  retta  polare  della 
retta  congiungente  MN  dei  due  punti.  Indicando  con    p^,, , 

Pti3 ,  ....  le  coordinate  radiali,  e  con  «p, ,  «,,3 , 

le  assiali  della  retta  MN,  e  con    p  i„  ,  p\,^ ,  .  .  .  .    le    ra- 
diali, a'p, ,  a  ,,3 , le  assiali  della  jav  si  ha 

p,,-xY-xy,     p,,,=yY-y"z\   etc, 

Pni  _  P213  __  Pan  _  Pju  _  P«'4  _  Pr>4 
^—         — —  "       "■"         —  -^  » 

ao/'-^ey-^fz  -^gti            ex  -^by  h- hz'  -•- ku' 
ax"^ey"^rz"-^gu"        ex" -^by" -^hz" -^ku" 
aftp,„-f-^Apj,3-*- •    etc, 

Pnt__P^>3_P  3»l_^  Pp4_PtH__  ?\m 

f  —    ~7  — —        ;  —        f  —    '~f  —     ~,  . 

<*8»4        «i»4         *«»4         ^tit         *8»1         *nt 


J»« — 
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Due  rette 

/Pv2  »  Pt»8  » '•adiali   X  yC''^  '  "*'' ^'adlali    x 

^«1,,,  ««.3  , assiali  /  '  ^^m  •  £?i3 assiali   / 

sono  conjugate  cioè    la    polare    dell*  una   sega    V  altra   so 
(§  VI,  n.^  3,  6.®)  le  loro  coordinate  verificano  l'equazione 

ossia 

(a6p,.,-H^Apj,j-H  ,  .  .  .  )  Tp,-4.  ....  =0  (pt). 

Ciò  vuol  dire  che  la  polare  della  R  incontra  la  V  e 
quindi  anche  che  la  polare  della  V  incontra  la  R.  Si  può 
esprimere  lo  stesso  per  mezzo  delle  a  e  delle  e. 

8.^  Se  r  equazione  puntale  della  quadrica  fondamentale 
rispetto  a  quattro  piani  fonda  Lentali  x=0^  j/=0,  3=0, 
leziO  si  presenta  nella  forma  aa?'4-fcy*-i-c2*-<-dM*=0,  il 
tetraedro  dei  quattro  piani  è  auto-conjugato  rispetto  alla 
quadrica.  L'equazione  del  piano  polare  di  un  punto  {x\y\z\u) 
è  ax'x-^by'y-^czz-^duuzziO^  e  vedesi  che  il  vertice 
{x*=z\,  y'zzz'zzu!=zO)  del  tetraedro  ha  per  piano  polare 
la  faccia  x:=zO,  etc. 

Se  i  coefficienti  a,  b,  e,  d  sono  tutti  di  un  segno  la 
quadrica  fondamentale  ò  immaginaria,  ma  il  sistema  polare 
da  essa  dipen  lente  è  reale 

Le  equazioni  precedenti  (6.^,  7.^)  (ritenuta  la  quadrica 
fondamentale  rappresentata  com*  è  lecito  dall'  equazione 
ax^-^-by^-t-cz^-^-du^zizO)  si  semplitìcano.  Così  la  (p)  (rap- 
presentante le  rette  tangenti  della  quadrica)  diviene 

abp\,^'^bcp\,^'^cap\,^'^adp\,^^bdp\,,'*'cdp\,,=0         (p'), 

etc. 

La  (pr)  diviene 

«&Pp^'^l.^-^-^^'P^»3T^^.^-^C«p31lT3,,•+-al^ipp^Tp^-H/;rfpJ,4TJ,^-4-CCip^ 

Si  può  esprimere  lo  stesso  colle  a  e  colle  e. 
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Pvt        Pltg        PsM         Pl»4         Pvi        P9U 


'^m         '^«»S         "^3*1         '^l»4         ^1^4         '^3»< 

la  (pt)  si  tramuta  nella  (p). 

9.®  Determinare  il  punto  (it?,y,2;,M)  di  contatto  di  un 
piano  tangente  condotto  alla  quadrica  flfa?*-»-ftt/*-K-c;2;*-4-rfM*=0 
(quadrica  riferita  ad  uu  tetraedro  auto-conjugato)  per  la 
retta  definita  dai  due  punti  (x\y\z\u')^  {x\ì/\:^\u"). 

Le  coordinate  p,  g,  r,  t  di  un  piano  che  passa  pei  tre 
punti  {x,y,z,u),  {x\y\z\u),  {x"jj\z\u")  debbono  essere  vin- 
colate dallo  tre  equazioni 

px  -^qy  -^-rs^  -^-tu'^iO, 
px"^qf^rz''H^tu"=0, 
dalle  quali  si  deduce 


u 

y   « 

vi 

y'  *' 

) 

vi' 

y'  *" 

y(M'z"-tt"«')-«(M't/"-«'V)-«(?/«"-!/'V) 

l~ 

X 

y    i 

-  T{;ij'z'-y"z')—y(a'z!'  -x"z')^z{x'y"-cd'y) 

x' 

y   *• 

x" 

y"^' 

x     u 


X'     W 


_  —x{u'z"—u"z')—z{^x''u"—x"u')^u{x'z"-x"z') 


X 

y 

u 

x' 

y 

u' 

x" 

y" 

u" 

_—x{i/u"—fu'}-t-y{x'u"-x"u')—u{x'y"-x"y) 
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e  dicendo  Pi,^ ,  p^.^,  etc.  le  coordinate  radiali  della  congiun- 
gente  i  punti  {x\y\z\ul  {x\y\z\^')  veggonsi  \ep,q,rj 
rispettivamente  proporzionali  ai  quattro  trinomi 

— Pr4^-^-PiMy— Pi»«w,    P„3^-»-p,,ii/-»-Pp^a;. 

Le  coordinate  del  piano  polare  del  punto  {x^y^ZM)  sono 
ax^  by,  cz,  du  (semiderivat  j  parziali  della  quadrica),  e 
quindi  se  diciamo  X  un  fattore  di  proporzione  e  stabiliamo 
le  condizioni 


— p3My-^-P»»4^— PriW=^«^i 

P3.4^  — Pl,4«— P3,lW=%i 

— P,.4^-^Pl.4J/  —Pi  „U=XC«, 


{^), 


xa 

PSM 

— Ptu 

Pt,3 

PiH 

Ift 

Pvi 

Ps.i 

Più 

—Più 

Xc 

Pi'» 

— P».3 

— P3.1 

-P1.1 

Xd 

il  piano  {p,q,r,t)  diviene  polare  del  proprio  punto  (rr,j/,«,M), 
e  cioè  tangente  della  quadrica  nel  punto  {x,y,z,u). 

Eliminando  a?,  y^  z,  u  fra  le  quattro  condizioni  si  ha 


=0 


(determinante  gobbo)  ossia  (C.  A.  R.  §  VII,  n.«  16) 
aficdX^ -H  (aip*i  „ -Kftrp*  j,3 -4-r?ap*3, 1 -4-adp*p4 -i-6dp%H 

-*-Crfp%,4)X«-^(p3,^Op,-4-p,„P3,j-».p,,3P,„)*=0, 

0  ancora  (detto  2<p  il  coefficiente  di  X*  e  ^*  il  termine  in- 
dipendente da  X) 

aftcdX^-»-29X*-K^p«=0, 


e  quindi  abcd^^zn — 9ltV^9* — àbcd'\i^  .  Si  deducono  quattro 
valori  X',  —X'     X",  —X"     per  X. 
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Mettendo  V  oppure  — X'  invece  di  \  nelle  equazioni  (X) 
e  deducendo  poi  da  tre  di  esse  x,  y,  z,  u  si  ottengono  le 
coordinate  del  punto  di  contatto  colla  quadrica  di  uno  dei 

due  piani  tangenti  per  la  retta  (pi,,,  p^,  , ),  e  mettendo 

X"  oppure  — X"  e  deducendo  etc.  si  ottengono  le  coordinate 
dal  punto  di  contatto  colla  quadrica  dell*  altro  piano  tan- 
gente per  la  stessa  retta. 

Se  9=0  i  due  punti  di  contatto  coincidono   e  la   retta 

(ppt  »  Pt«3  f )  diviene  tangente  alla  quadrica,  e  appunto  la 

9=0  coincide  colla  (p). 

Si  può  rifare  il  precedente  calcolo  supponendo  la  qua- 
drica rappresentata  dall*  equazione  generale 

aa7*-*-fty*-»-c;i*-»-rfM*-4-2^a7y-K2/a7;J-K =0. 

Si  ottengono  le  equazioni  precedenti  nella  forma  più 
generale  possibile. 

Si  passi  al  problema  correlativo  interpretando  le 
X,  j/,  z,  M,  x\  y\  z\  m',  x\  y\  7Ì\  v!'  come  coordinate 
di  tre  piani. 

10.^  Determinare  Y  equazione  puntale  dei  piani  tangenti 
che  per  una  retta  rappresentata  puntalmente  dalle  equazioni 


p'a?-Kg''t/-Kr'a;-K^M=0, 
p"x-^q"y-k-r"Z'¥'fu=0 


(V'y  ?»  ^'  ^'»  P»  ?'»  ^"»  ^''  coordinate  di  piani,  x,  y,  z,  u 
di  punto  mobile)  possono  condursi  ad  una  superficie  qua- 
drica rappresentata  puntalmente  dalla 

aa?*-4-&y*-Kc»*-KrfM*=0, 

e  tangenzialmente  dalla 

Ajp*-4-B?'^-KCr*-4.Dw«=0. 

Un  piano  qualunque  del  fascio  che  ha  per  asse  la  retta 
sarà  rappresentato  dall'  equazione 

p'x-^q'y'^rZ'¥-t'u-¥'X{p"x'^g''y'^r"Z'^fti)=0, 
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ed  avrà  per  coordinate 

p-^Xp'\     q'-^-Xq",     r-i-Xr",     t'-^k^. 
Se  queste  coordinate  soddisferanno  alla 

e  cioè  se  sarà 

il  piano  riescirà  tangente  alla  quadrica.  Cosi  eliminando  X 
tra  le  due  equazioni  risulta  per  equazione  puntale  com- 
plessiva dei  due  piani  tangenti 

ÌpX'^q"y'^r"z'^fuyikp'^'^Bq'^'k'Cr'^-^Du'^) 

-2{p'X'^q'y'^r'Z'^t'ii){p'\r^q'y^r''Z'^t''u](kp'f'^l^^^ 

^(p'X'^qy-¥'7^'z^tu)\kp'''^Bq'^'^Gr''^^Dr)=0. 

Correlativamente  determinare  V  equazione  tangenziale 
dei  punti  d^  incontro  di  una  retta  rappresentata  tangenzial- 
mente dalle  equazioni 

(  xp-^yq-^z'r-i^tit^zO, 
\  xp-^yq-^-z'r-^xi'tzzQ 

colla  quadrica  precedente.  Si  avrà  per  equazione  tangen- 
ziale complessiva  dei  due  punti. 

-♦.(rr>-i-?yg-H2V-K?i'0'^(aa?''«-4-&/*-4-C2''*-4-rfM''«)=i:O. 

11. <>    Per    r  elissoide     — ,  ^  -^  ^  ^,  =1    (§  IV,  n.« 

rt*         6*         e*  ^"^ 
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7,  1.^)  (•)  si  avrà  il  cono  tangente  (cono  circoscritto,  o 
delle  tangenti)  di  vertice  (it7\i/\3',M')"  rappresentato  dall'e- 
quazione 

^'^       y^      2;'*       \/a7*      y*       5*        \       /x.v'     yy      zi        \* 

Se  il  vertice  (x\y\z)  è  esterno  all'  elissoide,  il  cono  è 
reale. 

Se  il  vertice  (x\y\z)  si  pone  sulla  elissoide  l'equazione 
d'^l  cono  diviene 


/xx       yy'       zt!         \* 


e  cioè  si  tramuta  in  due  piani  coincidenti  col  piano  tan- 
gente dell'  elissoide  nel  punto  (x\y\z').  Se  si  pone  {x\y\z') 
entro  V  elissoide  1*  equazione  del  cono  ammette  la  sola  terna 
reale  X'=.x\  y'=-y\  zz=.z\  e  si  ha  un  cono  immaginario 
con  vertice  reale.  Per  x'zzy'-zzz'znO  si  ha 

J7*       y*       3* 
a*       6*       e' 

cono  immaginario  che  ha  per    vertice    1'  origine. 
Sta  bene  osservare  che  la 

x^      y*       2*       /xx'      yy'       Z7Ì\^ 
ò^"*"  ~¥'^  "c*"^  Va^'^  W^  "?"/ 


(0 


rappresenta  un  cono  col  vertice  uell'  origine  (centro  del- 
l' elissoide)  e  avente  per  base  Y  intersezione  dell'  elissoide 
col  piano  polare  del  punto  (x,y\z').  Mutando  il  segno  di 
e*  si  avranno  coni  relativi  all'  iperboloide  ad  una  faMa,  e 
mutando  anche  quello  di  b^  coni  relativi  a  quella  a  duo 
falde,  etc. 


D  In  questo  caso  i  tre  piani  coordinati  Oxy^  Ojz,  Oyz  e  il  piano 
air  inOnito  formano  un  tetraedro  auto-conjugato. 
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Mutando  x  in  cp-*-x',  y  in  y-*-y',  z  in  «-t-/,  Tequazione 
del  cono  diviene 

W*  fe*"*"  Wyo»"^  6**  c*~  /"Va'  "*■  &«  "^  c«/- 

Eguagliando  a  zero    i   coefficienti    di   a?',   y*,    2*,   cioè 
ponendo 


1  /y'*       «'»       \ 
1  /a;'»       y*       \ 


l 


(1) 


3'^=- 


la    trasformata   si 


a*  6* 

donde    a/^izi-g- i    3/*="^'  ^ 

semplifica  nei  termini 


e  i  nuovi  assi  sono  generatrici  del  cono,  cioè  tangenti  del- 
Telissoide.  Vi  sono  dunque  otto  coni  coi  vertici  rispettiva- 
mente negli  otto  punti 

ciascuno  dei  quali  possiede  come  generatrici  tre  tangenti 
ortogonali  fra  loro  dell'  elissoide. 

Facendo  ruotare  gli  assi  attorno  T  origine  in  modo  che 
si  mantengano  fra  loro  costantemente  ortogonali,  la  somma 
dei  coefficienti  di  rp%  y*,  2*  non  varia,  dunque  esistono  in- 
finiti coni  (fra  cui  gli  otto  precedenti)  aventi  i  loro  vertici 
sopra  r  elissoide 
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ossia  (sopprimendo  gli  accenti  e  moltiplicando  per  a^b^c^) 

ciascuno  dei  quali  possiede  come  generatrici    tre   tangenti 
ortogonali  dell'  elissoide 

a?*      j/*       2* 
a'      6*       e* 
etc.  etc. 

Correlativamente  etc. 


(*)  BaroT  ET  Bouquet.  Gomplement  de  Geometrie  Ànalytique  n.  297. 
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§  XI. 

La  quadrica  del  piano  deGnita  da  coordinate  cartesiane,  e  di- 
scussa col  metodo  della  trasformazione  delle  coordinate,  centro  a 
distanza  finita,  ridazione  dell'  equazione  al  minimo  di  termini,  dia- 
metri coDJugati,  assi  principali  dell*  elisse  e  dell'  iperbole,  involuzione 
dei  diametri  conjugati,  equazione  in  funzione  dei  semidiametri,  cen- 
tro air  infinito,  riduzione  deli'  equazione  al  minimo  di  termini,  assi 
coniugati  e  loro  involuzione,  nozione  di  polare  e  polo  applicata  ai 
diametri  —  diametri  e  corde  supplementari  nelF  elisse  e  nell*  iper- 
bole, diametri  coniugati  eguali  —  equazioni  di  diametri  conjugati, 
e  relativa  equazione  d'  involuzione,  somma  dei  quadrati  di  due  dia- 
metri conjugati  deir  elisse,  differenza  dei  quadrati  di  due  diametri 
conjugati  deir  iperbole,  equazione  dell*  iperbole  agli  assintoti,  lo- 
sanga delle  coordinate  del  vertice,  costanza  deli*  area  del  parallelo- 
grammo delle  coordinate,  etc.  —  equazione  delle  tre  curve  elisse,  iper- 
bole, parabola  riferite  al  vertice  —  fuochi  delle  stesse  —  La  qua- 
drica dello  spazio  definita  da  coordinate  cartesiane  e  discussa  col 
metodo  della  trasformazione  delle  coordinate,  centro,  centri,  casi  del 
cono,  del  cilindro,  delia  coppia  di  piani,  piani  diametrali  conjugati  e 
diametri,  piani  e  diametri  principali  —  elissoide,  iperboloide  a  una,  a 
due  falde,  cono  assintoto,  paraboloide  ellitico,  iperbolico,  etc.  —  nozioni 
di  polare  e  polo  applicate  ai  piani  diametrali,  involuzione  etc.  — 
piano  diametrale  conjugato  con  una  data  direzione,  coppie  di  piani 
diametrali  conjugati,  piano  diametrale  normale  alla  direzione  colla 
quale  è  conjugato  —  quadrica  di  rivoluzione  —  quadriche  simili, 
costanza  deir  aggregato  dei  quadrali  di  tre  diametri  conjugati  e  del 
volume  del  loro  parallelepipedo,  della  somma  dei  quadrati  delle  pro- 
iezioni sopra  una  retta,  sopra  di  un  piano  —  elissoide  generala  da 
un  punto  determinato  di  una  rella  mobile  —  triedro  ortogonale  in- 
viluppante una  quadrica  —  circoli,  rette  sulla  quadrica  —  coniche 
focali  della  stessa. 

1.  1.®  Il  metodo  della  trasformazione  delle  coordinate 
agevola  la  discussione  dei  luogo  di  una  equazione.  Ne  fa- 
remo applicazione  alle  quadriche. 
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L*  equazione  generale  di  secondo  grado 

ax^-^2hxy'^by^'^2gjo-¥'2fy'^cz=:0        (u) 

(j:,  ìj  coordinate  cartesiane,  a,  2h,  6, coefficienti  dati) 

è  reduttibile  con  opportune  trasformazioni  a  tre,  o  anche 
a  due  soli  termini  a  seconda  dei  valori  e  segni  dei  coeffi- 
cienti a,  A,  b,  g,  f,  c\  Se  gli  assi  Ox,  Oy  non  sono  orto- 
gonali si  può  far  ruotare  V  uno  o  V  altro  attorno  Torigine 
O  in  modo  da  renderli  ortogonali.  Ciò  non  altera  ne  il 
grado  ne  il  numero  dei  termini  (§  IX,  n.®  2)  della  proposta 
equazione. 

a)  Ritenuti  adunque  gli  assi  Ox,  Oy  ortogonali  sì  muti 
X  ia  X'¥-x  e  t/  in  y-^y.  Si  ottiene  una  trasformata 

(u;^'¥-2hxy-^by*-¥'2{ax'^hy'^g)X'¥-2{hX'^by-¥'f)y-¥'c'=0 

{d—ax^^2hx']j^by^'^2gxJ-^2fy^c\ 

la  quale  riducesi  alla  forma 

per  quei  valori  di  x\  y   che  soddisfano  alle  condizioni 

e  cioè  per 

,_bg—hf         ,_af—hg 
^'—h^^ab'     y-'h'—ab   ' 

Questi  valori  poi  sono  le  coordinate  del  punto  d*  incontro 
delle  due  rette  rappresentate  dalle  equazioni  ax-^-hy-^gz^O, 
Aa7-+-ftj/-4-/=0  (x,  y  coordinate  primitive),  e  sono  finiti 
quando  A* — db  <  oppure  >0,  infiniti  quando   A' — a6=0, 

a        h       g 
indeterminati  quando      "7"=?  "r"=  "7"  ■ 

Pertanto  affinchè  sia  possibile  il  trasporto  d'  origine 
nel  punto  {x\y)  bisogna  che  si  abbia  A* — ab  <  oppure  ;>0. 
Siccome  la  {p)  non  si  altera  pel  mutamento  di  x  in  — x 
e  di  t/  in  — 2/,  cosi  è  manifesto  come   nel  caso   la    nuova 
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origine  biseghi  qualunque  corda  (x,y)  (— .r, — y)  e  sia  per- 
ciò a  dirsi  centro  della  locale  della  proposta  equazione. 
Facendo  poi  variare  la  x  nella  (u),  determinando  in  corri- 
spondenza la  t/  e  costruendo,  con  facilità  si  riconosce  coaae 
nel  caso  di  A® — ab<^0,  la  {v)  abbia  per  luogo  una  curva 
ovale  (olisse)  che  talvolta  diviene  circolo,  oppure  un  elisse 
immaginaria,  oppure  due  rette  immaginarie  che  s'  incon- 
trano in  un  punto  reale;  e  nel  caso  di  A*— a&>0  la  (r) 
abbia  per  luogo  una  curva  (iperbole)  costituita  da  due  rami 
doppi  infiniti,  oppure  due  rette  reali. 

Si  ha  per  luogo  le  due  rette  immaginarie  o  reali  quando 
c'=0,    ossia  quando   coesistono  le  tre  coudizioni 

aa/ -^hy' -^gz^O,    Aa?'-*-fty -4-/=0,    gx'-^fy'-^czzOy 
e  cioè  è  nullo  Y  invariante 

a    h     g 
h    b     f 
9     f     0 
Si  tenga  presente  che 

c'^zx\aa)' -k-hy  '^)-^y\hx  -^-bxj -k/*) -^gx  -^fy  h-c. 
b)  Ponendo  nella  (v) 
x=Xcos{xX)'¥'Ycos{xY),    y=Xcos{yX)'¥'Ycos(yY)     (s) 

X,  Y  coordinate  rispetto  a  nuovi  assi,  e  cos{yX)zzsen{xX), 

cos{yY)^zsen{xY)      (§  IX,  n.®  2,  b)  si  ottiene  una  nuova 

trasformata 

AX*-h2HXY-kBY*-hc'=0, 

dove  A,  H,  B  indicano  funzioni  di  a,  A,  6  e  dei  due  an- 
goli arbitrari  (xX),  {xY).  Posto  H=0  la  trasformata  ridu- 
cesi  alla  semplicissima  forma 
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Siccome  la  H=iO  dipende  dai  due  angoli  (j^X),  (a7Yj  dei  quali 
uno  può  fissarsi  ad  arbitrio  cosi  è  a  dire  che  per  la  curva 
di  2.**  ordine  a  centro  esistono  infiniti  sistemi  di  assi  coor- 
dinati siffatti  che  rispetto  a  ciascuno  di  essi  1*  equazione 
della  stessa  presentasi  nella  forma  (v).  Se  i  nuovi  assi  vo- 
glionsi  ortogonali  non  si  ha  che  una  sola  quantità  dispo- 
nibile   r  angolo  (xX)    per  verificare  la  HzzO,  e  perciò  fra 

i  detti  sistemi  di  assi  un  solo  (in  generale)  è  ortogonale. 

La  forma  della  (v)  manifesta  che  a  qualunque  valore 
della  X  corrispondono  due  valori  dello  stesso  modulo  e  di 
segno  contrario  per  la  Y,  e  a  qualunque  valore  della  Y 
corrispondono  due  valori  dello  stesso  modulo  e  di  segno 
contrario  per  la  X,  cosi  V  asse  delle  X  bisega  le  corde 
parallele  ali*  asse  delle  Y,  cioè  è  conjugato  colla  direziono 
deli'  asse  delle  Y,  e  Y  asse  delle  Y  bisega  le  corde  paral- 
lele air  asse  delle  X  cioè  è  conjugato  colla  direzione  di 
quest*  asse.  I  due  assi  sono  adunque  due  diametri  conju- 
gati,  e  si  può  dire  che  1*  olisse  e  1*  iperbole  ammettono 
un'  infinità  di  sistemi  di  diametri  conjugati,  fra  quali  un 
solo  ortogonale  e  cioè  quello  degli  assi  principali. 

Il  fascio  dei  diametri  è  a  riguardarsi  risultante  dalla 
riunione  di  due  fasci  in  corrispondenza  univoca  involuto- 
ria,  e  la  H=0  ossia 

acos{xX)cos(xY)'k'h    cos{xX)sen{xY)-^cos{xY)sen{xX)\ 

-^bsen{xX)sen(  xY)z=0 
traducibile  nella  forma 

a-KA  lang{xX}'^(ang{xY)  '¥'blang{xX)tang{xY)    =0 

simmetrica  rispetto  a  tarig{xX)  e  tang{xY)  esprime  (§  VII, 
n/  6,  6.°)  appunto  V  involuzione  dei  diametri.  I  due  raggi 
uniti  di  quest*  involuzione  sono  definiti 

— A-kV^À*^^ 
da         tafig{xX)zztan(j{xY)zz ^ V  uno, 
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da         tang{xX)=tang{xY)= 7 1'  altro, 

e  pertanto  sono  gli   assintoti    della    conica.   La   equazione 
complessiva  dei  medesimi  é 

y= ^ X 

se  la  conica  si  rappresenta  colla  (v),  è 

hg—a/"     ^h±Vh*—ab/      hf—bg\ 


y-^ 


h^—ab  ~  b 

se  la  conica  si  rappresenta  colla  (u).  Quest*  ultima  equa- 
zione coincide  con  quella  data  (§  III,  n.^  13  pag.  161  in 
fondo).  Nel  caso  però  degli  assi  coordinati  obbliqui  il  rapporto 

^h±V¥^^b 
b 

vale  il  rapporto  dei  seni  (§  II,  n.^  I,  2.^)  degli  angoli  for- 
mati dair  assintoto  cogli  assi  coordinati. 

e)  1  valori  di  A,  B  pel  caso  degli  assi  principali  sono 
deducibili  da  un'  equazione  di  2.^  grado,  quale  vien  sug- 
gerita dalle  seguenti  osservazioni.  La  parte  a  2.^  grado 
della  (v)  e  cioè  la  quadratica  binaria  ax^-^Zhxy-^by*  per  la 
sostituzione  (s)  diviene  AX*h-BY'.  Inoltre  a7*-Kt/*=X*-i-Y*. 
Cosi  la  forma  (a — X)a7*-K2/ia?y-»-(6  —^)y^  per  la  sostituzione 
(s)  mutasi  nella  (A — X)X'-h(B— X)Y*.  Il  modulo  quadrato 
della  sostituzione  {s)  è  eguale  all'  unità,  e  perciò  invariante 


a— X     h 
h  b—X 


k—X    0         1 

I  ,     f)     ossia, 
0  B-X  ^ 


(*)  Con  tutta  f&cilità  si  può  dimostrare  che  un  determinante  il 
quale  abbia  per  elementi  le  derivate  parziali  delle  metà  delle  prime 
derivate  parziali  di  una  forma  (funzione  omogenea)  quadratica 


(M;*-H6y*-HJ2*-h ~h2hj}y-h2kxi-h 
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X*— (a^ft)X-4.aft— A*=(A— X)(B— X). 
Vedesi  che  A,  B  sono  le  radici  X  dell'  equazione 

e  cioè 

A^ X ,      B=i 


Se  gli  assi  primitivi  non  fossero  ortogonali,  converebbe 
dedurre  A,  B  dalT  equazione 


a — X  h—cos{xy) 

h—cos{xy)    ft— X 


=0. 


(dipendente  da  «lue  o  più  variabili  j?,  y,  i,  .  .  .  ),  e  cioè  abbia  per 
elementi  a^  K  K  ,  ,  .  .  assume  (per  cagione  di  una  sostituzione  li- 
neare nella  forma)  a  fattore  il  quadrato  del  modulo  della  sostitu- 
zione e  che  quindi  è  a  dirsi  invariante.  Si  tenga  presente  che  per 
una  sostituzione  lineare 


X  =:pX-f^Y-f-rZ-H  .  .  .  .  ,  y=piX-f^iY-4-riZ-H 


la  forma  diviene 

AX«-+-BY«-4-GZ*-H  .  .  . 

(A,  B,  .  .  .  .  funzioni  di  a,  h^  . 
e  che  perciò  se  si  pone 


-H2HXY-4-2KXZ-4-  . 


Pi  Q, 


Pi*  Qv )f 


P     <i 

r  . 

11= 

Pi    Qi    ^1  • 

•  • 

1 

a  senso  del  dichiarato  de 

ve  aversi 

a    h    A  .  .  .  . 

A    H    K.  .  . 

h    b 

k 

1^*= 

H    B 

K 

36 
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d)  Qaalora  si  vogliano  costruire  gli  assi  principali  data 
la  (v)  converrà  dedurre  i'  angolo  (xX)  dalla  Hi=0.  Siccome 

cos{a;Y)=i—sen{xX),  cos(tjX)=sen{xX),   cos(tjY)'=zcos{x\), 
cosi  la  HnO  può  scriversi  nei  termini 

—  asen{xX)cos{xX)  -k  rco5*(a7X)  — 56'n*(a7X)  1  h  -h  bsen{xX)cos{xyi)zii}. 

sen2{xX) 
ossia  (a — b) hcos2{xX)=0,        e  quindi 

2h  _ 

iang l{xX)= -—z  .    Segnata  sopra  Ox  un  ascissa  OP=il, 

2A 
una       PV=-— t     parallela  all'  asse  Oj/,  la  OV,  una  retta 

OX  bisegante  V  angolo  YOx,  ed  una  OY  ad   angolo   retto 

colla  OX,  si  avranno  in  queste  due  ultime  rette   OX,  OY 

gli  assi  principali. 

0 
Quando    azzb,  h=0,  tang2{xX)z=— .  Nel  caso  esistono 

per  la  conica  infiniti  sistemi  di  diametri  conjugati  ortogo- 
nali, e  la  conica  è  circolo. 

e)  Dalla  (v')  in  coordinate  obblique  od  ortogonali  dedacesi 

e' 
per    Y=:0,  X*z=—  — =  +a'S 

A       — 

e' 
e  per    X=0,  Y«=—  —=+V\ 

D 

e  perciò  1*  equazione  della  conica  in  funzione  dei  semmeoti 
reali  o  immaginari  che  taglia  sugli  assi  è 

I    ^*     .2/* 

(si  è  mutato  X  in  a?  e  Y  in  y), 

2.^  a)  Quando  h^—abzzO,  il  centro  della  conica  (u)  (V) 
è  air  infinito,    e    nel    caso    le  due  rette    oa? -»-Aj/-*-^=0, 
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Aa?-H&y-i-/=0    sono  parallele.  Facendo  nella  (m)  la  sosti- 
tuzione (s)  (ì.^  b)  si  ottiene  la  trasformata 

AX«-h2HXY-hBY*-k2GX-h2FY-hc=0. 

Pongasi  H=:0.  Siccome 


a 

h 

A 

H 

h 

b 

V*= 

H 

B 

[\x  modulo  della  sostituzione),  cosi  ÀBrzO,  e  quindi  assieme 
con  H  s'  annulla  A  oppure  B.  Vi  sono  dunque  infiniti  si- 
stemi di  assi  coordinati  OX,  OY  siffatti  che  rispetto  a  cia- 
scuno di  essi  r  equazione  della  conica  presentasi  nella  forma 
AX*h.2GX-h2FY-hc=0,  oppure  BY«-»-2GX-k2FY^c=0. 
Uno  fra  i  detti  sistemi  di  assi  è  ortogonale. 

Il  fascio  degli  infiniti  sistemi  di  assi  coordinati  OX,  OY 
sopradetti  è  da  considerarsi  risultante  dalla  riunione  invo- 
lutoria  di  due  fasci,  ma  a  cagione  di  h^ — a&=0  i  due  raggi 
uniti  coincidono  in  uno  definito  da 


n  a 

tang{xX)=—  —  =—  — 


[ 


si  tenga  presente  la  H=0,  ossia 

a'¥'h\tang(a;X)'^tang(xY)     '^btang{(vX)tang{xY)=0    , 

e  con  questo  poi  coincide  il   corrispondente    di   qualunque 
raggio.  Cosi  i  ripetuti  infiniti  sistemi  di  assi  coordinati  OX, 
OY  hanno  in  comune  un  asse,  il  quale   può   essere   consi- 
derato tanto  come  asse  OX,  quanto  come  asso  OY. 
b)  Se  r  una  o  V  altra  delle  equazioni 

AX*-k2GX-h2FY-hc=:0,     BY«-h2OX-k2FY-hc=0 

vuoisi  trasformare  in  coordinate  ortogonali  varrà  pel  cal- 
colo di  A  0  di  B  la  (p),  dove  si  ponga  ab — A*=:0,  cioè 
varrà  1'  equazione  X* — (a-»-ft)X=0  donde  XzzO,  X=a-Hft, 
cioè  A  oppure  B=0  e  B  oppure  Arra -1-6.  ^ 
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e)  La  AX*-»-2GX-»-2FY-Hc=0    (dove  F    non   sia  zero) 
mutando  X  in  X-»-X',  e  Y  in  Y-»-Y',  diviene 

AX«H-2(AX'-*.G)X^2FYH-AX'*-4-2GXV2Fr -4-6—0, 
che   r  posto      Ar-4-G=0,    Ar*-4-2GX'H-2FY'-4-c=0, 

G  G*— Ac  1 

donde         X'zz—  —  ,     Y=-^j^       (valori  finiti)  J 


riducesi  alla  forma  binomia  AX*-»-2FY=:0.  Similmente  la 
BY*-*-2GX-»-2FY-»-cz=0  (dove  G  non  sia  zero)  è  reduttibile 
alla  forma  BY*-*-2GX^0.  La  curva  luogo  è  un  doppio 
ramo  infinito  (parabola).  La  AX*-h2FY=0  manifesta  che 
qualunque  corda  parallela  alT  asse  delle  ascisse  è  bisegata 
da  quello  delle  ordinate,  che  1*  asse  delle  ascisse  è  tangente 
della  curva  nel  punto  d'  origine;  e  la  BY*-»-2GX=iO  che 
qualunque  corda  parallela  all'  asse  delle  ordinate  è  bisegata 
da  quello  delle  ascisse,  etc,  e  che  quindi  in  ogni  casj  i 
due  assi  sono  a  dirsi  coniugati. 

Pertanto  la  parabola  ammette  infiniti  sistemi  (fra  quali 
uno  ortogonale)  di  assi  conjugati,  di  cui  uno  è  diametro, 
r  altro  tangente  della  curva.  I  diametri  al  finito  sono  ira 
loro  paralleli,  e  ciascuno  ha  per  corrispondente  la  retta  al- 
l' infinito. 

d)  L'equazione  AX*-*-2GX-»-c=0,  oppure  BY*-»-2FY-*-c=iO 
definisce  una  coppia  di  rette  parallele  reali  distinte  o  coin- 
cidenti, o  distinte  immaginarie.  Mutando  nella  prima  X  in 

G  . 

X —  si  cade  nella  trasformata   XzzIlA.     Mutando  nel- 

A 

r  altra  Y  in  Y ^  si  passa  allaY=;j;/.    Sta  bene  osser- 

g  g 

vare  che  ora  si  ha  y= — tang(xY\  oppure  —z=,—tang{x\), 

a       h       g 
e  quindi    -r-=  "T"=  "7"  »  ®  che  le  due  rette  ax^hy^gz^O, 

hx-^by^fzzQ  coincidono  in  una  a  dirsi  retta  di  centri. 
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e)  Facilmente  poi  si  riconosce  che  ogni  qualvolta  il 
luogo  della  (u)  sia  costituito  da  due  rette,  il  discriminante 

a     h    g 

h     b     f     =0, 

9     f     e 

ed  inversamente  etc. 

3.°  La  nozione  di  polare  e  polo  (§  X)  è  applicabile  ai 
diametri  e  al  centro  della  conica.  Le  corde  bisegate  da  un 
diametro  (fra  le  quali  le  tangenti  della  conica  negli  estremi 
del  diametro)  s*  incontrano  in  un  punto  all'  infinito,  il  quale 
è  il  conjugato  armonico  del  punto  medio  di  ciascuna  corda 
rispetto  ai  punti  d'incontro  di  essa  colla  conica,  e  perciò 
(§  X,  n.®  5,  5.®)  sarà  il  polo  di  quel  diametro.  Tutti  i  dia- 
metri avendo  i  loro  poli  sulla  retta  all'  infinito,  questa  è 
a  dirsi  la  polare  del  centro.  Nella  parabola  i  diametri  sono 
paralleli,  cioè  s*  incontrano  in  un  punto  all'  infinito,  cosi 
il  centro  ossia  polo  della  retta  air  infinito  giace  sopra  que- 
sta stessa  retta.  Ciò  in  accordo  col  concetto  che  la  retta 
air  infinito  è  tangente  della  curva.  Due  diametri  conjugati 
0  la  retta  ali*  infinito  danno  luogo  ad  un  triangolo  auto- 
conjugato  (§  X  n.^  5,  8.*),  Due  diametri  conjugati  separano 
armonicamente  gli  assintoti  reali  o  immaginari  della  conica. 
Tutti  i  diametri  e  gli  assintoti  danno  luogo  ad  un  fascio 
di  rette  in  involuzione  quadratica  (§  VII,  n.*  5,  4.®,  §  X, 
n.^  5,  4.'')  di  cui  gli  assintoti  sono  i  raggi  doppi.  Questa 
involuzione  è  pure  manifestata  come  abbiamo  altrove  (n.^  1, 
1.**  b)  dall'equazione  HnO.  Gli  assi  (diametri  conjugati  or- 
togonali) bisegano  gli  angoli  degli  assintoti  (§  VII,  n.*6,  3.®). 
etc.  etc. 

2.  1.**  Sia  C  il  centro  (al  finito)  di  una  conica   e   AA' 

un  diametro  e  MA,  MA'  due  corde  che  s' incontrano  in  un 
punto  M  della  conica,  e  che  diremo  supplementari.  Se  per 
C  si  tirano  due  rotte  parallele  rispettivamente  alle  due 
corde  MA,  MA'  si  ha  in  esse  un  sistema  di  diametri  con- 
jugati,  cosi  a  qualunque    sistema    di    corde    supplomentari 
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insistenti  su  di  un  diametro  qualunque  corrisponde  un  si- 
stema di  diametri  conjugati  rispettivamente  paralleli  alle 
corde,  e  inversamente  ad  ogni  sistema  di  diametri  conju- 
gati corrisponde  un  sistema  di  corde  supplementari  sopra 
ciascuno  degli  altri  infiniti  diametri. 

Sono  parallele  fra  loro  le  due  corde  supplementari  cor- 
rispondenti ad  un  assintoto  poiché  questo  è  la  riunione  di 
due  diametri  conjugati.  L'  assintoto  e  corde  supplementari 
corrispondenti  sono  reali  per  1*  iperbole,  immaginarii  per 
la  parabola. 

Se  data  una  conica  (olisse  o  iperbole)  vogliasi  costruire 
un  sistema  di  diametri  coniugati  ad  angolo  dato  si  segnerà 
un  diametro  con  direzione  arbitraria,  sullo  stesso  un  sem- 
mento  di  circolo,  capace  dell'  angolo  dato,  le  due  corde 
supplementari  congiungenti  gli  estremi  del  diametro  con 
uno  dei  punti  d' incontro  della  conica  e  del  circolo,  e  fi- 
nalmente due  rette  pel  centro  rispettivamente  parallele  alle 
due  corde.  Queste  duo  rette  costituiranno  il  sistema  richie- 
sto. Se  r  angolo  dato  sia  retto  la  precedente  costruzione 
darà  gli  assi  della  conica. 

2."  Se  la  conica  data  è  parabola  e  vogliasi  costruire  un 
sistema  di  assi  conjugati  obbliqui,  e  quello  degli  assi  con- 
jugati ortogonali  si  segneranno  due  corde  AB,  CD  parallele, 
la  bisegante  EI  (E  punto  della  curva)  di  esse,  e  la  ET  pa- 
rallela alle  stesse.  Con  ciò  si  ottiene  un  sistema  EI,  ET  di 

assi  conjugati  obbliqui.  Disegnata  poi  una  CK  ad  angolo 
retto  col  diametro  EI,  il  punto  N  medio  della  medesima, 
la  ON  parallela  ad  EI  (0  punto  della  curva)  e  la  OL  ad 
angolo  retto  colla  ON  si  avranno  in  ON,  OL  gli  assi  con- 
jugati ortogonali. 

3.^  Dalla  nozione  del  centro,  e  della  corrispondenza  dei 
diametri  conjugati  e  delle  corde  supplementari  deducesi 
un  metodo  per  condurre  una  tangente  alla  conica  in  un 
dato  punto  M.  Costrutto  il  centro  C  e  un  diametro  qua- 
lunque HH'  e  il  sistema  di  corde    supplementari   HV,  VH' 
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in  modo  che  VH'  risulti  parallela  alla  retta  CM,  si  segnerà 
TM  parallela  ad  HV.  Sarà  TM  tangente  della  conica. 

4/  Siano  AA',  BB'  i  due  assi  dell'  elisse,  cioè  i  due 
diametri  conjugati  ortogonali.  Al  sistema  di  corde  supple- 
mentari AB,  BA'  corrisponde  il  sistema  di  diametri  conju- 
gati ce*,  DD'  eguali  fra  loro.  L'  equazione  dell'  elisse  ri- 
ferita ad  esso  sarà 


X 


ce     DD\ 


■»•='■■■  ("'=-2=^) 


Pertanto  ove  sia  richiesto  di  costruire  un   elisse   sopra 

due  semmenti  KH,  LO  eguali  fra  loro  e  disposti  ad  angolo 
qualunque  ma  bisegantisi  a  vicenda  in  0  e  da  considerarsi 
come  diametri  conjugati  si  descriverà  un  circolo  di  centro 

0  e  di  raggio  OG,  un  diametro  AB  ad   angolo    retto   con 

KH  e  poi  si  inclinerà  ciascuna  ordinata  PM  del  circolo  in 

una  direzione  PM'  parallela  alla  OG,    e    si   otterranno   in 

tal  maniera  dei  punti  M'  dell*  elisse  KLHG.  Posto  OG=:a' 
si  ha  pel    circolo   costrutto    riferito    agli   assi   ortogonali 

OH,  OA  r  equazione  a?*-Ht/*z=a'*,  e  per  Telisse  riferita  agli 

assi  OH,  OG  pure  ii?*-f-j/*=za'*. 

Qualora  i  due  semmenti  KH,  LG  non  fossero  eguali  si 

costruirà  ancora  OA=:OG  ad  angolo  retto  con  KH,  e  poi 

un  elisse  sopra  KH,  AB  (§  III,  n.^  12,  1.^)  considerati 
come  diametri  conjugati  ortogonali,  indi  s' inclinerà  cia- 
scuna ordinata  dell'  elisse  costrutta  in  una  direzione  paral- 
lela ad  OG,  facendola  in  tal  modo  diventare  ordinata  del- 
l' olisse  che  ha  i  diametri  conjugati  KH,  LG.  Si  otterranno 
cosi  punti  quanti  si  vorrà  dell'  elisse  costruenda. 

3.  1.®  Qualunque  diametro  della  conica  (u)  (n.°  1,  1.^) 
(si  può  supporre  obbliqui  gli  assi  coordinati)  è  rappresen- 
tabile   coir  equazione    (ax^hy-^g)'¥'k{hx-^hy'¥'f)z:iQ    {k 
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variabile  da  un  diametro  air  altro)  poiché  appunto  le  due 
equazioni  ax-^hy^gzzO^  /i.rH-6j/-»-/*=0  rappresentano  due 
diametri.  Detto  diametro  è  conjugato  colla  retta  di  equa- 
zione yzzhx-^t,  cioè  bisega  le  corde  parallele  a  questa 
retta.  Infatti  mutando  nella  (w)  la  x  in  X-i-a?',  e  la  j/  in 
Y-Hj/'  si  ottiene 

(c'zuax^-^Zhxy*'^ ),  e  vedesi  che  se    un    punto   (X,Y) 

appartiene    alla    retta    ^(cuv  -^hy  •^g)'^Y{hx  -^by  '^f)-=zO 

e  alla  conica,  pure  apparterrà  alla  retta  ed  alia  conica  il 

punto  (—X, — Y),  e  quindi  la  retta  (corda)  congiungente  il 

punto  (X,Y)  col  punto  ( — X, — Y)  sarà  bisegata  dal    punto 

{x\y).  Tal  retta  (corda)  riescirà  parallela  alla  retta  y^ikx^t 

ax'-^hy'-^g 
se  si  stabilirà  la  condizione    —  z—, — 5—7 — ^=:ft,  ossia  (to- 

hx-^by  -^f  ^ 

gliendo  gli    accenti    alle    x\  y\   e   la    forma   frazionaria) 

ax-^hy^g-\-k(hx-^-by-¥'f)z=:0^  equazione  coincidente  colla 

dichiarata. 

Ponendo  ^^0  nelT  equazione  della  polare  di  un  punto 

{co\y\z')  (§  X,  n."  3,  3.^  n."  5,  1.')  dividendo  la  stessa  per 

X  y 

z,  rappresentando  —  con   x  q  —   con  y  si  ottiene    1'  e- 

y 

quazione    ax-^hy-^g-i r  (Aa?-*-fti/H-/')=0  della  polare  di 

X 

y 

un   punto   all'infinito  nella  direzione  della  retta  y=—rx, 

y' 

Rappresentando  con  k  il  rapporto  — r    delle   coordinate  di 

tal  punto  si  riproduce  V  equazione  sopra  data  pel  diametro 
conjugato  colla  direzione  k. 

Le  corde  parallele  el  diametro 

sono  bisegate  dal  diametro 
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a-^kh 
Ponendo  — 7 — ri=A',    ossia   a-^Mk-^k'^^bkK-zzO    si 

stabilisce  la  condizione  perchè  due  diametri  siano  conjugati 
fra  loro  (condizione  involutoria).  Quest'  equazione  riproduce 
la  H=:0  data  (n."  1,  1.^  h)  appunto  col  supporre  ortogonali 
gli  assi  coordinati,  e  quindi  k-zztang^xY^,  K:=:iang(xY). 

Se  le  direzioni  k,  k'  sono  fra  loro  ortogonali,  alla  pre- 
cedente condizione  conviene  (§  II,  n.^  30,  2.^)  aggiungere 
l-^-kk ^(k^k')cos{:cy)z=,Q,  e  quindi  k,  k'  nel  caso  sono 
le  radici  z  dell'  equazione 

a — b  acos{xy) — h 

r^-H  1 — -, -tihO. 


h—bcos(xy)       h—bcos{xy) 
Se  (irj/)=90®  si  deduce 

a— 6±V(a— ft)*->-4A' 


z-=z- 


2h 


0 


valori  reali  in  ogni  caso,  e  che  assumono  la  forma  -jr-  ,  se 

la  conica  diviene  circolo. 

Le  direzioni  A,  k'  sono  reali  in  ogni  caso,  ma  se  la 
conica  è  parabola  uno  dei  due  diametri  conjugati  coincìde 
colla  retta  all'  infinito  come  abbiamo  ancora  avvertito 

2.^    L'  equazione    dell'  olisse    in    coordinate    cartesiane 

prese  rispetto  ai  due  diametri  2a,  2b   conjugati   ortogonali 

X*       j/* 
è    — ^-H-^rzl.    Un  diametro  2a   che  passi  per  un  punto 

(x\y)  (o  a  dir  meglio  la  retta)  viene  rappi'esentato  dall'e- 

X       y 
quazione   — r=:  -r  ,  e  il  diametro  26'  conjugato  di  2a'  dalla 

xx'     yy'  ^^ 

—y— f-  -TT-zzO.     Se  {x  ,j/")  ò  un  punto  di  2ft'  dovrà  aversi 
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— l — k'-jy-=0.     Le  equazioni  dei    due    diametri    2a\    2V 
possono  anche  scriversi  nelle  forme 

X         y  X  y 


cosa     cos^  '       cosat      cos^ 

(a,  ^  angoli  del  diametro  2a'  cogli  assi  Ox,  Ot/,  a!,  fi  an- 
goli del  diametro  2V  cogli  stessi  assi),  e  quindi  la 

xx"     y'y"  cosacosa!      cos^os^ 

— 7— ♦-  -iT-=0     nella    1 1 r^ =0. 

Quest*  equazione  non  si  altera  se  anche  si  mata  a*   in 
hà^  e  b^  in  Ad*  (h  arbitraria)  cosi   è   manifesto    come   le 

coniche   -^-4--^=^     (fra  le  quali  la  precedente)  abbiano 

gli  stessi  sistemi  di  diametri  conjugati. 

a?*      y* 
3.**  Nell'equazione    — ^-»--r^i=l     dell*  elisse    possiamo 

considerare  i  due  termini  del  primo  membro  come  i  coseni 
quadrati  degli  angoli  p,  ?  che  una  retta  forma  cogli  assi 
coordinati,  cioè  che  sia 

0?*  j/* 

a*  6* 

poiché  appunto  (?05*p-4-c05*c7=l  per  essere  p-f-jurOO**.  Cosi 
è  lecito  porre 

x'z=.acosp\    y:=ibcosj\    x"=iacosp\    y"zzbcosr\ 

x'x"      ^y" 
e  quindi  la  ripetuta  condizione   — i — k  -t^=0    sarà    pur 

traducibile  nella  forma 

cosp'cosp"  -^-cosjcosy'znO, 
il  che  poi  significa  (§  II,  n.*  30,  3.^)    V  ortogonalità  delle 
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due  rette  corrispondenti  1*  una  agli  angoli  ,0',  7,  e  V  altra 
agli  angoli  p\  7".  Considerando  i  punti  {jr\y),  (./'",j/")  sulla 
elisse  si  ha 

e  sommando 
ossia 

Neir  elisse  adunque  la  somma  dei  quadrati  dei  diametri 
conjugati  di  un  sistema  qualunque  eguaglia  quella  dei 
quadrati  degli  assi. 

Mutando  b  in  bV^ì,  e  b'  in  h'V^  la  a*-f^ft*=a'«-*-6'* 
mutasi  in  a* — b^znà^ — &'*,  cosi  nelT  iperbole  la  differenza 
dei  quadrati  di  due  diametri  conjugati  eguaglia  quella  dei 
quadrati  dei  due  assi. 

Se  r  iperbole  è  equilatera  cioè  a=6  si  avrà  pure  per 
qualunque  sistema  di  diametri  conjugati  dzztì, 

4.^  Dairequazione  doiriperbole  riferita  agli  assi  (diametri 
conjugati  ortogonali)  2a,  26,  e  cioè  dalla  a*j/* — 6*a?*=— a*6' 

deducesi  quella  ocyzz — - —  rispetto  agli  assintoti  col  mu- 

a  b 

tare  x  in     {x^y)-j==  e  y  in      {y—x)—==  . 

Si  avverta  che  la  corrispondenza  involutoria  fra  due 
diametri  conjugati  OX,  OY  è  ora  da  esprimersi  nella  forma 

— 6*-*-aVa?i^(:pX)/a?i^(a?Y)=0, 

e  quindi  per  un  assintoto  si  ha 

b 
tang{xX)=ztang{xl!)z=——  , 

e  per  Y  altro 

b 

iang{xX)=ztang{xY):=z —  . 
et 
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Le  coordinate  di  un  rertice  dell'  iperbole   rispetto  agli 

1    / 

assintoti  danno  luogo  ad  una  losanga  di  lato   —^  a*-¥-b' 

e  di  diagonali  a,  h. 

L*area  del  parallelogrammo  delle  coordinate  di  un  punto 

qualunque  dell*  iperbole  è  costante  e  vale  quella    dell*  ac- 

1 
connata  losanga,  e  cioè      -x-^^. 

Una  retta  parallela  ad  un  assintoto  sega  la  curva  in  un 
punto  a  distanza  finita  e  in  un  altro  all'  infinito.  Sono 
eguali  i  due  semmenti  di  una  stessa  retta  intercetti  tra 
r  iperbole  e  gli  assintoti.  etc. 

5.®  Mutato  X  in  a?— a  nella  prima,  e  a?  in  a7-»-a    nella 

seconda  delle  due  equazioni  a*ì/*+6*ii?*=+a*6*  (a,  h  semi 
assi),  e  posto     — -zip    si  ottengono  per  equazioni  dell*  e- 

lisse  e  dell*  iperbole  riferite  ad  un  vertice  j/*=:2pa?  i — ^*- 

L*  equazione  della  parabola  riferita  agli  assi  e  al  vertice 
è  y^z=2px.  Le  tre  equazioni  tendono  a  confondersi  in  una 
al  crescere  di  a  e  tenuto  costante  il  parametro  2p,  ossia 
la  doppia  ordinata  focale. 

Il  quadrato  dell'  ordinata  di  un  punto  qualunque  delia 
conica  riesce  minore,  o  maggiore,  o  eguale  al  rettangolo 
dell'  ascissa  e  del  parametro  a  seconda  che  la  conica  è 
olisse  o  iperbole  o  parabola.  Da  questa  proprietà  diconsi 
derivati  appunto  i  nomi  di  olisse,  iperbole,  parabola. 

6.^  Avendo  riprodotto  (n.®  1)  con  calcoli  di  trasforma- 
zione dell'  equazione  {u)  (n.'  1,  1.®)  generale  di  2.*  grado 
quelle  che  sono  state  rinvenute  per  1*  olisse,  iperbole,  pa- 
rabola allorché  (§  III,  n.®  12)  abbiamo  definito  tali  curve 
per  la  proprietà  dei  raggi  vettori  relativi  a  due  punti  fissi 
(fuochi),  sarà  ora  facile  nuovamente  intendere  come  la 
conica  (quadrica  del  piano)  abbia  due  fuochi  reali,  dei  quali 
uno  può  essere  ali*  infinito,  e  come  il  laggio  vettore  di  un 
punto  qualunque  (x,y)  della  quadrica  sia  esprimibile  in  fun- 
zione razionale,  intera  e  lineare  delle  coordinate  x,  y. 
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Tanto  è  pur  dimostrato  dall*  equazione  data  in  principio 
di  pagina  153.  Nessun  altro  punto  del  piano  oltre  i  fuochi 
gode  deir  indicata  proprietà,  e  cioè  di  avere  la  sua  distanza 
ad  un  punto  qualunque  {x,y)  della  quadrica  esprimibile  ra- 
zionalmente e  linearmente  in  x  e  y. 

Si  può  procedere  alla  costruzione  dei  fuochi  nel  modo 
seguente.  Quando  la  quadrica  (u)  o  conica  che  dir  vogliasi 
abbia  centro  al  finito  si  trasformerà  la  (m)  portandola  alla 

forma  a*y*+6*it?*=: +a*6*.  a,  b  semi-diametri  coniugati 
ortogonali,  da  non  confondersi  coi  coefficienti  a,  b  cfie  figu- 
rano nella  (u)  (n.*  1),  e  a >6  per  la  prima  equazione  ,  e 
poscia  si  costruiranno  sopra  il  diametro  2a  due  punti  di 
ascisse  ib^^* — ^*  ^ol  caso  della  prima  equazione,  di  a- 
scisse  +V/a*H-ft*  nel  caso  della  seconda.  Tali  punti  saranno 
i  fuochi.  Quando  la  conica  abbia  il  centro  all'  infinito,  se 
no  ridurrà  V  equazione  alla  forma  y^zz2px  (coordinate  or- 

P 
togonali),  e  poi  si  costruirà  un  punto  di  ascissa  —  .     Tal 

punto  sarà  il  fuoco. 

Per  costruire  i  fuochi  di  una  elisse  (data  in  figura  sul 

piano)  si  segneranno  due  corde  parallele,  una  terza  HH' 
che  la  biseghi,  su  questa  (che   sarà   diametro)   due   corde 

supplementari  HM,  MH'  ortogonali  fra  loro,  pel  punto  0 
medio  (centro)  di  HH'  due  rette  AA',  BB'  rispettivamente 
parallele  alle  due  corde,  infine  con  raggio  OA  (supposto 
OA>>OB)  centro  in  B  si  descriverà  un  circolo  che  interse- 
cherà la  AA'  in  due  punti  F,  F'  i  quali  saranno  i  fuochi, 
e  te. 

4.   1.'  L'  equazione  generale  del  2.^  grado 

\oo,y^z)z=.ax^'^by^'^cz^-^2na)y'¥'2'^nxZ'^2lyZ'^ZpX'^2qy'^2rz'¥'dz=tì 

(x^  y^  z  coordinate  cartesiane  di  un  punto  dello  spazio, 
a,&,c, coefficienti  dati)  con  opportune  trasformazioni   di 
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coordinate  è  rediittibile  a  quattro,  tre  e  meno  termini  a 
seconda  dei  valori  e  sogni  dei  coefficienti.  Se  gli  assi  non 
sono  a  tutta  prima  ortogonali  si  fa  ruotare  attorno  V  ori- 
gine due  di  essi  in  modo  da  renderli  ortogonali  fra  loro 
e  col  terzo.  Ciò  non  altera  il  numero  dei  termini  della 
proposta  equazione.  Solo  possono  cambiare  di  valore   e   di 

segno  i  coefficienti  afi.c, I  nuovi  coefficienti  (che  ancora 

indichiamo  con  afi^c, )  sono   (§  IX,  n,*  2,  2.*)    funrioni 

lineari  dei  primitivi. 

a)  Ritenuti  adunque  gli  assi  ortogonali  si  muti  x  in 
x-^x',  y  in  j/H-y ,  z  in  z-^z',  cioè  si  trasporti  V  origine 
in  un  punto  (x\y\z')  senza  cambiamento  della  direzione 
degli  assi.  Si  otterrà 

d/"       df      df 
ax^^by'^'^cz^'¥'2iixy-¥-2mxz-¥-2lyZ'¥'X^,'^y-T-t'^Z'T^ 

dove    /^=aa7''-+-V*-^^^''-*-2n^V'-»-2wia7V-f-2/j/V-+-2pa7'H- 

df     df     df 
2?j/-4-2r;j'-4-d,     e      T"'  »  J^  »  ;7^  derivate  parziali  di  f 

rispetto  a  x\  y\  z!.  È  manifesto  che  ove  sia  possibile  asse- 
gnare a  x\  y\  tI  valori  Aniti  che  verifichino  le  condizioni 

df  _      df  _      df_ 
d^'-^'  d^'-^'  d?""^^ 

la  trasformata  mancherà  dei  termini  in  x,  y^  z,  non  muterà 
cambiando  a?,  y,  z  rispettivamente  in  — a?,  — t/,  — z,  e 
perciò  la  nuova  origine  sarà  centro  della  quadrica,  cioè 
dividerà  per  metà  qualunque  corda  per  essa. 

Dividendo  per  2  le  tre  indicate  condizioni  ottieusi 


mx-^ly-^  cz^-^r^zO, 


(I) 


e  quindi  (C.  A.  R.  §  Vili,  n.*  1)  si  ha  per  le   coordinate 
del  centro 
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l    e 

I  quattro  determinanti  ora  notati  sono  i  rispettivi  com- 
plementi degli  elementi  di  quarta  orrizzontale  o  verticale 
del  determinante 


a 

n 

m 

P 

n 

b 

l 

9 

m 

l 

e 

r 

P 

Q 

r 

d 

=A 


discriminante  od  invariante  della  forma  quaternaria 

ax^^by^'¥'CZ*'^du*'¥'2{nary'*'mxS'^lyZ'¥'pxU'¥'qyU'¥'rzu), 

la  quale  diviene  identica  alla  f(x,y,z)  per  te=zl;  e   perciò 
indicato  il  reciproco  (C.  A.  R.  §  VII,  n.*  1)  di  A  con 


=A, 


i  precedenti  valori  di  x\  i/,  z'   sono   rappresentabili    colle 
notazioni  abbreviate 


a»    n, 

mi   p. 

n,    &, 

il         ?! 

»»i     A 

e,    r, 

Pi    Qx 

r,     rf. 

a/=- 


d,' 


^1  ^1 


Si  avverta  che  d^  è  V  invariante  della  forma  ternaria 
ax*'¥'by^'^cz*'¥'2nxy'^2mxZ'^2lyz. 


Digitized  by  VjOOQ  IC 


—  560  —       ' 

Giova  inoltre  osservare  che  facendo  variare  a/,  j/,  tì 
le  (I)  producono  tre  piani  diametrali  conjugati  rispettiva- 
mente cogli  assi  coordinati  (§  IV,  n.**  9,  1.^),  i  quali  tre 
piani  diametrali  appunto  concorrono  nel  punto  di  coordinate 

V-^^        .i-^'        y-""^ 

Se  djZzO  e  non  p» ,  fi'i ,  ^i ,  il  centro  sta  all'  infinito. 
Nel  caso  ciascuno  dei  tre  piani  (I)  è  pai*allelo  all'  interse- 
zione degli  altri  due,  e  non  può  aver  luogo  il  dichiarato 
trasporto  d*  origine  delle  coordinate. 

Se  di  >  oppure  <0,  il  punto  di  concorso  dei  detti  tre 
piani  diametrali  sarà  a  distanza  finita,  e  in  esso  si  potrà 
effettivamente  trasportare  T  origine  delle  coordinate  e  ren- 
dere con  ciò  la  proposta  equazione  f{x^y,z)z=.Q  indipendente 
dai  termini  di  1/  grado  in  x,  y,  z,  ossia  tradurla  nella  forma 

ax^'¥'by^-^cz'^'^Zy\xy'^2mxz^2lyZ'^f'zzQ        (9) 

dove 

'      ^  'h'Z(7nx' -^ly' -^cz  ^r)  (    ^       ^^ 
-f-    px'  -^qy-^rz'  -^d  1 

Se  accadesse  pur  di  avere  /"=0,  e  cioè  coesistenti  le 
(I)  colla  j9a?'-f-gy'-f-r3;'H-rf=0,  risulterebbe  (C.  A.  R.  §  Vili, 
n.^  3)  A=:0,  oppure  se  inversamente  si  avesse  A=0  la 
px' -^qy' -^rz -^dzzQ  coesisterebbe  colle  (I),  la  quadrica  (§  II, 
n.°  10,  4.^)  sarebbe  un  cono  di  vertice  (x\y\z')  (!').  In  que- 
sto caso  gli  elementi  di  una  linea  qualunque  del  reciproco 
\  sarebbero  (C.  A.  R.  §  VII,  n.®  4)  fra  loro  negli  stessi 
rapporti  che  quelli  di  un'  altra  parallela  qualunque,  cioè 
si  avrebbe 

p,:q,:r,:d,::m,:l,  :  e,  :  r,  :  :  n^  :  b,  :  l,  :  q,  \:a,:  %\  :  m,:p,. 
e  quindi  le  (I')  potrebbero  essere  scritte  nella  forma 
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^~*'i~  9i~  Pì^~r^~  qi~  Pi'  *~ri~  q~  p,' 
e  a  cagione  della  simmetrìa  di  Ji  e  A,  pur  nella  forma 

Vd,        ^    Vd,  Vd, 

Se  è  nullo  d^  con  p^ ,  oppure  i^  con  q^ ,  oppure 
rf,  con  Ti,  saranno  (C.  A.  R.  §  VII,  n.*^  1,  2,  3,  4)  nulli 
insieme  ^,  »  Pi  «  9i  1  ^1  ;  e  perciò  indeterminati  i  valori  di 
^\  y\  ^»  e  si  avranno  infiniti  centri.  Ciascuna  delle  (I) 
sarà  conseguenza  (C.  A.  R.  §  Vili.  n.*>  2,  2.<*)  dello  altre 
due  e  cioè  sarà  identicamente 

dr         df         df 
^dcd^^  dy'^^  d^-^' 

il  che  significa  la  concorrenza  dei  tre  piani  (I)  nella  stessa 
retta  (retta  di  centri).  Nel  caso  la  quadrica  sarà  cilindro 
(cono  col  vertice  all'  infinito)  il  quale  potrà  degenerare  nel 
complesso  di  due  piani  reali  distinti,  o  etc.  Se  però  i  tre 
piani  (I)  avessero  a  coincidere  in  uno  (piano  di  centri),  e 
cioè  se 

a       n       m       p  a       n       m      p 

n~  b  '^   l  ~  q    '        m'^   l  ~  e  ^  r   ' 

i  due  piani  costituenti  la  quadrica  sarebbero  paralleli  al 
piano  di  centri  e  talvolta  con  esso  coincidenti. 

L'  equazione  del  piano  polare  (§  X,  n.*>  8,  3.^  n.®  10,  1.^) 
di  un  punto  {x\y\z!yu!)  porge  un  modo  di  stabilire  le  con- 
dizioni a  cui  devono  soddisfare  i  coefficienti    a,  6, 

della  f{x,y,z)zzO  (n.®  4,  1.*^)  affinchè  il  luogo  della  stessa 
sia  un  cilindro  (cono  col  vertice  all'  infinito).   La   formula 
(T)  (§  X,  n.°  8,  3.*^)    adattata   alla    {{x,y,z)=0  ci    dà  pel 
•  piano  polare  di  un  punto  {x\y\7Ì)    ' 

(aa?'-f-  ny '¥'m:ii -^p)x^{nx -^-by -^Iz' '^q)y 

-^(mx -¥-1]/ -^ctì '^r)Z'^px' -^qy* -^rz' -^dzzd. 

36 
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Questo  piano  dovendo  nel  caso  del  cilindro  riescire  costan- 
temente parallelo  ad  uua  retta  fissa 


X 


JL 

|3 


z 
T 


soddisferà  alla  condizione 

si  tenga  presente  che  sopprimendo  px* -^qif -^r:^ -^-d  nel- 

'  equazione  del  piano  polare  si  ottiene  quella  di  un  piano 
per  1'  origine  parallelo   allo    stesso  e  contenente   la   retta 
X        y        z 

— =  "fi"—  —  ♦  ®  ^^®  perciò  tale  equazione  sarà  soddi- 
sfatta  col    porre  xzupa,  i/=:p^,  ^=PT     qualunque  siano  i 

valori  di  x\  y\  /.  Perciò  dovranno  essere  nulli  contempo- 
raneamente i  coefficienti  di  x\  y\  i^  e  il  complesso  dei 
termini    indipendenti  da  x\  y\  z\  e  cioè  sarà 

aa-»-np-f-mY=0,  na-»-&p-»-ZY=0,  ma-f-ipH-CY=0,  paH-g^H-r^zzO  (: 

Considerando  a  tre  a  tre  queste  equazioni  si  hanno  (C.  A. 
R.  §  Vili,  n.^  3)  le 


=0, 


a   n    m 

a 

n   m 

a    n    m 

n    b     l 

n    b     l 

=0, 

n 

h     l 

-0. 

mie 

=0, 

m    l    e 

mie 

P 

q     r 

p    g    r 

P    9    r 

ossia 


d,=0,  r,=0,  ?,=0,  p,=0 


(*) 


delle  quali  due  qualunque  equivalgono    alle  altre   due,  e 
quindi  sono  reduttibili  a  due,  e  queste  appunto  esprimeranno 

le  condizioni    a   cui  devono   essere  soggetti   a,  &, 

aflSnchè  la   f{x,y^z)'=zO  rappresenti  un  cilindro. 
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Se  il  piano  polare  dovesse  continuamente  contenere  una 


retta 


07= — z-^-h, 

T 


r 


fissa,  e  quindi  il  cilindro  divenire 


a    n 

P 

a    n    p 

a    n    p 

n    b 

Q 

n    b 

Q 

=0, 

n    b     q 

=0, 

m    l    r 

=0, 

m    l 

r 

m    l 

r 

p    q     d 

p    q     d 

P    9 

d 

una  coppia  di  piani,  si  avrebbero  (§  IV,  n.®  5,  2.^)  dapprima 
le  due  condizioni 

(a/i?'-Hny'-Hm3;'-Hp)A-4-(na?'-H%'H-Z/-Hj)A-Hpa?'H-9y'-HryH-d= 

e  poscia 
aA-f-nA-f-/?=0,  nh-^bk-^q^iO,  mA-f-ZA-f-r=:0,  ph-^qk-^dz^O, 
e  le  (t)  dalle  quali  derivano  le 


=0, 


e  le  {^)  ossia 
rj=0,  (?i=0,  /i=0,  mj=0,  di=0,  r^=0,  g^^O,  Pi=0. 

Due  qualunque  delle  prime  quattro  ad  esempio  r^znO, 
771  ^znO  equivalgono  alle  altre  due  e  due  delle  ultime  quat- 
tro ad  esempio  rj=0,  q^:=iO  equivalgono  alle  altre  due,  e 
pertanto  le  otto  condizioni  sono  reduttibili  alle  tre  r^zzO, 
Wj=0,  ?i=0,  oppure  etc. 

b)  Ritengasi  d^So,  e  quindi  la  f(x^y,z)  =0  trasfor- 
mabile nella  (9).  Ricorrendo  alle  formule  per  le  quali  si 
passa  da  assi  ortogonali  ad  assi  obbliqui  della  stessa  ori- 
gine   [formule  (T),  § IX,  n.°  2,  2.°  b    si  hanno  disponibili 

sei  arbitrarie  e  quindi  infinite  terne  di  assi,  al  fine  di  ren- 
dere nulli  i  coefficienti  dei  nuovi  termini  in  xy,  xZj  yz^  e 
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ridurre  Y  equazione  della  quadrica  alla  semplicissima  forma 

Aa?*-HBj/«-4-C5«-H/"=0,  ('i) 

la  quale  dimostra  come  qualunque  corda  parallela  ad  uno 
dei  tre  nuovi  assi  coordinati  sia  bisegata  dal  piano  indivi- 
duato dagli  altri  due.  Adunque  la  quadrica  monocentrica 
(centro  al  finito)  ammette  infinite  terne  di  piani  diametrali 
conjugati,  fra  le  quali  una  sola  (in  generale)  ortogonale, 
poiché  le  dette  arbitrarie  (eccezion  fatta  del  caso  in  cui 
sia  A=Bz=C)  riduconsi  a  tre  quando  i  nuovi  assi  debbano 
essere  ortogonali  (§  IX,  n.^  2,  2.®  e).  I  piani  di  questa 
terna  sono  a  dirsi  principali.  Ciascuna  terna  di  piani  dia- 
metrali conjugati  dà  luogo  ad  una  terna  di  diametri  con- 
jugati (intersezioni  dei  detti  piani  a  due  a  due),  e  quindi  è 
pure  infinito  il  numero  delie  terne  di  diametri  conjugati. 
Le  intersezioni  dei  piani  principali  diconsi  assi  principali 
(ortogonali  al  pari  dei  piani). 

Anche  quando  gli  assi  coordinati  primitivi  non  fossero 
ortogonali  si  avrebbero  disponibili  sei  quantità  (§  IX,  n.^ 
2,  2.^,  d,  /*)  0  tre  sole  per  raggiungere  la  forma  {^)  a 
seconda  che  i  nuovi  assi  coordinati  dovessero  essere  ob- 
bliqui  oppure  ortogonali. 

e)  Il  calcolo  di  trasformazione  per  giungere  ali*  equa- 
zione della  quadrica  monocentrica  riferita  agli  assi  princi- 
pali può  essere  agevolato  dalle  seguenti  osservazioni. 

La  forma  quadratica  ternaria 

ax^-¥'by^'^cz^'*-2nxy'*-27nxz-i'2lyz 

per  la  sostituzione  lineare  (§  IX,  n.^  2,  2.^  e) 

(v=Xcos(xX)'^Ycos{xY)'^Zcos{xZ),  \ 

y  =Xcos{yX)  -h  Yc(95(j/Y)-h  7xos(yZ\        (?) 

z  =Xcos{zX)  -hYco5(2;Y)-h  Zcos(zZ)    ) 

riducesi  ai  termini  AX*-4-BY*-hCZ',  poiché  i  coefficienti  di 
XY,  XZ,  YZ  devono  annullarsi.  Inoltre  la  forma  a?*H-y*-i-;j* 
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mutasi  nella  X*-+-Y*-hZ*,  essendo  ortogonali  gli  assi  pri- 
mitivi e  i  nuovi.  Ora  se  X  è  un  arbitraria  sarà 

ax*'¥'by*'-^cz^'^2nxy'^2mxZ'^2lyz — X(a7*H-t/*-4-2*)i= 
(a — X)a7*-H(6 — X)y*^{c—X)z*^2nanf'^2mxz-^2lyz 

una  terza  forma,  la  quale  colla  sostituzione  (^)  si  muterà 
nella  (A— X)X*-f-(B— X)Y«-k(C— X)Z*=0.  Il  modulo  qua- 
drato della  sostituzione  (7)  vale  uno,  e  pertanto  invariante 
della  lietta  terza  forma,  e  cioè 


n 
m 


n       m 
b—\      l 
l      c—X 


k—X    0  0 

0    B-;i      0 

0        0       C—X 


a 

n 

m 

m 

b 

l 

m 

l 

e 

ossia,  sviluppando  e  mutando  i  s^gni, 
X'— (aH-6-4-(?)X*H-(aft-f-&c-i-c*a— n* — m*~/*)X- 


(X— A)(X-B)(X-C). 
Si  scorge  che  A,  B,  C  sono  le  tre  radici  X  dell*  equazione 

'— (a-f-6-Kc)X*-H(aé-H&c-i-ca  -n*— m*— /*)X — 


a 

n 

m 

n 

b 

l 

m 

l 

e 

=0   (p). 


Quest'  equazione  è  traducibile  nella  forma 
(X— a)r(X— &)(X— e)— i*)l— m*(X— 6)— n*(X— e)— 2fmn=0. 
Ora  (X— 6)(X — e) — /*  diviene  zero  col  porre 

j^^c±V(b—cf-¥^Al^ 
X-  - 

(valori  reali  che  indicheremo  con  v,  r,  e  di  cui  V  uno 
??  >  di  &  e  e,  e  r  altro  r  <  di  ft  e  e),  e  sostituiti  questi 
valori  nella  equazione  risulta 
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—  m\v — 6)-Hw*(v — c)-H2/mn  = — (m\/v — 6-4-n\/t?— e j , 

m*(ft— r)-Hn*(c— r)— 2/mn=(m\/ft— r — n\/c — r)*. 

Cosi  è  manifesto  che  il  primo  membro  dell*  equazione  per 
X=:oo,  V,  r,  — 00  produce  quattro  valori  coi  segni  rispet- 
tivi -H  —  H ,  e  si  argomenta  che  V  equazione  ha  reali 

le  tre  radici  X. 

Nel  caso  si  volesse  ritenere  nella  (9)  le  x,  y,  z  coor- 
dinate obblique,  e  dalla  stessa  equazione  dedurre  come  pre- 
cedentemente quella  in  coordinate  ortogonali  prese  rispetto 
agli  assi  principali  della  quadrica  si  dovrò  comporre  l'e- 
quazione 

a — \  n — Xcos(ivy)    m — Xcos{ivz) 

n^Xcos(xy)  b — X  l — Xcos{yz)     =0, 

m — Xcos(xz)     l — Xcos{yz)  e — X 

della  quale  le  tre  radici  X  valgono  appunto  A,  B,  C.  Per 
giungere  alla  dichiarata  equazione  conviene  usare  come 
ausiliaria  la  forma 

x^'¥'y*'^z^'¥'2xycos{xy)-¥-2xzcos{xz)^2yzcos(yz) 

distanza  di  un  punto  (x^y^z)  dall' origine  ,  la  quale  quan- 
do i  nuovi  assi  debbono  risultare  ortogonali  mutasi  nella 
X«-hY*-4.Z*. 

d)  Se  nella  (^)  i  termini  sono  dello  stesso  segno  la  qua- 
drica è  immaginaria.  Se  però  /*'=0  la  quadrica  è  cono 
immaginario  di  vertice  reale  (0, 0,  0). 

e)  Supposti  A,  B,  C  dello  stesso  segno  ed  opposto  a 
quello  di  /"  e  a\  b\  e'  le  rispettive  distanze  (semi  diame- 
tri) reali  dei  punti  d*  incontro  della  quadrica  cogli  assi 
«©ordinati  dall'  origine,  cioè  che  sia  Aa'*= — f\  B&'*z= — f\ 
C6»'*= — f^  eliminati  A,  B,  C  dalla  (^)  si  ottiene 

07*        y^       z^ 


6'« 


-H^=l 
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per  equazione  della  quadrica.  Posto  2;=:0  si  ha 

per  intersezione  della  quadrica  col  piano  xy^  cioè  un*  olisse. 
Si  ha  pure  un*  elisse  per  intersezione  coli'  uno  o  coli*  altro 
dei  due  piani  coordinati  xz,  yz.  Similmente  è  un  olisse 
r  intersezione  con  un  piano  zzzk  reale  o  immaginaria  a 
seconda  che  A  <[  o  >  e',  con  un  piano  i/=A,  con  un  piano 
z=:k,  e  con  qualunque  altro.  La  superficie  adunque  si  può 
pensare  generata  da  un  olisse  mobile  che  mantenga  il  pro- 
prio piano  parallelo  ad  un  fisso  e  per  esempio  a  quello  xy 
variando  i  propri  diametri  in  modo  da  toccare  continua- 
mente un  olisse  fissa  descritta  o  nel  piano  xz  o  in  quello 
yz.  Pertanto  la  quadrica  è  a  dirsi  elissoide,  di  cui  2a\ 
2b\  2c'  sono  una  tema  di  diametri  conjugati. 

Ne!  caso  degli  assi  coordinati  ortogonali,  2a\  2b\  2c 
rappresentano  gli  assi  principali.  Se  due  dei  tre  assi  sono 
eguali  fra  loro,  la  superficie  è  di  rivoluzione  (sferoide  al- 
lungato e  schiacciato).  Tutti  i  piani  per  1*  asse  di  rotazione 
sono  principali.  Se  poi  alzzVzzc  la  superficie  è  sfera  che 
ha  infinite  terne  di  piani  principali  etc. 

L'  equazione 

a?*      y*       z^ 

rappresenta  il  cono  immaginario  assintotico  dell'  elissoide, 
cioè  quello  che  projetta  dal  centro  la  conica  immaginaria 
secondo  cui  il  piano  all'  infinito  sega  I*  elissoide. 

e)  Se  due  dei  tre  coefiicienti  A,  B,  C  della  (4;)»  e  ad 
esempio  A,  B  sono  positivi  e  il  terzo  negativo,  V  equazione 
può  scriversi  nella  forma 

07*       t/*         ^* 

L' asse  delle  z  incontra  la  superficie  in  due  punti  imma- 
ginarli. U  piano  xy  la  taglia  secondo  un    olisse   (olisse   di 
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gola)  nn  piano  Z'zzk  secondo  un  elisse  che  s'  allarga  col 
crescere  di  A,  il  piano  a?z,  il  piano  yz  secondo  un'  iperbole. 
Si  può  ritenere  tal  quadrica  generata  da  un*  elisse  il  cui 
piano  si  muova  parallelamente  al  piano  wy,  e  i  cui  diame- 
tri variino  in  modo  che  la  stessa  elisse  tocchi  continua- 
mente un  iperbole  fissa  descritta  ad  esempio  nel  piano  yz. 
La  superficie  dicesi  iperboloide  ad  una  falda.  Nel  caso 
degli  assi  ortogonali  a\  b\  d  sono  i  semi  assi  principali. 
Se  alzziV  si  ha  V  iperboloide  di  rivoluzione  generata  dalla 
rotazione  di  un  iperbole  attorno  Y  asse  non  transverso. 
L'  equazione 

a?*       j/*        z^ 

rappresenta  il  cono  assintotico  reale  dell'  iperboloide,  il  quale 
dal  centro  projetta  etc. 

f)  Quando  la  (^)  ò  traducibile  nella  forma 

0?*         t/*        z^ 

la  superficie  dicesi  ipei^boloide  a  diic  falde.  Si  può  rite- 
nere generata  da  un  elisse  che  si  muova  parallelamente 
al  piano  yz,  e  varii  i  propri  diametri  in  modo  da  toccare 
continuamente  un  iperbole  fissa  descritta  nel  piano  xz. 
L'  elisse  generatrice  diviene  immaginaria  nell'  intervallo 
07=— a'  a  xzzia.  Nel  caso  degli  assi  ortogonali,  2a\  2b\ 
2c  sono  gli  assi  principali.  Se  Vznc  si  ha  T  iperboloide  di 
rivoluzione  a  due  falde,  cioè  generata  dalla  rotazione  di 
un  iperbole  attorno  T  asse  transverso. 

Il  cono  assintotico  è  rappresentato  dall'  equazione 

a?*        i/«        z^ 

Vedremo  più  avanti  come  tanto  sopra  1'  elissoide  quanto 
r  iperboloide  esistano  infiniti  circoli. 
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\a    n   m 
2?  a)    Se    di=  n     h     l 
m     l 


=0, 


si    trasforma    la 


f{x,y,z)z=zO  mediante   la   sostituzione  {§  IX,  n.-  2,  2.^  b) 

x=Xcos(xX)'^Ycos{xY)  '■^Zcos(xZ), 
y=Xcos(yX)  '^Ycos{yY)  -^ZcosiyZ)^ 
z=Xcos(zX)  '^Ycos{zY)  -^zcos{zZ) 


nella 
AX*-hBY*- 


CZ*-i-2(NXY-HMXZ-4.LYZH-PX^QY-HRZ)-i-rfzzO 
funzioni  di  cos{xX),  cos{xY)^ ),  e  si  dispone 


a  .-^ 

m 

co^(a7X).  cos(xY)   cos{xZ) 

% 

A    0    0 

n     '- 

l 

cos^yX)   cos{yY)    cos[yZ) 

= 

0    B    0 

m 

e 

cos{zX)   cosifi)     cos{zZ) 

0    0    C 

(A,  B, 

degli  angoli  (arX),  (o^Y),  etc.  per  modo   che  risulti   N=0, 

M=0,  LzzO.  Siccome 


=ABC, 


cosi  assieme  con  N,  M,  L  dove  annullarsi  A,  oppure  B, 
oppure  'C.  L3  NrzO,  M=0,  L=0  sono  verificabili  con  infi- 
niti sistemi  di  valori  degli  angoli  (,tX),  (a?Y),  etc,  e  quindi 
è  manifesta  T  esistenza  di  una  infinità  di  terne  di  nuovi 
assi  OX,  OY,  OZ  (delle  quali  una  sola  ortogonale)  siffatte 
.che  rispetto  a  ciascuna  la  quadrica  è  rappresentabile  me- 
diante un'  equazione  delia  forma  (supposto  che  con  N,  M,  L 
s'  annulli  C,  e  mutato  X  in  x^  Y  in  y,  Z  in  z) 

Aa?*-KBi/*-H2Pa7-H2Q2/-+-2RjJ-Hd=0. 


Cambiando  x  in      x — 


e  1/  m  y —  ,      si    cade 

nella  forma  Aa?*H-Bj/*-»-2R;yH-D=0,  che  dimostra  resistenza 
di  infinite  terne  di  piani,  dei  quali  due  diametrali  conjugati, 
e  il  terzo  semplicemente  parallelo  alle  corde  bisegate  dagli 
altri  due.  Una  sola  terna  (in  generale)  è  ortogonale,  e  a 
dirsi  degli  assi  principali. 


Digitized  by  VjOOQIC 


—  570  - 
b)  Se  i  nuovi  assi  devono  essere  i   principali,  potremo 

Ia    n   m 
dove  si  ponga     n    b      l  =0 
mie 

per  la  determinazione  dei  nuovi    coefficienti    di    a?*,  t/*,  s*. 
Liberando  inoltre  la  (p)  dalla  radice  nulla  avremo 

X* — (a-4-ft-4-c)X-f-«&-f-ftc-4-ca— n*— m*— r=0. 

Supponendo  che  X=0  sia  il  coefficiente  di  z*,  e  X=A,  XzrB 
quelli  di  a?^  e  y*  si  avrà  per  equazione  trasformata 

Aa?*±By*-H2PiJ?-f-2Qj/-+-2Rz-4-d=0. 

P  Q 

Mutando  x  in    a? r-,  e  t/  in  j/— —      T    equazione 

prenderà  la  forma  * 

Aa7*±Bi/*-K2R«H-D=0. 

Per  calcolare  il  valore  di  R  si  può  trar    partito    dalle 
seguenti  osservazioni.  Operando    nella   forma   quaternaria 

ax*'¥'by^'^cz^'-^du*'¥'2nxy-^2mxZ'^2p(vU'-^2lyZ'-^2qyU'¥'2rzu 

dalla  quale  per  t/=I  deriva  il   primo   membro   f(x,y,z) 

deir  equazione  della  quadrica  1.^     la    sostituzione   lineare 
ortogonale  (§  IX,  n.<»  2,  2.'  e) 

a?=Xco5(a?X)-HYco^(ij?Y)H-Zco5(aZ)-f-0  .  U  , 
2/=Xco5(2/X)-4.Yco5(jyY)-f.Zco^yZ)-H0  .  U  , 
;s=X(?05(sX)-KYco5(aY)-f-Zcoj?(2Z)-HO  .  U, 
w=X  .0       H-Y  .  0       H-Z  .  0     -I-       U, 

di  cui  il  modulo  quadrato,  cioè 
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coo{xX)    cos{xY)    cos{xZ)  0 

cos{yX)     cos{yY)     cos{yZ)  0 

cos{zX)      cos{zY)     cos(zZ)  0 

0  0  0  1 


=1, 


risulta  per  V  invariante  della  forma 


Jk= 


a  n  m 
n  b  l 
mie 
p      q      r 


P 

Q 
r 
d 


A 
0 
0 
P 


0  0 

B  0 

0  0 

Q  R 


P 

Q 
R 
d 


=— ABR^ 


Pertanto  dopo  che  la  (p)  avrà  fatto  conoscere  i  valori  di 
A,  B,  la  formula 


Ri 


l=+[/    —  Tp     darà  quello  di  R. 

e)  Se  R=0  e  cioè  se  si  avesse  Aa?*lt!Bt/*H-D=0,  la 
quadrica  sarebbe  un  cilindro  elittico  od  iperbolico  (a  se- 
conda dei  segni  di  A  e  B)  normale  al  piano  ooy^  ed  avrebbe 
infiniti  centri  in  retta.  Se  anche  Di=0,  cioè   se   si   avesse 

Aa7*lLBj/*z=0,  la  quadrica  sarebbe  costituita  da    due   piani 

(cilindro  con  direttrice  a  due  rette)   concorrenti    nell'  asse 

delle  z, 

D 
d)  Se  R  non  è  zero,  si  muta  z  in    z —  ^r—  ,  e  con   ciò 

r  equazione  riducesi  alla  forma  trinomia 

Aa7«±By*-H2R^=0. 

Per  Air^-HBy*-f-5R2=:0  il  \\xogo  ^  paraboloide  elittico, 
poiché  le  sezioni  piane  parallele  ai  piani  072,  yz  sono  para- 
bole, ed  olissi  quelle  parallele  al  piano  xy,  e  parabola  od 
olisse  qualunque  altra  sezione  piana.  La  superficie  ha  una 
sola  falda  tutta  posta  da  una  banda  o  dair  altra  del  piano 
xyi  dalla  banda  positiva  se  R  negativa,  dalla  banda  nega- 
tiva se  R  positiva.  Si  può  pensare  generata  da  un    elisse 
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che  si  muova  parallelamente  al  piano  xy,  e  variabile  di 
assi  in  modo  da  toccare  continuamente  una  parabola  fissa 
collocata  sul  piano  xz  oppure  yz.  Si  può  anche  immaginare 
generata  da  una  parabola  che  tocchi  una  parabola  fissa 
volgendo  continuamente  la  concavità  nello  stesso  senso 
della  fissa  e  mantenendo  il  proprio  piano  parallelo  ad  uno 
fisso. 

Se  Ai=B,  la  quadrica  è  paraboloide  elittico  di  rivolu- 
zione cioè  generato  dalla  rotazione  di  una  parabola  attorno 
al  proprio  diametro  principale. 

Per  Aa?* — Bj/*-»-2R;j=:0  il  luogo  è  paraboloide  iperbo- 
lico poiché  le  sezioni  parallele  al  piano  ocy  sono  iperbole 
(la  sezione  col  piano  xy  è  costituita  da  una  coppia  di  rette), 
le  sezioni  parallele  al  piano  xz  o  yz  sono  parabole,  e  qua- 
lunque altra  sezione  piana  è  parabola  od  iperbole,  o  coppia 
di  rette.  Si  può  ritenere  generato  da  un  ipeibole  che  si 
muova'  parallelamente  al  piano  xy^  variabile  di  assi  in  modo 
da  toccare  continuamente  una  direttrice  fissa  costituita  da 
due  parabole  poste  una  nel  piano  xz  e  V  altra  nel  piano 
yz  colle  concavità  in  sensi  opposti.  L'  iperbole  generatrice 
si  trasforma  in  due  rette  allorché  giunge  al  piano  xy,  e 
oltrepassato  il  piano  xy  volge  1*  asse  transverso  in  una 
direzione  ortogonale  colla  precedente.  Il  paraboloide  iper- 
bolico è  pur  generato  da  una  delle  due  nominate  parabole 
(volgenti,  come  si  é  detto,  la  loro  concavità  in  sensi  op- 
posti) che  si  muova  parallelamente,  per  esempio,  al  piano  yz 
e  tocchi  continuamente  l'altra  che  rimane  fissa  nel  piano  xz. 

e)  Se  B=:0,  cioè,  se  si  ha  1*  equazione 

Aa?*-H2Prr-H2Qj/-f-2R2;-^d=0, 

P 

si  muta  X  in  x r-  ,  e  si  cade  nella  forma 

A 

Aa7*-+-2Qi/-f-2Rz-f-D=0, 


D 

2Q 
Aa?*-H2Qy-H2R«=0. 


dalla  quale  col  cambiare  y  in  y — ^-^  deducesi 


Digitized  by  VjOOQ  IC 


—  573  — 

Nel  caso  la  sezione  della  quadrica  coi  piano  yz  è  una  retta 
Qy-4-R2^-=i0,  la  sezione  con  un  piano  x^nv  (v  variabile  da 
—  3o  e  -4-3c)  è  una  retta  parallela  alla  Qj/-+-Ri=:0,  la 
sezione  col  piano  z=k  (A  variabile  da  — js  a-i-x)è 
parabola  che  non  muta  col  mutar  di  k,  similmente  etc.,  e 
perciò  la  superficie  è  generata  da  una  retta  che  si  muovo 
parallelamente  alla  Q2/-ft-R2=0  e  lambe  continuamente 
una  parabola  fissa  sita  nel  piano  xy^  e  quindi  è  cilindro 
a  direttrice  parabolica.  Cangiando  la  direzione  degli  assi 
delle  z  e  delle  y  nel  loro  medesimo  piano  ed  assumendo 
per  piani  coordinati  il  piano    Qy-^RzrzO,  ed  uno  normale 

a    questo   cioè   il    piano   Ry — Q3;=0,  |  il  che   equivale  al 

porre  (§  II,  n.®  24,  5.^)  nuove  coordinate 

^__(ìy^Rz  ^_  Ry-Qz    j  ^ 

Vq«^r«  '  \/q«-hR«  j  ' 

(  2  1 

si  ottiene  <  posto  (Q*-»-R*)=:H  >  l'equazione  bi- 

(  1/q«-i-R«  ) 

nomia  Aa?*-HHY=0  pel  dichiarato  cilindro,  il  quale  riesce 
noroiale  al  nuovo  piano  o^Y  segandolo  appunto  secondo  la 
parabola  Aa?*H-HY=:0. 

f)  Se  Aa?'H-d=0,  la  quadrica  è  costituita  da  due  piani 
reali  o  immaginarli  paralleli  ed  equidistanti  dal  piano  yz 
(piano  di  centri),  coincidenti  quando  d=zO. 

5.  Le  nozioni  di  piano  polare  e  polo  sono  applicabili  ai 
piani  diametrali  e  al  centro  di  una  quadrica. 

Le  corde  bisegate  da  un  piano  diametrale  s*  incontrano 
in  un  punto  all'  infinito,  che  è  il  conjugato  armonico  del 
punto  medio  di  ciascuna  corda  rispetto  ai  punti  d' incontro 
di  essa  colla  quadrica,  e  perciò  (§  X,  n.*"  10)  sarà  il  polo 
di  quel  piano  diametrale.  II  polo  di  un  piano  diametrale 
sta  sul  diametro  conjugato  del  piano. 

Tutti  i  piani  diametrali  formando  stella  attorno  il  cen* 
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tro,  ed  avendo  i    loro    poli    sul   piano   all'  infinito,    questo 
potrà  dichiararsi  il  polare  (§  X,  n.®  10)  del  centro. 

Quando  il  centro  della  quadrica  sta  ali*  infinito,  il  piano 
air  infinito  contiene  il  proprio  polo  ed  è  piano  tangente. 

Tre  piani  diametrali  coniugati  e  il  piano  all'  infioito 
danno  luogo  ad  un  tetraedro  auto-conjugato  (§  X,  n.®  10, 
4.^)  poiché  il  punto  all'  infinito  della  retta  (diametro)  in- 
tei'sezione  di  due  dei  tre  piani  diametrali  è  polo  del  terzo. 

Siccome  due  piani  di  un  tetraedro  auto-conjugato,  e  due 
piani  tangenti  della  quadrica  e  condotti  per  1'  intersezione 
(spigolo  del  tetraedro)  di  quelli  danno  luogo  ad  un  fascio 
armonico,  cosi  si  può  dire  che  due  piani  diametrali  conju- 
gati  (polo  dell'  uno  sito  sull'  altro)  separano  armonicamente 
i  due  piani  tangenti  del  cono  assintotico  della  quadrica 
(piani  tangenti  la  quadrica  in  punti  all'  infinito)  condotti 
per  r  intersezione  di  quelli.  Perciò  tutte  le  coppie  di  piani 
diametrali  conjugati  e  concorrenti  in  uno  stesso  diametro 
formano  attorno  ad  esso  un  fascio  in  involuzione  di  cui  sono 
piani  doppi  (uniti)  i  due  tangenti  del  cono  assintotico  della 
quadrica.  Gli  angoli  di  questi  due  piani  doppi  sono  bisegati 
dai  piani  diametrali  della  coppia  ortogonale. 

Il  detto  fascio  di  piani  diametrali  è  segato  dal  piano 
diametrale  conjugato  dell'  asse  del  fascio  e  da  qualunque 
altro  piano  parallelo  al  diametrale  secondo  un  fascio  invo- 
lutorio  di  diametri  della  conica  sezione  del  piano  e  della 
quadrica,  i  quali  pur  son  diametri  della  conica  sezione  del 
piano  e  del  cono  assintotico;  fascio  in volu  torio  che  ha  per 
raggi  doppi  (assintoti  della  conica)  le  rette  intersezioni  del 
piano  segante  coi  piani  tangenti  il  cono.  etc.  etc. 

6.  1.^  Qualunque  piano  diametrale  della  quadrica 
f{x,y^z)'=zQ  (n.°  4,  1.**)  è  rappresentabile  coli*  equazione 

df       df       df  _ 
dx       dy       dz  "" 

idf      df      dt 

j  —,  —,  —    derivate  parziali  rispetto  d.  Xy  y,  z  della 
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df  df  df 

fipoMi!^  \  poiché  ;r7=0,  t~=0,   j~"=0  sono  le  equazioni 

di  tre  piani   diametrali   (§  IV,  n.^  9,  l.""),    ed   è  conjugato 
colla  direzione  (a,P,Y).  Invero  mutando  x  in   x-^x^    y   in 

t/-*-y',  z  in  z^z   nella  f{x^y,z)  si    ottiene   e-nS'ziO,  J  rite- 
nuto       £=aa?*H-ftj/*H-c2*H-2r?a;y-f-2ma7Z-i-2Zj/^-4-/'(a?',j/',5'), 

df      df      df  ì 

^:=-x^rj'^y'n'^^TT  V  La  e-f-S'izO  è  soddisfatta  tanto  dalle 
docf     ^dy       dz   ) 

coordinate  Xy  j/,  z,   quanto    — x,  — y,  — z   dei   due   punti 

d*  incontro  di  una  retta  del  piano  ^=0  colla  e=0,  e  quindi 

la  corda  congiungente  i  detti  due  punti   vien   bisegata  dal 

punto  (x\y\^).  Una  retta  per  Torigine  e  di  direzione  (a,P,r) 

X       y         z 
è  definita  dalle  equazioni   — =  -;r=  — =^-    Sostituendo 

a  P         Y  . 

nella  ^=0  i  valori  Xa,  xp,  Xy  invece  di  a?,  j/,  z  rispettiva- 
mente, e  sopprimendo  poi  X  si  ha  per  risultato 

df      df      df 
^d^''^%'^^d^=^^ 

e  quesf  equazione  (tenute  costanti  a,  p,  y  ©  variabili  x\  y\ 
/)  rappresenta  appunto  un  piano  bisegaute  qualunque  corda 
di  direzione  (ot,^,Y)-  Si  può  togliere  gli  accenti  alle  x\  i/,  z\ 
Pure  in  assi  coordinati  obbliqui  la  forma  dell*  equazione 
di  un  piano  diametrale  conjagato  colla  direzione  (<x,^,y) 
sarà 

df        df       df 

dx      ^dy      *  dz 

Il  piano  diametrale  detto  è  il  polare  del  punto  air  in- 
finito nella  direzione  (a.^^Y)»  ^  ^^  P^^  riprodurne  l'equazione 
col  porre  w'nO  in  quella  del  piano  polare  (§  X,  n.®  8,  3.®, 
n.®  10,  1.^),  col  dividere   la    stessa   per    m,    rappresentare 

X       y       z 
—  ,  —  ,  —  con  X,  y,  z  rispettivamente,  e  col  sostituire 

a,  ^,  Y  A  ^'i  y\  ^''  Tengasi  presente  che  la   u=0   rappre- 


Digitized  by  VjOOQ  IC 


—  576  — 

senta  il  piano  ali'  infinito,  che   x\  y\  z\  0  sono   le  coor- 
dinate cartesiane  omogenee  di  un    punto   all'  infinito  nella 


direzione  di  una  retta 


y 


X 

— r=— 7=— r.  ossia 
X       y        V  • 


(retta  per  1*  origine).  Pure  a,  p,  y»  0  sono  a  dirsi  le  coor- 
dinate cartesiane  omogenee  del  punto  air  infinito  nella  di- 
rezione (a,P,T)- 

2.^  La  condizione  perchè  il  piano  diametrale 


df       df 


"dx       dy 

X 


sia  parallelo  ad  una  retta  —r:='-Tr'='  —r  è  (§  IV,  n.*  5, 2.') 

(si  osservi  la  simmetria  rispetto  ad  a,  p,  y,  a,  ^',  y)*  la- 
quale  è  pur  quella  di  conjugazione  di  due  piani  diametrali 
conjugati  uno  colla  direzione  («,^,y)  ^*  altro  colla  direzione 
(a',p',Y').  I  poli  dei  due  piani  sono  uno  nella  direzione  (a',^',r  ) 
r  altro  nella  direzione  (<x,^,y),  e  cioè  il  polo  di  un  piano 
sta  suir  altro. 

3."*  Un  piano  diametrale 


dx       dy      ^z 


=0 


riesce  normale   alla    direzione   (a,^,Y)   quando    s*  avverino 
contemporaneamente  le  condizioni  (§  II,  n.^  9,   1.*) 


aa-Hpn-*-Y^=^a. 
an-Hp6-HY/  =Xp, 

e  quindi  sia  (C.  A.  R.  §  Vili,  n.^  3) 

a — X       n  m 

n  b—X  l 

m             l  e — \ 


(«). 


=0. 
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Quest'  equazione  coincide  colia  (p)  (n.^  4,  1.®  e)  come 
potevasi  prevedere. 

Le  tre  radici  X  della  medesima  (reali  come  sappiamo) 
dimostrano  V  esistenza  delle  direzioni  di  tre  piani  princi- 
pali ma  non  la  posizione  assoluta,  e  quindi  non  è  escluso 
che  alcuno  di  essi  sia  ali*  infinito  come  appunto  accade  nei 
paraboloidi. 

a—X        n        m  a— X       n        m 

n   ""6— X""    /    '  m  /  ""e — X 

(cioè  se  son  nulli  tutti  gli  elementi  del  reciproco  del  pre* 
cedente  determinante  )  donde,  eliminando  X,  si  deduce 

al — 77171      hm—nl      cn—hn 


l  ni  n         ' 

allora  le  (0)  riduconsi  ad  una  sola,  e  quindi  i  piani  dia- 
metrali principali  sono  in  numero  infinito,  e  la  quadrica  è 
superficie  di  rivoluzione.  Vedesi  che  se  è  nullo  uno  dei  tre 
coefficienti  /,  m,  n  bisogna  che  sia  nullo  un  altro  di  essi. 
Supposto  ad  esempio  /=7n=0,  si  ha  (a — G)(b — c')=n*.  Se 
anche  nzzO,  si  avrà  azze,  oppure  6=6\ 

Se  azzib-nc^  la  quadrica  sarà  una  sfera. 

7.  1.*  Siano  a,  6,  e  i  semiassi  di  una  elissoide.  Rite- 
nute le  rette  (di  cui  a,  b,  e  sono  semmenti)  come  assi  co- 
ordinati si  ha  (n.^  4,  1.^*)  per  equazione  della  stessa 

X      ^  y        z 
Un  piano  diametrale  conjugato  colla  retta    — ^=— r=:  — 

(diametro)  sarà  (n.^  6,  1.^)  rappresentato  dall*  equazione 
xx'      j/j/        zz' 
a*        &*        e* 

e  quindi  per  un  punto  {x'\y'\z")  di  esso  si  avrà 
x'x"     yY     z'z" 

37 


jy  ^ 

,2  />«  /»2 
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Da  questa  equazione,  detti  a,  ^,  y  gli    angoli    che   il    dia- 

X       y       z 

metro   — 7-=— t=— r    forma  cogli  assi,  e  a',  ó',  /  gli  an- 
X         y         z  ^  »  ri    i    o 

X        y        z 

goli  che  il  diametro  -ir=  -^=  -77    forma  cogli  stessi  assi 

°  37  y         z  ^ 

deducesi  1'  equazione  di  conjugazione  fra  due  diametri  nella 
forma 

COSOLCOSOt!        COS^OS^'         COSfCOSf 


a* 


=0. 


Quest'  equazione  non  si  altera  col  mutare  a'  in  Aa', 
6*  in  A6',  e'  in  hc^  {h  arbitraria),  cosi    è    manifesto  come 

./;«       y^      z' 
le  quadriche  simili      —7-»-  yyn 5-=^  (fra  le  quali  la  pre- 
cedente) abbiano  gli  stessi  sistemi  di  diametri  conjugati. 

2.°  I  termini  del  primo  membro  dell'  equazione  della 
quadrica  possono  essere  considerati  come  i  coseni  quadrati 
degli  angoli  p,  7,  t  che  una  retta  forma  cogli  assi  coi»r- 
dinati,  e  cioè  si  può  ritenere 


x^  j/* 


j=:cos^p,       ^=C05*:;,      -^=ico^t*. 


poiché  appunto  (§  II,  n.^  12,  3.') 

Cosi  supposti  i  punti    (x\y\z),   {x'\ì/\z")  sulla  quadrica  si 
avrà 

x'-nacosp,     y'=bcos7\      z=ccos^\ 

x"^=:acosp\    y"zzbcos7\     z*z=ccosz\ 
e  la  precedente  condizione 

x'x"     y\f     Tli' 

—T'^  T«""^-  ""r=0 
a*        V       c^ 

sarà  traducibile  pur  nella  forma 

cosp'cosp'''^cosj'cosz''^cosx'cosr''zzO, 
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la  quale  significa  (§  II»  n.°  15,  5.°)  V  ortogonalità  delle 
due  direzioni  (p',t,t),  (p",?",^').  Considerando  un  terzo  dia- 
metro coniugato  dei  due  precedenti,  e  condotto  per  un  punto 
(ip'",2/'",2"')  della  quadrica  avremo  per  la  somma  dei  qua- 
drati dei  tre  soraìdiametri  conjugati  (che  indichiamo  con 
a\  h\  e') 


-y^-^z" 


'X 


'"'«. 


a'cosV 


-b'cos'i'"' 


c«-^'" 


Siccome  le  tre  direzioni  (9\i\^'),  {?\-\t"),  {p'^^^"*) 
sono  fra  loro  scambievulmonte  perpendicolari,  così  p\  p\  p" 
sono  gli  angoli  che  V  asse  delle  x  forma  con  tre  rette 
ortogonali  e  perciò    co5V-i-cotsV-f-c?05V''=l.    Similmente 


cos^ 


'COS 


«'-"- 


'C0S^7"'=C0S^T' 


e  si  conclude  a'*-#-6''-»-c'h 


za^^b' 


V= 


-e*.  Adunque  nel  pas- 
saggio da  una  terna  di  diametri  conjugati  ad  un*  altra 
variano  in   generale    a\  b\  c\   ma    non    varia   la   somma 

Mutando  e  in  c'y — 1  e  e  in  cV — 1  si  ha  per  V  iper- 
boloide ad  una  falda  a^-i-ft'* — c'*=a'-»-6* — e*.  Per  quella 
a  due  falde  si  ha  a'*— 6"^— c'«=a«— 6'— e*. 

3.^  Il  volume  V  del  parallelepipedo  dei  tre  semidiametri 
a,  b\  e  vale  il  sestuplo  del  tetraedro  individuato  dall'  ori- 
gine e  dai  punti  (x\y\z%  (x\y\z\  {x"\y'"X%  ossia  (§  II, 
n.«  26,  2.^) 

\acosp     hcosi     ccosT 
=  ìacosp"   bcosi"    ccost" 
\acosp"  bcos^'"  ccosz" 


X  y  z' 
x"  f  z 
x"'  f  z'" 


■=zabc 


COSp    COS'I     COST 
COSp"  C0S7"  cosx" 

cosp"cosj"cosr' 


Siccome  (§  U,  n.^  12,  3.^  e  n."  15,  5.') 


cosp      cos^      cosi: 


C0S7 


cosx"     = 


COSp 


cosp'"  cosx'"   cosx'" 


1  0 
0  1 
0    0 


=1, 
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così  Y:nabc,   cioè  è  invariabile  il  volume  del  parallelepi 
pedo   di    tre  semidiametri  conjagati  (*). 

4.^  Projettando  a\  b\  e'  sopra  una  retta  {cosk^  cosh,  cosi) 
si  ha  (§  I.  n.*  22,  6.^  7.') 

per  a!  la  projezione  p'  zzx'  cosh-^xf  cosh-^z!  cosi, 
per  b'  la  proiezione  p"  ^,r"  cosk-^y' cosh-^-z"  cosi, 
per  e'  la  projezione  p"'=zx^"cosk"^y"cosh-k'%"'cosl, 

oppure 

p'  zzacosp'  cosk-^bcosy  cosh-^-c  cosr  cosi, 

p"  ^lacosp"  cosk-^-bcosi"  cosh-^c  cost"  cosi, 

p"'zzacosp"cosk  -H  bcosz"  cosh-^c  cost"cosI, 

e  quindi  p'^'^p"^'^p"'^z=,a}cos^k'^b^cos^h'^c^cosH,  cioè 
costante. 

5.*  Se  diciamo  t,  r,  ?:  i  tre  angoli  che  a\  b\  e  for- 
mano rispettivamente  con  una  retta  {cosk,  cosh,  cosi)  per- 
pendicolare ad  un  piano,  avremo  per  la  somma  dei  qua- 
drati delle  proiezioni  di  a\  b\  e'  sul  piano 

a'^senH'^'V^sen^r-^c^sen'^vzzza'^-^b'^'^c^ — a'^cos^i — h'^cosh- 
— c'*C05*t?=:a*-«-6*-HC* — (a^cos^k-^b^cos^h-^-c^cosH),  cioè 
costante,  etc. 

8.  1  •  Una  retta  emergente  dal  punto  }/L{x\y\z')  con 
direzione  {cosa,  cos^,  cos^)  è  rappresentata  dalle  equazioni 

X — x'     y — y       z — %' 


cosa        cos^        cos^x 
Il  semmento  di  tal  retta  compreso    tra   il    punto    M    e   il 
piano  xy  è    ,  il  seramento  compreso  tra  M  e  il  piano 


(*)  Secondo  Chasles  (Rapport  sur  les  Progres  de  la  Geometrie) 
sarebbe  stato  Livet  il  primo  a  far  conoscere  la  costanza  della  somma 
dei  quadrati  di  tre  diametri  conjugati,  e  del  volume  del  parallelepi- 
pedo costrutto  sopra  i  medesimi. 


Digitized  by  VjOOQ  IC 


—  581  — 

t/' 
xz  è    — -  ,    e  quello  compreso  tra  M  e   il   piano   y%  è 

x'                              x'             y'       ^      z' 
.    Se  si  pone =a,   — ;;=6,   =<?»         ossia 

cosa  ^  cosa  cosp  COHf 

x'-zzacosa,     y^-nbcos^^    z'zzccosy,  e  si  sostituiscono  questi 
valori  di  iv\  y\  z'  nell'  equazione  di  un  elissoide  di    semi- 

X*       y*       z^ 

assi  a,  6,  e,  cioè  nella  -r-»-T7-< — r='i  si  ha  per  risul- 

a^       0^       c^ 

tato  co5*a-f-C(?5*p-i-co^*Y==l»  ®  ciò  manifesta  come  il  punto 

M  appartenga  alla  considerata  elissoide.    Adunqne   si    può 

pensare  V  elissoide  generata  da  un  punto  M  di    una   retta 

obbligata  a  muoversi  in  modo    che    tre    determinati    punti 

della  stessa  scorrano  rispettivamente   sopra   tre   dati    piani 

disposti  a  stella. 

X         y        4f 
2.^  Il  piano  tangente  della  superficie   -j-^^-^ — jf=l 

(si  ritengano  indeterminati  i  segni  di    b*,  e  c^)  nel   punto 
(x\y\z)  è  rappresentato  (§  X,  n.*"  6,  4.°  )  dall'  equazione 

xx'      yy        zz' 
a*       6*       e* 

e  quindi  la  sua  distanza  p  dall'  origine  sarà  (§  II,  n.^  24, 
4.^)  data  dalla  formula  ' 

_  1 

e  gli  angoli  a,  ^,  y,  che  la  retta  di  distanza    forma   cogli 
assi  rispettivamente  dalle 

px  py  pi 

cosazz-j  ,       cos^=~  ,      cosyzz—  . 
(l  0  e 

Quadrando  e  sommando  queste  ultime  risulta 
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ossia 

Per  un  secondo  piano  tangente  si  avrà 

e  per  un  terzo 

f^zza'cos^a'^b^cos^f'^c'cosY. 
Supposti  i  tre  piani  tangenti  fra    loro   ortogonali    si    avrà 

co^*a-Hr?o^V-f-co5V=zl,  etc, 

e  poscia 

p*-i-p'*-i-/)"*=a*-i-6*-4-c*. 

Pertanto  è  a  dire  che  il  vertice  di  un  triedro  ortogonale 
inviluppante  la  quadrica  cammina  sopra  una  sfera  di  rag- 
gio   V  a*-i-6*-i-c*  . 

9.  1.®  Facciamo  ricerca  di  piani    che   seghino    secondo 
cerchi,  se  possibile,  la  quadrica 

ax^'^by^'^cz^'^2na;^y'^2mxZ'¥'2lyZ'^2pX'^2qy'^27^z-^dzz0, 

Tutti  i  circoli  dello  spazio  sono  deducibili  da  una  sfera 
per  sezione  mediante  piano.  Pertanto  se  posta    1*  equazione 

S={x—XY^{y—\y^(z—Zy'^2(x—X){y—Y)cos{(vy) 
'^2(X'-X){z—Z)cos(xz)^2(y''Y){Z''Z)cos{yz)—R'=zO 

di  una  sfera  di  centro  (X,Y,Z)  e  raggio  R  (§  II,  n.''  13, 
4.*)  e  r  equazione  Pziax-^^y-^^z-^-^zzO  di  un  piano  qua- 
lunque sarà  possibile  tradurre  V  equazione  della  quadrica 
nella  forma  S-f-KPz=0,  la  quadrica  passerà  per  V  interse- 
zione della  sfera  S  col  piano  P,  e  quindi  sarà  segata  da 
P  secondo  un  cerchio.  Osserviamo  che  il  fattore  K  non 
potrebbe  essere  indipendente  da  x,  y,  z  perchè  allora  la 
S-nKPnO  rappresenterebbe  una  sfera  e  non  la  quadrica 
generale  proposta,  e  che  non  potrebbe  contenerle  ad  un 
grado  superiore  al  I."  (altrimenti  la  S-f-KP=0  rappresen- 
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terebbe una  superficie  di  3.^  o  maggior  grado),  e  cioè  che 
K  dovrà  essere  della  forma  a.i?-i-^'y-i-Y'^-f-5'=:P',  e  quindi 
la  proposta  quadrica  dovrà  essere  traducibile  nella  forma 
S-i-PP'zzO.  Da  questo  poi  deducesi  che  se  la  quadrica  sarà 
segabile  secondo  un  cerchio  da  un  piano  P=0  sarà  pure 
segabile  da  un  altro  piano  P'=iO  secondo  un  altro  cerchio, 
il  quale  cerchio  al  pari  del  primo  pur  si  troverà  sulla 
sfera  S=0. 

Considerando  ora  i  coefficienti  dell*  equazione  proposta 
e  quelli  della  S-i-PP'=:0,  a  stabilendo  la  proporzionalità 
degli  uni  rispettivamente  agli  altri  secondo  un*  arbitraria 
ragione  p  si  ottengono  le  condizioni 

b  0  2n  2m 


1  -^a«'      1  -H^^'       1  -f-  rv'      2cos{xy) -Hap'  -na'p     2cos[xz)'¥'ax  -^a  t' 
21  2p 


2cos{yz)  -hPy'^^V       -2[x^Yco%y)^Zco.M]  ^«^'-h«'^ 
_^ 

27- _ 

—2\Z'^licos(;xz)^Y  cos{yz)\  -^^^^^^ 


X*-H  Y«^Z*^2  \yi'\cos{xy)^lLlcos(xz)^YZ  cos{yz)\  — R«-h^^' 

(e), 

per  le  quali,  le  due   equazioni    rappresentano    la   stessa    e 
identica  superficie. 

Per  verificare  tali  dieci  condizioni    si    hanno    diponibili 
le  dodici  quantità 

X,  Y,  Z,  R,  •«,  p,  Y,  ^,  a .  P',  T .  ^. 


-=P 
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dunque  per  infiniti  piani  (reali  o  immaginari,  o  parte  reali 
parte  immaginari)  la  quadrica  è  segabile  secondo  un  cerchio. 
Dalla  considei*azione  e  discussione  delle  (i)  si  può  de- 
durre come  tali  infiniti  piani  costituiscano  sei  distinti  fasci, 
ciascuno  con  asse  all'  infinito,  ma  per  abbreviare  la  scrit- 
tura e  il  discorso  nelT  indagine  dei  reali  e  degli  imma- 
ginarii  gioverà  far  la  rassegna  delle  divei'se  superficie 
(elissoide,    iperboloide,    etc.)    rappresentabili    colla  proposta 

generale  equazione     aa?^-4-6j/'-»-c2:*-i-2wa?y-4- -f-rf=iO,     e 

man  mano  riferirle  agli  assi  principali. 

2.*"  a)    L'equazione  ~^-»-yr"»"~v — 1=^0    delTelisioide 

(a,  &,  e  Jiemiassi  principali  e  a>&>^;)  può  assumere  la 
forma 

S--^cv^^-^z^=0        (E), 

dove  S=a7*-i-j/'-f-2* — ft*.  Da  questa  forma  s*  argomenta  che 
r  elissoide  contiene  i  due  circoli  d'  intersezione  della  sfera 
S=:0  coi  due  piani  diametrali 

a*  e* 

e  cioè  che  V  elissoide  è  segata  secondo  due  circoli  reali  dai 
detti  piani. 
Le  equazioni 

Va^—b^         Vb^—c^ 
—^—x^-^—z=^  (p) 

a  e  •  \^/ 

(P,  Y  arbitrarie)  rappresentano  piani  paralleli  rispettiva- 
mente ai  due  ripetuti  piani  diametrali.  Ora  la  intersezione 
deir  elissoide  col  piano  (j9)  è  la  stessa  che  colla  sfera 
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e  col  piano  (p)  è  la  stessa  che  colla  sfera 
/Va'— &'  Vb''^*     \ 

cosi  esistono  nell'  elissoide  due  serie  di  sezioni  circolari 
rispettivamenU^  parallele  ai  piani  diametrali  medesimi.  Que- 
sti piani  diametrali  sono  a  dirsi  ciclici,  e  t'  equazione  (E) 
significa  la  costanza  del  rapporto  tra  il  quadrato  della 
tangente  condotta  da  un  punto  dell'  elissoide  alla  sfera 
S=0,  e  il  rettangolo  delle  distanze  dello  stesso  punto  ai 
duo  piani  ciclici. 

L'  elissoide  non  aniette  che  le  due  dimostrate  serie  di 
sezioni  circolari  reali.  Invero  se  si  pone  V  equazione  del- 
r  elissoide  nella  forma 

oppure  nella  forma 


veggonsi  immaginari  tanto  i  due  piani  ciclici 
quanto  i  due 


In  ciascuna  delle  due  serie  di  circoli  reali  ve  ne  sono 
due  infinitamente  piccoli  (ombelichi),  i  quali  sono  i  due 
punti  dei  duo  piani  tangenti  (doIT  olissoide)  paralleli  al 
ciclico.  Per  le  coordinate  X,  Z  dei  quattro  ombelichi  si  ha 
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X»      Z* 

-j-H — T^l'  ^  siccome  qualunque  diametro  coniugato  del 

CI  e 

diametro  2c'  congiungente  i  due    ombelichi    vale    26         e 

quindi  (n.'  7,  2.*^)  26*-^c'*=za'-*-6*-4-c*  ossia  r/«=a2^c?*— 6*1 
si  ha  pure  X*-KZ-=a*-K(?* — 6*.  Deducesi 

a«— 6«  6«-c* 

Nel  piano  xz  vi  sono  due  diametri  26,  dei  quali  cia- 
scuno considerato  coli*  asse  Oy  individua  un  piano  ciclico. 
Non  è  possibile  costruire  nel  piano  xy  un  diametro  2c,  e 
nel  piano  yz  un  diametro  2a. 

Posto  —^—^~ i=:E, 

a'       6*       e* 

Va*— 6*  V'6*-(?* 

X  -I- ^— P=P, 

a^  H ;?  — Y=P'. 

a  e 

e  indicato  con  X  un  arbitraria  si  può  rappresentare  con 
E-^XPP'=0  una  serie  di  quadriche  obbligate  a  passare  pei 
due  circoli  (E=0.  Pi=0),  (E=0.  P'=0). 

Nella  serie  di  tali  quadriche  vi  è  sempre  una  sfera 
reale  poiché  si  può  disporre  di  X  in  modo  che  i  coefficienti 
di  0?*,  2/*,  3*  nella  E-i-XPP'=0  divengano  fra  loro  eguali. 
Cosi  due  sezioni  circolari  una  di  una  serie  e  Y  altra  del- 
l' altra  appartengono  ad  una  stessa  sfera. 

6)  L'  equazione 

x^        </*       2* 

-r-^TT — i^— 1=0 
a*       6*       e* 

dell'  iperboloide  ad  una  falda  è  traducibile  nella  forma 
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da  cui  deducosi  1*  esistenza  di  due  serie  di  sezioni  circolari 
rispettivamente  parallele  ai  due  piani 


e  sono  le  sole  reali. 
e)  L*  equazione 

a?*       2/*       z* 


-1=0 


{byc)  deir  iperboloide  a  due  falde  si  può  scrivere  nella 
forma 

a*  (?* 

ritenuto  S=::r*-i-y*-#-a;*-»-6*.  Siccome  la  S=0  rappresenta 
una  sfera  immaginaria,  cosi  sono  immaginarìi  i  circoli 
d'  intersezione  coi  piani  reali 


Però  il  piano  ^ 

X  H ZZH^ 

a  e 

(^  arbitraria)  sega  V  iperboloide  secondo  la  stessa  linea  che 
la  sfera 

ossia 
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,       2ac 
e  questa  sfera  è  un  punto  se     ^=i±--—  ,  ed  è  reale 

2ac  2ac 

da    3=— -.-_  -  a  ^=:2r,  e  da  ^z= —     .  a  S=— x. 

Cosi  si  ha  una  serie  di  sezioni  circolari  parallele  al  piano 

X  -•- zzzO 

a  e 

(fra  cui  due  ombelichi),  che  presenta  un'  interruzione  nel- 
i'  intervallo  dei  due  ombelichi.  Analoga  serie  di  sezioni 
circolari  (fra  cui  due  ombelichi)  esiste  parallela  al  piano 

^ — 3:=:0. 

a  e 

Le  altre  quattro  serie  sono  immaginarie. 
d)  L'  equazione  •A.r*-»-Bi/*-i-2R2;=0  del  paraboloide  elit- 
tico  si  può  esprimere  nella  forma 

e  quindi  anche  nella  forma 

ritenuto 

2a^z 


e  veggonsi  due  serie  circolari  rispettivamente  parallele  ai 
due  piani 

— y-H^=0,       ^ !/-«=0. 

Vi  è  un  ombelico  in  ciascuna  serie. 

e)  Il  paraboloide  iperbolico  non  amette  sezioni  circolari. 
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f)  Lie  due  serie  di  sezioni  circolari  si  riducoDO  ad  una 
sola  quando  la  quadrica  è  di  rivoluzione. 
k)  Due  quadriche 

hanno  gli  stessi  piani  ciclici  e  quindi  le  loro  sezioni  circo- 
lari sono  date  dalle  stesse  due  serie  di  piani. 

Se  un  piano  sega  un  iperboloide  secondo  un  circolo,  il 
piano  segherà  pura  il  cono  assintotico  secondo  un  circolo. 
I  due  circoli  tendono  a  confondersi  man  mano  che  il  piano 
segante  s*  allontana  dal  ciclico. 

10.  l.**  Rapp»'esentino  la  equazióne  f{x\y,z)=^0  una  su- 

perficie  d*  ordine  n,  e  le  equazioni  ]  una   retta 

(  yzza'z-k-b' 

(jo,  2/t  ^  coordinate  cartesiane). 

Eliminando  x,  y  fra  le  tre  equazioni  risulta 

A:3^-^B2«-»-f- -+-K2; -4-11=0 

(A,  B,  C,  funzioni  delle  a,  h,  a\  b\  etc).  Se  si  potrà 

disporre  delle  a,  6,  a,  h'  in  modo  da    verificare   le   n-4-1 

condizioni  A=0,  B=0,  C=0.  ,    K=0,   H=0,    la    retta 

si  adagierà  per  intero  sulla  superficie. 

Adunque  se  n-i-l>4»  non  sarà  sempre  possibile  sten- 
dere una  retta  sopra  di  una  superficie  d' ordine  n;  se 
n-Hl=4  si  potrà  collocare  sulla  superficie  un  numero  li- 
mitato di  rette,  e  cioè  sopra  una  superficie  di  3.®  ordine; 
se  n-f-l<4  si  potrà  in  generale  adagiare  infinite  rette  sulla 
superficie  e  così  su  quelle  di  primo  ordine  (piano)  e  su 
quelle  di  secondo  ordine  (quadriche). 

2.^  Eliminando  y  tra  le  due  equazioni 

a?*       y*        z^ 
aF"^b'       V^^ 

(iperboloide  ad  una  falda),  yznhx-^^k  (piano  normale  al 
piano  coy)  si  ha 
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stabilendo  la  condizione    (6*  4-a*A*)a*(A* — 6*)=:a^A*é*,  ossia 

A=+V  6«^a* A*  ,     vedesi    +— = r , 

~"  e  ab 

0   nel    caso    T  intersezione   del   piano    t/=AA'-f-V6'-f-a*A' 
coir  iperboloide  è  costituita  dalle  due  rette 


y=Aa7-i-V/6*-HaW, 
G  ab 


e  ""  ab 


Essendo  h  arbitraria  e  reale  v  6*-#-a*A'  si  fa  manife- 
sto come  sia  possibile  adagiare  per  intero  infinite  rette 
reali  sulT  iperboloide.  Tanto  è  in  accordo  coli'  osservazione 
precedente  (I.^}.  La  realtà  o  immaginarietà  delle  infinite 
rette  adagiabili  dipende  dalla  natura  della  quadrica.  Per 
r  elissoide,  per  V  iperboloide  a  due  falde,  pel  paraboloide 
elittico  tali  rette  sono  immaginarie,  poiché  sonovi  delle  re- 
gioni dello  spazio  indipendenti  dalle  indicate  quadriche, 
mentre  una  retta  qualunque  attraversa  in  generale  tutte  le 
regioni.  Ciascuna  retta  delle  serie  (1)  incontra  tutte  quelle 
della  serie  (2),  poiché  (§  IV,  n.«  5,  1.^) 

h  —10      V&«-i-a*A» 

0  Vb^^a^h^  0    —ab   a^ch 

h'  —1        0     Vb^^a^h'^ 
e  VW 


—1        0 

.a*A'«       0        ab    a^ch' 


=0 


per  qualunque  valore  di  A  e  A^ 

Il  precedente  determinante  si    muta   in    quello   di  doe 
rette  qualunque  della  serie  (1)  se  si  cambia  segno  al  terzo 
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elemento  di  quarta  orrìzzontale.  Ciò  facendo   e    riducendo 
poscia  il  determinante  al  2.^  ordine  si  ottiene 


ab 


Abbandonando  il  fattore  aòc  ed  eguagliando  a  zero 
sì  giunge  alla  condizione  hz=:h\  e  diviene  evidente  come 
due  rette  qualunque  della  serie  (1)  non  possono  essere  nello 
stesso  piano.  Lo  stesso  è  a  dirsi  di  due  qualunque  della 
serie  (2). 

L*  iperboloide  si  può  pensare  generata  da  una  retta 
delle  (1)  che  striscia  (tocca)  tre  fisse  delle  (2),  oppure  da 
una  delle  (2)  che  striscia  sopra  tre  rette  fisse  delle  (1). 
Le  tre  fisse  a  due  a  due  (come  si  è  sopra  osservato)  non 
troTansì  in  uno  stesso  piano  cioè  non  s'  incontrano,  sicché 
la  generatrice  risulta  individuata  in  ogni  sua  posizione 
potendosi  riguardare  come  intersezione  di  due  piani  che 
passino  per  uno  stesso  punto  di  una  delle  tre  rette  fisse, 
ed  uno  per  una,  e  Y  altro  per  V  altra  delle  altre  due  rette 
fisse'.  Siccome  poi  due  generatrici  per  quanto  vicine  non 
s*  incontreranno  cioò  non  saranno  nello  stesso  piano  cosi 
la  superficie  generata  riescirà  storta  (non  sviluppabile)  o 
gobba  o  sghemba  che  dir  vogliasi.  Vedi  (§  IV,  n.^  8,  2.*) 
il  problema  della  retta  mobile  obbligata  a  toccare  tre  fisse, 
ed  anche  (§  Vili,  n.*^  5,  4.^)  la  quadrica  ^. 

Le  rette  di  una  delle  due  serie  (1),  (2)  segnano  due 
punteggiate  projettive  sopra  due  dell'  altra;  e  danno  pure 
luogo  a  due  fasci  projettivi  di  piani  le  rette  di  una  serie 
associate  con  ciascuna  retta  di  una  coppia  di  rette  dell'al- 
tra serie.  Riescono  pur  (§  VII)  projettivi  fra  loro  tali  fasci 

di  piani  e  quelle  punteggiate.  Dette  A,  A',  A", le  rette 

di  una  serie  e   B,  B',  B",  quelle   dell'  altra,   avremo 

considerando  le  A,  A',  A",  assieme  colla  B  un    fascio 

di  piani  B(A,A',A", )  di  asse  B,  che  sarà  incontrato  dalle 

due  rette  B',  B"  secondo  due  punteggiate  projettive;  ma  le 
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rette  B',  B"  incontrano  i  detti   piani    rispettivamente   sulle 

rette  A,  A',  A",  ,  cosi  queste  individuano  sulle  due  B', 

B"  due  punteggiate  projettive,  etc.  etc. 

Ponendo    3=0    nell'  equazione    dell'  iperboloide    risulta 

per  intersezione  col  piano    icy    V  olisse    -^-*-r^=l  (elisse 

di  gola).  Trattando  come  coesistenti  in  x,  y  quest'  equa- 
zione e  la  yzzhx-^'Vb^^a^h}  si  ottiene 

{xVb^aSi^-k-a^hf^O. 

Emerge  da  ciò  che  la  projezione  sul  piano  xy  di  qualunque 
retta  (1)  o  (2)  tango  V  elisse  di  gola.  Similmente  posto 
j/=0  si  ha  sul  piano  xz  V  iperbole  c^x^ — d^z^^za^c^ ,  di 
cui  gli  assintoti  sono  c^x^ — d^z^zzO,  Trattando  come  coe- 
sistenti in  X,  z  quest'  equazione  d'  iperbole,  e  la 

,    z  ^xVbU^'ànìS^d'h 
~  e  ~"  ab 

si  ha  (/i:a:^-f-v  6*-i-aVi*)'=0,  il  che  manifesta  come  la  pro- 
jezione dì  qualunque   retta   (1)  o  (2)    sul    piano  xz    tanga 
r  iperbole  principale.  Per  /i=0  le  due    projezioni   conside- 
rate coincidono  cogli  assintoti  dell*  iperbole  stessa. 
Le  due  serie  di  rette 


1  y=hx,  1  y=zhx, 

(«)     z      x\/b^'-^à^h''         («  )        z      xVf^^à^^ 


e  ab  \       e  ab 

Rono  parallele  alle  (1)  e  (2)  rispettivamente.  Eliminando  h 

x^      y*        2* 
tra  le  (a),  o  tra  le  (a)  si  ottiene    —r-^n r=0,   cioè 

V  equazione  del  cono  assintotico.  Adunque  tutte  le  rette 
giacenti  sull'  iperboloide  sono  rispettivamente  parallele  alle 
generatrici  del  cono  assintotico,  e  quindi  tre  qualunque  non 
possono  riescire  parallele  ad  uno  stesso  piano. 
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3.^  Il  paraboloide  iperbolico  Aa?'-— BT/*-f-2R«=rO  (n.°  4, 
2.^  d)  contiene  come  1*  iperboloide  ad  una  falda  infinite 
retto  reali.  L'  equazione  può  scriversi  con  segni  espliciti 
nella  forma  p'x^^py^zupp'z.  Eliminando  z  tra  quest'equa- 
zione, e  quella  xzzhz-^k  di  un  piano  normale  al  coordi- 
nato xz  si  ottiene 

p' /         px     pk\ 

p  p  /     p\* 

Ponendo  la  condizione  ^=7t'  .  vedesi  y*=:— jC  x —  ^^  I  , 

e  nel  caso.  1'  intersezione  del  piano  x=:hz-t-k  col    parabo- 
loide è  costituita  dalle  due  rette 


a7=A«- 


4h  ' 


a?=Az- 


P_ 
'Ah  ' 


(1) 


Essendo  h  arbitraria  si  scorgono  due  serie  (1)  e  (2)  di 
rette  reali  per  intero  adagiabili  sul  paraboloide  iperbolico. 
Ciascuna  delle  rette  (1)  incontra  ciascuna  delle  rette  (2) 
poiché  (§  IV,  n.^  5,  1.') 


4h 

0        —Ah* 

-P 

Vp' 

-\  p        0 

-à^^' 

Ah' 

0        —4h'* 

—P 

Vp' 

Vp        0 

-à^"' 

=0 


por  qualunque  valore  di  A  e  h',  È  pur  facile  riconoscere 
che  due  rette  della  serie  (1)  o  della  serie  (2)  non  possono 
essere  nello  stesso  piano. 

38 
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Adunque  il  paraboloide  iperbolico  è  generabile  da  una 
delle  rette  della  serie  (1)  che  strisci  sopra  tro  fisse  della 
serie  (2),  oppure  da  una  delle  rette  della  serie  (2)  che 
strisci  sopra  tre  fisse  della  serie  (1).  In  un  modo  o  nel- 
r  altro  la  posizione  della  generatrice  riesce  continuamente 
determinata.  Siccome  poi  tutte  le  (1)  sono  parallele  al  piano 

yizzool/^  —  »  ©  tutte  le  (2)  al  piano  t/= — ^^'i/     —  »   ^^^^ 

il  paraboloide  in  discorso  può  anche  pensarsi  generato  da 
una  retta  che  si  muova  parallelamente  ad  un  piano  dato 
strisciando  sopra  due  fisse  non  contenute  in  uno  stesso 
piano.  Il  primo  modo  di  generazione  può  riguardarsi  come 
un  caso  particolare  di  quello  dichiarato  più  sopra  por  V  i- 
perboloide  ad  una  falda.  Il  secondo  modo  di  generazione 
manifesta  come  tre  qualunque  delle  rette  (generatrici)  del- 
l' una  0  dell'  altra  delle  due  serie  (1),  (2)  di  rette  segnino 
semmenti  in  rapporto  costante  sopra  due  qualunque  (diret- 
trici) deir  altra  serie.  Tanto  s'  intende  conducendo  (com'  è 
possibile)  per  ciascuna  di  quelle  tre  rette  un  piano  paral- 
lelo al  piano  direttore  delle  medesime.  I  tre  piani  paralleli 
indicano  la  costanza  dell'  accennato  rapporto.  Si  può  dun- 
que fare  un  modello  in  rilievo  di  un  paraboloide  iperbolico 
col  seguente  procedimento.  Prendaci  un  cartoncino  di  un 
certo  spessore  e  di  forma  quadrilatera  ABCD  qualunque, 
e  vi  si  faccia  un'  incisione  fino  a  metà  spessore  seguendo 
una  delle  diagonali  e  per  esempio  la  BD  è  per  modo  che 
ciascuno  dei  due  triangoli  ABD,  CBD  possa  ruotare  attorno 
al  comun  lato  BD.  Si  facciano  quindi  lungo  ciascun  lato 
dei  forellini  equidistanti  in  guisa  che  il  loro  numero  sia 
lo  stesso  per  ciascun  Iato,  poi  si  congiungano  con  fili  i 
forellini  corrispondenti  di  ogni  coppia  di  lati  opposti.  Si 
tendano  poi  i  fili  si  da  costringere  gli  accennati  triangoli 
a  disporsi  in  due  diversi  piani.  Il  quadrilatero  ABCD  di- 
verrà storto,  e  i  due  lati  opposti  di  ciascuna  coppia  si 
disporanno  in  piani  diversi,  e  la  rete  dei  fili  si  disporrà  a 
paraboloide  iperbolico. 
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Il  paraboloide  in  discorso  è  secato  dal  piano  xz  secondo 
la  parabola  x*=:pz.  Eliminando  z  tra  quest*  equazione  e  la 
prima  delle  (1)  risulta  {2hx — ^p)'=0,  dunque  la  projezione 
sul  piano  xz  di  qualunque  retta  (1)  e  (2)  tango  la  para- 
bola x*=pz.  Lo  stesso  paraboloide  ò  secato  dal  piano  yz 
secondo  la  parabola  y^zz — p'z.  Eliminando  x  tra  le  (1), 
oppure  tra  le  (2)  risulta 


-±i/^(--^) 


per  la  projezione  di  una  retta  (1)  o  (2)  sul  piano  yz.  Eli- 
minando poscia  y  tra  quest*  equazione,  e  quella  della  para- 
bola si  ottiene   (  ^^"^jr)  =^1     ®   ^^   argomenta    che    le 

projezioni  delle  (1)  e  (2)  sul  piano  yz  toccano  la  parabola 
y'=—p'z. 

11.  1.^  L'  equazione 

x^      y*       «' 

-—- 1 1 =1 

t         u        V 

della  quadrica  a  centro  ò  traducibile  nella  forma 

(a?-X)«-f-(y— Y)*-HZ*=A(i»— a)«-f-B(y— p)«        (F) 

sotto  le  condizioni 

-^=1— A,— =1— B.  X=Aa,  Y=Bp,  t;=A««-HBp»— X*— Y*. 
{  u 

Eliminando  A,  B,  »,  ^,  fra  queste  cinque  condizioni  si   ha 

X*         Y» 

e  da  ciò  deducesi  che  per  infinite  coppie  di  valori  di  X  e 
Y  r  equazione  della  quadrica  è  trasformabile  nella  (F). 
La  stessa  equazione  della  quadrica  è  trasformabile  nella 

(a?-X)«-f.j/«-f.(«— Z)*=A(a;— «)*^C(2— r)*  (F'), 
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ammessa  la  coesistenza  delle  condizioni 

-^=zl— A,— =1— C,X=A«,  Z=Cy,  u=A«'-HCr'— X'— Z'. 

cioè  della  X»  Z» 

e  quindi  per  infloito  numero  di  coppie  X,  Z. 

Similmente  la    ripetuta    equazione    della   qaadrica    può 
mettersi  nella  forma 

a7*H-(j/-Y)«-i-(«-Z)«=B(y-P)»-i-C(?-r)*  (F") 

sotto  le  condizioni 

— =1— B,— =1-C.  Y=Bp,  Z=Cr,  <=BP»-hCt*— Y'-Z*. 

U  V 

cioè  Y'  Z' 


U — t         V — t 


=1       (9"). 


e  quindi  per  infinito  numero  di  coppie  Y,  Z. 

Il  primo  membro  della  (F)  esprime  il  quadrato  della 
distanza  di  un  punto  ((V,y,z)  della  quadrica  da  un  punto 
(X,Y,0)  del  piano  opy  sito  sulla  conica  (9),  e  il  secondo 
membro  una  proporzionale  al  prodotto  delle  due  distanze 
dello  stesso  punto  {x,y,z)  dai  due  piani  A(:r— a)*-HB(j/ — p)*=:0. 
Pertanto  la  quadrica  può  pensarsi  generata  da  un  punto 
(x,y,z)  mobile  in  modo  che  il  quadrato^  della  sua  distanza 
da  un  punto  (X,Y,0)  della  (9)  mantenga  sempre  lo  stesso 
rapporto  col  prodotto  delle  due  distanze  a  due  piani.  Il 
punto  (X,Y,0)  dicesi  fuoco  della  quadrica,  e  1*  intersezione 
dei  due  piani  direttrice.  Analoghe  osservazioni  hanno  luogo 
rispetto  alla  (F)  e  (9),  e  rispetto  alla  {F")  e*  (9").  Esistono 
adunque  per  la  quadrica  infiniti  fuochi  e  infinite  direttrici, 
quelli  appartenenti  a  tre  coniche  (9),  (9  ),  {9")  (dette  focali) 
site  rispettivamente  sui  tre  piani  principali,  e  queste  (le 
direttrici)  sopra  tre  cilindri  rispettivamente  normali  ai  tre 
piani  principali  medesimi. 
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Dalla  forma  della  (F)  o  (F)  o  (F")  si  deduce  che  un 
fuoco  di  una  quadrica  può  definirsi  come  una  sfera  (infi- 
nitamente piccola)  tangente  della  quadrica  in  due  punti 
situati  sulla  direttrice  (').  Questa  definizione  è  analoga  a 
quella  che  può  darsi  del  fuoco  di  una  conica  e  cioè  (§  III, 
n.®  12,  3.^)  che  è  un  circolo  infinitamente  piccolo  avente 
contatto  colla  conica  in  due  punti  siti  sulla  direttrice.  Si 
badi  a  ciò  che  come  il  primo  membro  dell'  equazione  data 
in  principio  di  pagina  152  può  essere  considerato  come  il 
primo  dell'  equazione  di  un  circolo  di  raggio  nullo,  in  modo 
analogo  il  primo  della  (F)  può  essere  ritenuto  il  primo 
membro  dell*  equazione  di  una  sfera  di  raggio  nullo. 

L^  (9)1  (9  )»  (?")  sono  omofocali  rispettivamente  colle  se- 
zioni principali  della  quadrica,  cioè  colle  coniche  d'  inter- 
sezione coi  piani  xyy  xz,  yz. 

La  tangente  alla  (9)  in  un  punto  (X',Y')  è  rappresentata 
dall'  equazione 

Xr       YT 


-*-.— T=^ 


t — V        U — V 

oppure 

(t — V  w— t?      \ 

a  motivo  di  X'=Aa'=— ^a'.    r=B/J'=-j^  ^  J 

X«'     Y^ 
-—^—=1. 
t  u 

Ciò  manifesta  come  la  tangente  alla  (9)  nel  punto  (X',Y') 
sia  la  polare  del  punto  (a  ,^)  della  direttrice  rispetto  alla 

conica  principale    — h =1.    Pertanto   (Salmon  sezioni 

coniche  n.°  192)  la  retta  congiungente  il  punto  (X',Y')  col 
punto  {ot\^')  è  normale  alla  conica  focile;  e  la  base  del 
cilindro  normale  al  piano  xy,  costituito  dalle  direttrici  è 
la  conica  luogo  dei  poli  delle  tangenti  della  focale  (9)   ri- 


Sauion  6/  À.*  a  tre  coordinate,  coniche  focali. 
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a?*       j/* 
spetto  alla  sezione  principale  —  h =0.      Detta    base  è 

rappresentabile  coli*  equazione 

t — V  u — V 

Nel  caso  che  la  quadrica  sia  elissoide  si  ha  t=a\  t<=ft*, 
v=c*  (ritengasi  a>6>6*),  e  le  tre  focali  sono 

"i i"*"  t:^ ;==  1     elisse, 

^ ,  ^  —  ,^ ^=1      iperbole    cui    appartengono   i   punti 

ombelicali  (n.^  9,  2.^  a), 

Y*  Z* 

TZm « i—  1     elisse  immaginaria. 

I  piani  corrispondenti,  cioè  le  loro  equazioni 
A(a?~a)*-»-B(j/-.^)«=0,     A(a?— a)*-HC(2— r)=0, 

vengono  espresse  nei  termini 
(immaginariì), 

(reali  paralleli  ai  ciclici), 

a*—b*/  b*Y  \*     a*— e'/  c*Z  \* 


b 
(immaginarii). 
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Per  r  iperboloide  ad  una  falda 

a?*       i/*        jj* 

la  (9)  ò  unelisse,  la  (9)  un  iperbole,  la  (9")  ò  immaginaria. 
I  piani  corrispondenti  alla  (9)  sono  immaginarii,  alla  (9') 
immaginarii,  alla  (9')  reali. 

Per  r  iperboloide  a  due  falde  la  (9)  è  un  iperbole,  la 
(9')  un'  elisse,  la  (9 ')  ò  immaginaria.  I  piani  corrispondenti 
alla (9) sono  immaginarii,  alla  (9) .reali,  alla  (9')  immaginarli. 

I  punti  ombelicali  nel!'  uno  e  nell*  altro  iperboloide 
appartengono  ad  una  focale. 

I  piani  considerati  sono  paralleli  ai  ciclici  (n.^  9,  2.^). 

In  ogni  caso  ò  lecito  di  qualificare  le  focali  come  om- 
belicali. 

Le  focali  incontrano  la  quadrica  se  hanno  per  corri- 
spondenti piani  reali,  non  V  incontrano  quando  hanno  per 
corrispondenti  piani  immaginarii.  Se  pure  la  focale  dovesse 
incontrare  la  quadrica  nel  caso  di  piani  corrispondenti  im- 
maginarii, scegliendo  per  origine  un  punto  d'  incontro, 
r  equazione  della  quadrica  potrebbe  esprimersi  nella  forma 
a?«-f-j/*-Hja;'z=A:i?*-HBy*,  e  la  quadrica  sarebbe  un  cono. 

0?*      j/*       z^                            X*         Y* 
Pel  cono  —  H 1 =0    la  (9)  è h =0, 

cioè  la  focale  ò  costituita  da  due  rette  reali  od  immagi- 
narie che  s*  incontrano  nel  vertice  del  cono.  Lo  stesso  è  a 
dirsi  per  la  (9)  e  per  la  (9"). 

x^      2/*       2* 
Pel  cono  ~r"*"^« «"==0   assintotico  dell'  iperboloide 

ad  una  falda  (a>6>  e)  si  ha  per  la  (9)    -^^j^—i-^  ft^^T^^^ 

X*  Z« 

(due  l'ette  immaginarie),  per  la '(9')       TZTi — It v^^ 

/                                                           X«             Z«  \ 

(due  rette  assintoti  della   focale    —{—ji — ri i  =1    )  » 
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per  la  (cp") ; — rr i r    (due   rette   immaorinarie). 

I  piani  corrispondenti  alla  (9)  e  alla  (9)  sono  immaginarii, 
0  quelli  alla  (9")   reali.    Adunque    dei    punti    appartenenti 

allo  rette  focali  il  solo  vertice  del  cono      che  è  pure   luo- 
go della  (9")       ha  per  corrispondenti  piani  iramaginarii    e 

piani    reali.    La    direttrice    competente    al    vertice    passa 
per  esso. 

07"        J/* 

2.^  L'  equazione    — h =:=2;2;  rappresentante  un  pa- 

raboloide  è  traducibile  nella  forma 

(.r-X)*-Hy*-t-(«— Z)'=A{a?— a)*^(s— y)*  (P) 

sotto  le  condizioni 

-^=1— A,  X=A«,  Z— Y=u,  Aa*-*-r*— X»— Z*=:0,  cioè 

X* 

=2Z-u  (4-), 


t—u 
oppure  nella  forma 

a?«-i-(y-Y)»-.-(«-Z)*=B(2/-p)«+(«-Y)*  (^ 

sotto  le  condizioni 

— =1— B.  Y=Bp,  Z-Y=^  Bp«-f-Y'— Y*— Z«=0,  cioè 
u 

^=2Z-.  (+'), 

e  pertanto  il  paraboloide  ha  due  parabole  focali   (^)  e  (^') 

oraofocali  colle  corrispondenti  parabole  principali  — =2z , 

2/* 

— z=2z    rispettivamente. 
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Se  t,  u  positivi,  il  paraboloide  è  elittico,  e  supposto 
t^ii,  il  secondo  membro  della  (P)  eguagliato  a  zero  rap- 
presenta due  piani  immaginarli  corrispondenti  alla  (4^).  Alla 
('l')  corrispondono  due  piani  reali.  Se  /<w,  allora  alla  (^) 
corrispon.iono  due  piani  reali,  e  alla  {^')  due  immaginarii. 
Se  t,  u  di  segno  diverso,  il  paraboloide  è  iperbclico  e  tanto 
alla  (^)  che  alla  (l')  corrispondono  piani  immaginarii. 

Le  direttrici  corrispondenti  ai  punti  della  (^)  costituii 
scono  un  cilindro  normale  al  piano  xz  con  base  parabolica 
sul  piano  xz  stesso,  la  qual  base   è   luogo    dei    poli   delle 

X* 

tangenti  alla  (tp)  rispetto  alla  parabola  principale  —^2z, 

t—u 
ed  è  rappresentabile  coli'  equazione     — ^a*=:2Y-f-w. 

Similmente  le  direttrici  corrispondenti  alla  (4/')  costi- 
tuiscono un  cilindro  normale  al  piano  yz  con  base  para- 
bolica, etc. 
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Esercizi  e  proposizioni  varie, 


1.  Se  due  elementi  di  una  forma  geometrica   di  prima 
specie  sono  rappresentati  dair  equazione 

(07,  y  coordinate  omogenee  di  natura  qualsiasi)    con   quale 

equazione  saranno  rappresentabili  due  elementi  che  separino 

armonicamente  i  dati? 

Colla 

ab'-^a'b 
a'a?*-i 7 xy-^b'y*zzO, 

ossia 

ha'x*'*'{ab'^a'b)xy^hbY=0, 

dove  a\  b'  arbitrarie. 

2.  1.^  Determinare  V  equazione  complessiva  dei  sei  lati 
del  quadrangolo  comune  alle  due  coniche 

^=:ax^'^by^'*-cz^'^2hxy'^2gxz-^2/yz=:0, 

^=ax^'^bY'^c'z^-¥'2h'xy'^2g'xZ'^2f"yz=:0 

(a?,  y,  z  coordinate  omogenee  di  natura  qualsiasi). 
I  sei  lati  sono  rappresentati  dalla 
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dove 


a    h    g 

d    h    g 

a    h'    g 

a    h    g' 

^— 

h    b    f 

.    T= 

h    b    f 

•*• 

h    V    f 

-♦- 

h    b    f 

9    f    e 

9'    f    e 

9    f    0 

9    f    0' 

a'   K  g- 

a    h'    g- 

a!    h   g' 

a'   h'    g 

K  b'   f 

.,    T'= 

h  b'  r 

,-f- 

h'   b   f 

-¥• 

h'   b'   f 

p'  r  e- 

g  r  e 

9     f   0 

9'  r  0 

A'rz 


2.^  Qual*  è  la  condizione  perchè  un  triangolo  inscritto 
nella  ^  sia  auto-conjugato  rispetto  alla  9? 

T=0. 

Dimostrare  che  se  T=0  si  avrà  inoltre  che    un    trian- 
golo circoscritto  alla  9  sarà  auto-conjugato  rispetto  alla  ^. 
3.^  Si  ripeta  il  quesito  scambiando  la  conica  ^  colla  9. 

r=o. 

4.**  Qual*  è  la  condizione  perchè  il  centro  d*  omologia 
di  due  triangoli  conjugati  rispetto  alla  conica  9,  e  dei 
quali  uno  è  inscritto  nella  conica  ^  sia  un  punto  della  ^ 
medesima  ? 

T=0. 

Dimostrare  che  se  TzzO  si  avrà  inoltre  che  X  asse  di 
coUineazione  di  due  triangoli  conjugati  rispetto  alla  4^,  dei 
quali  r  uno  è  circoscritto  alla  9,  sarà  tangente  alla  9 
medesima. 

5.^  Qual'  è  la  condizione  perchè  le  coniche  9,  ^  riescano 
la  prima  circoscritta  la  seconda  inscritta  in  uno  stesso 
triangolo  ? 

r«=4TA'. 

6.*  Qual'  è  la  condizione  perchè  la  9  riesca  inscritta,  e 
la  ^  circoscritta  ad  uno  stesso  triangolo  ? 

T«=4rA. 
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7.^  Qua!'  è  la  condizione  di  contatto  delle  due  coniche 


9.  +. 

T«T'*-*.18AA'TT— 27A«A'*— 4r^A— IT^A'zzO.  f) 

3.  Determinare  V  equazione   complessiva    dei    sei   piani 
del  quadrispigolo  comune  ai  due  coni 

(x,  y,  z,  coordinate  puntali  non  omogenee). 

A^/'— T(j4«-hT'9«4>— A9»=0. 

4.  Per  quali  valori  di  X  V  equazione  9-HX<)/r=:0  rappre- 
senta un  cono  quadrico  supposto  che  sia 

9==aa?*-H6a?*H-c2*-*-c?w*-H2/y5-4-2w^;a;-H2na?y-H2pa7W-f-2yyM-»-2rJtt=0. 
4;=aV-^6'y*-f-cVH-dV-f-2i't/^-+-2m'a?z-i-2n'a:ry-H2p'a7M-f-2jV*<-*-2r^^^ 

(rr,  yy  z,  u  coordinate  puntali  omogenee)  ? 
Per  quelli  che  soddisfano  all'  equazione 


=0. 


a-^Xa!  n-^Xn!  m-nW  p-^Xp' 

n-^Xn!  ft-^XJ'  Z-f-W  q-^Xq' 

m-^Xm'  /-f-xr  c-*-Xc  r-^Xr' 

p-^Xp'  q-^Xq'  r-^^Xr  d-^XdC 

5.  1.®  L'  equazione 

(x,  y  coordinate  di  natura  qualsiasi)  può  rappresentare  in 
coordinate  omogenee  m  elementi  di  una  forma  geometrica 
di  prima  specie  riferiti  ad  elementi  fondamentali  pi*esi  nella 
forma  stessa,  e  può  rappresentare  in  coordinate  non  omo- 


0  Salmon.  Sezioni  coniche  —  Invarianti  e  covarianti. 
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genee  m  elementi  di  una  forma  di  prima  specie  contenuti 
iu  una  di  seconda  specie.  In  un  caso  o  neir  altro  a  qual 
condizione  devono  essere  soggetti  i  coefficienti  a^, ,  a, ,. ...,  a^ 
affinchè  gli  m  elementi  coincidano  in  una? 

Alla  condizione  AnO,  ritenuto  h  T  hessiano  della  pro- 
posta equazione. 

2.®  L'  equazione  /'(a?,j/,2;)=:0  algebrica  razionale  intera 
rispetto  a  coordinate  omogenee  x,  y,  z  di  un  elemento  di 
una  forma  geometrica  di  seconda  specie  rappresenta  oc 
elementi  della  forma.  Applicata  al  piano  punteggiato,  essa 
definisce  generalmente  (ritenute  x,  y,  z  coordinate  puntali 
omogenee)  una  curva  di  ordine  n  se  n  ne  è  il  grado.  Si 
domanda  in  qual  caso  la  curva  degenera  in  un  fascio  di 
n  rette? 

Nel  caso  che  V  hessiano  della  f{x,y,z)  sia  nullo. 

3.^  Se  07,  j/,  z  rappresentano  coordinate  omogenee  di 
retta  mobile  nel  caso  dell*  hessiano  nullo  che  rappresenta 
la  /■(a?,y,«)=:0  sopradetta? 

Un  complesso  di  n  punti  in  retta. 

4.®  L' equazione  f(x,y,z,u)'=zO  razionale  intera  omo- 
genea (x,  y,  z,  u  coordinate  puntali  omogenee)  algebrica 
razionale  intera  di  grado  n  rappresenta  generalmente  una 
superficie  come  luogo  di  punti  di  ordine  n.  Nel  caso  del- 
r  hessiano  nullo  che  sarà  detta  supei*ficie  ? 

Un  cono. 

5.?  Se  nella  equazione  detta  x,  y^  z,  u  sono  coordinate 
di  piano  mobile,  e  cioè  se  V  equazione  rappresenta  una  su* 
perfide  come  inviluppo  di  piani  e  se  V  hessiano  è  nullo,  che 
rappresenta  1'  equazione  ? 

Una  curva  piana  di  classe  n  inviluppo  di  assi  di  fasci 
di  piani. 

6.  1.^  Se  neir  equazione  di  una  conica  e  cioè  nella 

ax^  -♦-2Aa?«/-f-&2/*-+-2gra?-H2/j/-HC=iO 

(x,  y  coordinate  puntali  cartesiane)  si  tengono  costanti  a, 
A,  &  e  si  fanno  variare  gr,  f,  e  si  dà  luogo  a  un*  infinità 
di  coniche.  Dimostrare  che  tutte  hanno  per  corda  comune 
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la  retta  2(7a7-*-2/j/-+-c=:0,  ed  anche  la  retta  all'  infinito,  e 
che  i  due  punti  alT  infinito  comuni  ad  esse  coniche  sono 
nella  direzione  delle  due  rette  aa?'-i-2/ia7j/-f-&i/*==0  rispet- 
tivamente, e  quindi  immaginarli,  reali  distinti,  reali  coin- 
cidenti a  seconda  che 

A* — ab<^  0  >  0  =  zero. 

2.^  Considerando  a  due  a  due  tre  delle  dette  coniche 
si  avranno  tre  corde  (una  comune  alla  prima  e  seconda 
conica  r  altra  alla  prima  e  terza  1'  altra  alla  seconda  e 
terza)  concorrenti  in  uno  stesso  punto.  Se  CnO,  C'=0, 
C"=:0  sono  le  equazioni  delle  dette  tre  coniche,  C— C'=0, 
C — C"=0,  C" — CriO  sono  quelle  di  tre  corde.  Queste  som- 
mate producono  identicamente  lo  zero,  e  ciò  significa  il 
concorso  delle  tre  corde  in  uno  stesso  punto.  Tenendo  fisse 
due  delle  tre  coniche  e  facendo  variare  la  terza  il  punto  di 
concorso  si  muoverà  sopra  la  corda  comune  alle  due  fisse. 

3.^  Tutte  le  coniche  dette  sono  simili  e  similmente  poste. 

4.°  Determinare  V  equazione  tangenziale  dei  due  sopra- 
detti punti  air  infinito. 

a     h+^h^—ab     0 

0  0  1    =0, 

P  g  1 


ossia 


0  ancora 


p{h±Vh*—ab)—aq=0, 


ritenute  p  ^  q  coordinate  pliikeriane  variabili  di  retta. 

5.^  Quali  sono  le  equazioni    tangenziali    dei   due   punti 
ciclici  del  piano  ? 

In  assi  cartesiani  obbliqui. 

(  pcos{xy)  —  j)*  '^p*sen^ooy)=0^ 

oppure 

p*-f-g* — 2pqcos[xy)=0, 

e  in  assi  ortogonali 
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6."  È  armonico  il  fascio  costituito  da  due  rette  ortogo- 
nali del  piano  e  dalle  rette  projettanti  i  punti  ciclici. 

7.°  Il  circolo  è  una  conica,  e  quindi  è  determinato  da 
tre  punti  al  finito,  poiché  altri  due  punti  sono  impliciti 
nella  qualificazione  circolo. 

8.*  Tutti  i  circoli  concentrici  hanno  un  doppio  cont-xtto 
immaginario  ali*  infinito  e  quindi  non  possono  avere  alcun 
punto  comune  al  finito. 

7.  1.*  Gli  assi  radicali  (corde  comuni)  di  tre  circoli  qua- 
lunque  di  uno  stesso  piano  concorrono  nello  stesso  punto 
(centro  radicale  dei  tre  circoli).  Facendo  variare  uno  dei 
ti*e  circoli  e  tenendo  fissi  gli  altri  due  il  centro  radicale 
si  muove  sull'  asse  radicale  dei  due  fissi. 

Se  il  circolo  variabile  sia  soggetto  a  passare  per  duo 
punti  fissi  presi  sopra  uno  dei  circoli  fissi,  1'  asse  radicale 
del  circolo  variabile  e  dell'  altro  fisso  ruoterà  attorno  ad 
un  punto  fisso. 

2.^  Costruire  (mediante  la  nozione  del  centro  radicale 
di  tre  circoli)  1*  asse  radicale  di  due  circoli  che  non  hanno 
alcun  punto  comune  a  distanza  finita. 

S.**  Le  sei  tangenti  che  dal  centro  radicale  di  tre  circoli 
possono  condursi  due  al  primo,  due  al  secondo,  due  al 
terzo  sono  raggi  di  uno  stesso  circolo  che  sega  ortogonal- 
mente i  tre  detti. 

4.*^  Tutti  i  circoli  che  hanno  comuni  due  punti  a  di- 
stanza finita  costituiscono  un  fascio  di  coniche  per  gli  stessi 
quattro  punti,  e  pertanto  saranno  (pag.  382)  in  involuzione 
i  punti  d' incontro  dei  circoli  con  una  retta.  Il  punto  d'in- 
contro di  questa  retta  coli'  asse  radicale  è  il  centro  del- 
l' involuzione,  come  del  resto  abbiamo  (pag.  364)  fatt«)  in- 
tendere in  altro  modo. 

5.^  Se  da  un  punto  dell'  asse  radicate  di  due  circoli  si 
conduce  una  retta  che  seghi  1*  un  circolo  nei  due  punti 
5,  s*  ed  un  altra  retta  che  seghi  l'altro  circolo  nei  due 
punti  r,  V  i  quattro  punti  s,  s\  t?,  v*  giaceranno  sopra  uno 
stesso  circolo. 

Il  punto  radicale  (punto  d' incontro  della  lìnea  dei  cen- 
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tri  coir  asse  radicale)  dista  dal  punto  medio  fra  i  centri 
di  una  quarta  proporzionale  dopo  la  doppia  distanza  dei 
centri  la  somma  dei  raggi  e  la  differenza  dei  raggi. 

So  i  due  circoli  hanno  raggio  eguale,  il  punto  radicale 
equidista  dai  due  centri,  se  i  raggi  sono  diseguali  il  punto 
radicale  è  più  vicino  al  centro  del  circolo  più  piccolo  che 
a  quello  dell*  altro.  Se  i  due  cìrcoli  si  toccano  il  punto 
radicale  è  il  punto  di  contatto.  Se  ì  due  circoli  sono  con- 
centrici r  asse  radicale  è  air  infinito. 

8.  1.*^  Date  due  coniche  sullo  stesso  piano  rappresentate 
dalle  equazioni 

9=a:z?*-i-2Aa?t/-i-62/'-i-2gra?-+-2/2/-i-c=:0 

determinare  un  punto  {x,y)  conjugato  armonico  di  un  altro 
{(v\y)  rispetto  alla  conica  9-*-A9  =0  (A  arbitiiaria). 
Si  ha,  qualunque  sia  k, 


g^oo'-^fy-^d     Kx-^Vy^f 


J/=- 


ax  -+- Ay'  -^g  hx  -^by  -♦-/' 

alx'-^h'y'^g  Kd-^Vy'^f 

ad-^-hy-^g  gx-^fy'-i-c 

a'x'^Ky'^g'  g'x'^fy'-^d 


ax'-^hy'-^-g       hx'-^by''\'f 
dx'-^Ky-^g'     Kd-^V^j-^f 


Da  queste  stesse  equazioni  si  ottengono  le  x\  y'  in  fun- 
zione delle  07  e  1/  col  semplice  mutamento  delle  x\  y*  in  x 
e  y  rispettivamente,  e  djlle  a?,  y  in  x\  y\ 

Cosi  è  manifesto  che  al  variare  di  k  la  polare  del  punto 
(x\y')  rispetto  alla  conica  9-1-^9  =0  ruota  attorno  al  punto 
{x,y),  e  la  polare  di  (a?,j/)  attorno  al  punto  (x\y\  e  cioè 
fra  i  due  punti  (x\y)^  (x^y)   vi  è    corrispondenza   univoca 
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involutoria.  Se  uno  {x,y)  dei  due  punti    descrive  la    retta 
J9a7-t-gy-f-l=:0,  r  altro  {x\y')  descrive  la  conica 


gx'-^-fy'-^c  ax' -^-hy' -^g 

g'x'-^ry'^d  a'x'-^Ky'^g' 

ax-^hy-^g  hx'  -^by  -i-/* 

cix-^Kxj-^g*  Kx'-^Vy-^f 


-^g 


=0. 


la  quale  qualunque  sia  la  retta  {p,q)  riesce  circoscritta 
(§  X,  n.*  5,  9.®)  al  triangolo  auto-conjugato  rispetto  a  tutte 
le  coniche  del  fascio  9-+-A9=0. 

2.*  Se  le  coniche  9=0  e  9'zzO  sono  circoli,  è  circolo 
qualunque  conica  del  fascio  9-1-A9 .  Due  dei  quattro  punti 
comuni  alle  coniche  del  fascio  sono  immaginari  e  sulla 
retta  ali*  infinito  (punti  ciclici).  Gli  altri  due  reali  0  imma- 
ginari che  siano  individuano  Y  asse  radicale  comune  dei 
circoli  del  fascio. 

Adunque  rispetto  ad  un  sistema  di  circoli  dello  stesso 
asse  radicale  le  polari  di  un  punto  formano  fascio  attorno 
ad  un  altro  è  le  polari  di  questo  attorno  quello,  etc. 

In  coordinate  cartesiane  ortogonali  adottando  la  retta 
dei  centri  per  asse  delle  x,  e  l' asse  radicale  comune 
per  asse  delle  y  il  detto  fascio  di  circoli  è  rappresentabile 
coir  equazione  a7*-i-j/*-4-c-f-2Aa?=rO. 

Fra  questi  circoli  ve  ne  sono  due  infinitamente  piccoli 
(punti  limiti  secondo  Poncelet)  e  appunto  quelli  che  corri- 
spondono ai  valori  ft^+V  c\  Ognuno  dei  punti  limiti  ha 
la  stessa  polare  rispetto  ai  circoli  del  fascio.    Per  uno    la 

polare  è  rappresentata  da   x-^v  e  =;0    e   per    1'  altro    da 

X—  VV=o. 

Tutti  i  circoli  che  hanno  centro  suir  asse  radicale  del 
fascio  0?* -+•!/* -i-c-i-2Aa?=0  e  passano  pei  punti  limiti  segano 

39 
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ortogonalmente  i  circoli  del  fascio,  ed  essi  stessi  formano 
un  fascio  di  circoli  dei  quali  è  asse  radicale  la  retta  con- 
giungente i  punti  limiti.  Pur  questo  fascio  ha  i  suoi  punti 
limiti,  e  questi  stanno  sopra  V  asse  radicale  del  precedente; 
e  cioè  i  punti  limiti  di  un  fascio  stanno  sull*  asse  radicale 
dell'  altro. 

9.  1.**  Il  triangolo  auto-conjugato  comune  a  due  circoli 
dello  stesso  piano  ha  per  un  vertice  il  punto  ali*  infinito 
dell'asse  radicale  (Tasse  radicale  e  la  retta  all'infinito 
costituiscono  una  coppia  di  lati  opposti  del  quadrangolo  dei 
quattro  punti  comuni  ai  due  circoli,  le  altre  due  coppie 
di  lati  sono  costituite  dalle  rette  immaginarie  di  collega- 
mento di  ciascuno  dei  due  punti  ciclici  con  ciascuno  degli 
altri  due  punti),  gli  altri  due  vertici  sono  pur  reali  quan- 
d'  anche  siano  immaginarii  i  punti  d'  incontro  (a  distanza 
finita)  dei  due  circoli.  Essi  trovansi  sulla  retta  dei  centri, 
e  nel  caso  delle  quattro  tangenti  comuni  reali  possono  es- 
sere costrutti  segnando  le  due  diagonali  (parallele  all'asse 
radicale)  del  quadrilatero  delle  quattro  tangenti  le  quali 
incontrando  la  terza  diagonale  (la  retta  dei  centri)  deter- 
mineranno i  detti  due  vertici.  Il  fascio  costituito  dalle  dette 
due  diagonali  parallele  fra  loro,  dall'  asse  radicale,  e  dalla 
retta  all'  infinito  ò  armonico  e  però  i  ripetuti  vertici  sono 
equidistanti  dall'  asse  radicale. 

2.*  Se  i  due  circoli  riferiti  a  due  assi  cartesiani  orto- 
gonali fra  loro  sono  rappresentati  in  coordinate  puntali  (x,y) 
dalle  equazioni 

{x-xrMy-yr=r\ 

(x\  y  coordinate  del  centro  del  primo  circolo,  x'\  y"  del 
secondo,  r,  r'  raggi),  in  coordinate  tangenziali  p,  q  (pag. 
490)  verranno  definiti  dalle  equazioni 

(x'p-^y'q^lf 

-^ =p^^q\ 


{x"p^fq^iy 


=?*-•-?*• 
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Sottraendo  fra  loro  queste  due  ultime  equazioni  si   ot- 
tiene un'  equazione  scindibile  in  due  di  primo  grado   quali 

x'p-t-y'g-i-ì       sd'p^fq^\ 

r ^ — :p =0      (*i)' 

x'p-^-y'q-*-\      x"p-^y"q-t-\ 


=0       (*.), 

che  rappresentano  due  vertici  opposti  del  quadrilatero  delle 
tangenti  comuni  ai  due  circoli.  Siccome  le  equazioni 

odp-^-yq-^  1  =0,    a?"p-i-j/"}-i-l  =0 

rappresentano  i  due  centri  come  inviluppo  d' una  retta 
mobile  (p,y),  cosi  è  manifesto    che  i  due   vertici    (^i),    (s^ 

così  diciamo  quelli  rappresentati  dalle  (^j),  {s^  sono 

quelli  dei  sei  del  quadrilatero  delle  tangenti  i  quali  sono 
siti  sulla  retta  dei  centri,  ed  anche  come  {s^,  (s^  siano 
separati  armonicamente  dai  centri. 

Le  equazioni  {s^,  (s^  pur  manifestano  come  i  vertici 
da  esde  rappresentati  dividano  la  distanza  dei  centri  nel 
rapporto  dei  raggi. 

Per  ciò  appunto  i  vertici  (s^,  {s^  chiamansi  centri  di 
similitudine  dei  due  circoli.  Pel  centro  di  similitudine  (^j) 
(esterno)  i  due  raggi  sono  misurati  nella  stessa  direzione, 
per  quello  (5,)  (interno)  in  direzioni  opposte. 

L*  avvertita  proporzionalità  suggerisce  facile  modo  di 
costruzione  dei  due  centri  di  similitudine  di  due  circoli. 
Pei  centri  e,  e'  dei  due  circoli  si  segnano  due  raggi  cq,  c'v 
paralleli  e  colla  stessa  arbitraria  direzione,  si  nota  il  punto 
i  diametralmente  opposto  a  v,  si  collega  con  rette  il  punto 
q  col  punto  r,  il  punto  q  col  punto  t,  il  centro  e  col 
centro  c\  e  infine  il  punto  s^  d' incontro  della  qv  colla 
cc\/\\  punto  5j  d'  incontro  della  qt  colla  ce',  ^j  sarà  cen- 
tro di  similitudine  esterno,  s^  interno. 

Quand'  anche  le  quattro  tangenti  comuni  ai  due  circoli 
fossero  immaginarie  0  due  di  esse  soltanto,  i  centri  di   si- 
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militudine  sarebbero  reali  e  sempre  costruibili  col  metodo 
ora  accennato. 

S.*  Dati  tre  circoli  sullo  stesso  piano  di  centri  (?,  ,  e* , 
C3  si  hanno  sei  centri  di  similitudine,  e  cosi  tre  esterni 
^ri»  ^vv  '^«»8  ®  tre  interni  7^,^,  7^,^,  ^2,3.  Le  equazioni 
tangenziali  dei  sei  centri  di  similitudine  dimostrano  che  i 
sei  centri  sono  i  sei  vertici  di  un  quadrilatero  di ,  cui  un 
lato  porta  i  tre  esterni  e  ciascuno  degli  altri  un  esterno  e 
due  interni. 

Le  rette  CjC,,  c^c^,  c^c^  costituiscono  il  trilatero  diago- 
nale.  Il   vertice   5p,  riesce  opposto   di    7^^,    ^1,3    di    ^1,3, 

Le  quattro  rette  costituenti  il  detto  quadrilatero  diconsi 
assi  di  similitudine  dei  tre  circoli. 

Se  uno  dei  tre  circoli  tocca  gli  altri  due,  i  punti  di 
contatto  sono  centri  di  similitudine,  quindi  si  può  dire  che 
la  congiungente  i  punti  di  contatto  di  un  circolo  con  altri 
due  passa  per  uno  dei  centri  di  similitudine  di  questi  due. 
Sia  nel  caso  che  V  uno  e  V  altro  dei  due  punti  di  contatto 
sia  esterno  come  nel  caso  che  1*  uno  e  V  altro  sia  interno 
la  retta  dei  contatti  passa  pel  eenti*o  esterno  di  similitudine 
dei  due  circoli  toccati.  Se  poi  un  punto  di  contatto  è  esterno 
e  r  altm  interno  la  retta  dei  contatti  passa  pel  centro  in- 
temo di  similitudine  dei  due  detti  circoli. 

4.*  Una  retta  uscente  da  un  centro  s  di  similitudine  di 
due  circoli  sega  un  circolo  nei  punti  p,  p*  e  1*  altro  nei 
punti  P,  P'  (P  simile  di  p,  P'  di  p'),  una  seconda  retta 
uscente  dallo  stesso  centro  sega  il  primo  circolo  nei  punti 
q,  q  e  V  altro  nei  punti  Q,  Q'  (  Q  simile  di  q,  Ql  di  g'  ), 
dimostrare  che  le  rette  QP,  qp*  formano  fascio  coli'  asse 
radicale,  ed  anche  le  rette  P'Q',  pq  formano  altro  fascio 
collo  stesso  asse. 

Tanto  si  può  facilmente  dimostrare  riferendo  i  circoli 
alle  due  rette  ^P,  ^Q  considerate  come  assi  cartesiani. 

La  pq  è  parallela  alla  QP,  e  la  qp*  alla  P'Q'. 

Sono  in  uno  stesso  circolo  i  quattro  punti  q^  p,  P\  Q', 
e  pur  sono  in    uno   stesso   circolo  i  quattro    q\  p,  P,  Q. 
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Facendo  rotare  le  sQ  attorno  s  in  modo  che  venga  a  coin- 
cidere colla  ^P,  le  QP,  P'Q'  divengono  tangenti  del  circolo 
QPP'Q'  e  le  pq,  qp  del  circolo  pqq*p\  dunque  se  per  un 
centro  di  similitudine  si  guida  una  secante  ^P  in  direzione 
arbitraria  le  tangenti  in  P  e  p  saranno  parallele  come 
pure  quelle  in  P'  o  p\  e  quelle  in  P  e  p'  s  incontreranno 
suir  asse  radicale  come  pure  quelle  in  P'  e  p. 

Deducesi  un  metodo  per  costruire  colla  sola  riga  Tasse 
radicale  di  due  circoli  dei  quali  sia  dato  un  centro  di  si- 
militudine. 

Inversamente  dato  V  asse  radicale  si  può  costruire  un 
centro  di  similitudine  coi  mezzo  delle  quattro  tangenti  e- 
guali  fra  loro  che  irradiano  da  un  punto  qualunque  del- 
l' asse  radicale.  Se  T,  V  sono  i  punti  di  contatto  di  due 
delle  dette  tangenti  con  un  circolo,  T',  V  quelli  di  con- 
tatto delle  altre  due  tangenti  coli'  altro  circolo,  sarà 
centro  di  similitudine  il  punto  di  concorso  delle  due  rette 

xr,  vv. 

5.*  Se  due  circoli  e,  o'  sono  toccati  da  due  altri  k, 
k\  V  asse  radicale  di  ciascuna  delle  due  coppie  di  circoli 
passa  per  un  centro,  di  similitudine  dell'  altra. 

Se  i  due  cerchi  A,  k'  toccano  i  due  r;,  d  tutti  e  due 
esteriormente  o  tutti  e  due  interiormente,  oppure  k  tocca 
c^  e  esteriormente,  e  k!  interiormente,  T  asse  radicale  di 
una  coppia  passa  pel  centro  di  similitudine  esterno  dell'al- 
tra. Se  poi  k  tocca  e  esteriormente  e  interiormente,  e  k' 
tjcca  e  interiormente  e  e  esteriormente,  etc.,  V  asse  radi- 
cale di  una  coppia  passa  per  un  centro  di  similitudine  in- 
terno delT  altra. 

6.^  Determinare  le  coordinate  cartesiane  ortogonali  x, 
y  del  centro  e  il  raggio  R  di  ciascuno  degli  otto  circoli 
che  risolvono  il  problema  di  Ap  poi  Ionio  e  cioè  costruire 
un  circolo  tangente  a  tre  dati. 

Indicate  con  x^,  y^  le  coordinate  cartesiano  ortogonali 
del  centro,  con  r,  il  rags;io  di  uno  dei  circoli  dati,  con  a?,, 
y,  etc,  posto 
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1 

a?, 

^-i 

t 

1 

^t 

^ 

-4- 

1 

a?3 

U 

1  a?,  r, 
1  ìFj  r, 
1    oc,    r. 


1     J/. 

1        J/8 


37*.-^J/*s— *•%    37,    r. 


1 

^. 

Vi 

1 

07, 

Vt 

1 

37, 

y» 

1 

2/i 

^"i 

1 

3/, 

»*t 

1 

!/s 

»-s 

a7*,-Hy*,— r»,  y,  r, 
37*,-»-y*»— r»,  y,  /•, 
37*3-*-y%— »•%   y,    r. 


1  a?,  3/i 
'  a?,  y, 
1    37,    y. 


37*,-<-2/*,— J**!  37,  y, 
a^%-+-y*t— «"N  37j  y, 
a?%-»-l/*s— *'*3    a?,    J/« 


—2 


37, 


=n, 


37',-Hy*,— r*,    a?,     r,  *     a?», -t-y*,— r*,     y,     r, 


a'^t-^y*»— »'*,    37,    r. 


a?* 


-ys— ^ 


37,      »•, 


37*,-Hy*,-^*,  yt   »•, 
^\-^-y\—r\  y,   »", 


37»   y,  r, 
37,  y,  r, 

*     3?»,-<-y»,— r',    a;,    y,  ' 
37*,-^y%— *•%    07,    y, 
37*,-Hy%— »-%    07,    y, 


si  hanno  per  le  coordinate  x,  y  del   centro   di    uno    degli 
otto  circoli  e  pel  raggio  R  dello  stesso  le  espressioni 


— n-+-Vn* — mp 
m 

1 

y 

.   ^1 

07 

*.-y*,-^*. 

y,  "i 

1 

yt    r^ 

-•- 

37*,+y%— >•*. 

y«  »•» 

1 

y,  ^ 

3^*,-^y%-*-»**, 

y,  «"3 

Uj 

2 

3?,    y,   r, 

a?t  y,  ^ 

37,     3 

/,    ' 

^ 

-n-i-V/n«- 

l 

07 

L        ^, 

07 

'i-»-y*i— ^*i    a?,    r,| 

-»np 

1 
1 

X,    r, 
37,    r. 

-•- 

37%-»-y*,— r*,   07,   r. 

y= 

2 

37,    y,    r, 
37,  y,  /-, 

a»,   J 

/a 

'*, 
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R= 


1 
1 
1 

^1     Vi 

^3       Vt 

-+- 

— ^n-i-v  n* — mp 

771 

^1    Vi    ^ 

2 

^t    Vt    ^ 

^»  y. 

^ 

Ripetondo  queste  tre  formule  con  mutamento  di   segno 

a  V  n* — mp  si  ottengono  le  coordinate  del  centro  e  il 
raggio  di  un  secondo  degli  otto  circoli. 

Mutando  poi  il  segno  di  r^  in  ciascuna  delle  sei  for- 
mule si  otterranno  i  centri  e  i  raggi  di  altri  due  degli 
otto  circoli.  Mutando  il  segno  di  r,  ancora  nelle  stesse  sei 
formolo  si  otterranno  i  centri  e  i  raggi  di  una  terza  cop- 
pia degli  otto  circoli.  Finalmente  mutando  segno  a  r^  an- 
cora nelle  ripetute  sei  formule  si  avranno  i  centri  e  i  raggi 
della  quarta  coppia. 

Il  primo  degli  otto  circoli  tango  i  tre  dati  c^ ,  o, ,  c^ 
esternamente;  il  secondo  internamente;  il  terzo  c^  interna- 
mente e  Cj,  C3  esteriormente;  il  quarto  c^  esternamente  e 
(?j,  Cg  interiormente;  il  quinto  e,  internamente  e  Cj,  C3 
esteriormente;  il  sesto  e,  esteriormente  e  Cj,  e,  interna- 
mente; il  settimo  e,  internamente,  e  e^,  e,  esteriormente; 
r  ottavo  Cg  esteriormente  e  c^ ,  6\  internamente. 

Si  può  prendere  i  raggi  r^,  r, ,  r.^  infinitamente  piccoli 
o  infinitamente  grandi,  e  cioè  ridurre  i  circoli  dati  a  punti, 
0  trasformare  in  rette.  Prendendo  pertanto  r,=0,  oppure 
rjZzO,  r,=0,  oppure  rj=0,  r,=0,  r^^zO  vedesi  che  per 
un  punto  dato  passano  quattro  circoli  tangenti  a  due  dati, 
che  per  due  punti  dati  passano  due  circoli  tangenti  a  un 
dato,  che  per  tre  punti  dati  passa  un  solo  circolo.  Pren- 
dendo rj=a,  oppure  r^zzr\zz:x^,  oppure  TiZzr^zzrjiz  oo 
vedesi  che  otto  circoli  toccano  una  retta  data  e  due  cir- 
coli dati,  che  pure  otto  circoli  toccano  due  rette  date  ed 
un  circolo  dato,  che  quattro  circoli  toccano  tre  rette  date. 
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7.*  I  punti  di  contatto  dei  tre  dati  circoli  c^,  c^,  c^ 
coi  due  circoli  di  una  delle  quattro  copie  (problema  d'Ap- 
poUonio)  giacciono  sopra  tre  rette  congiungenti  il  centro 
radicale  dei  tre  circoli  Cj,  c^,  e,  rispettivamente  coi  poli 
di  un*  asse  di  similitudine  dei  medesimi  circoli  Cj ,  c^,  c^, 
essendo  uno  di  tali  poli  preso  rispetto  a  Cj ,  V  altro  rispetto 
a  6*2,  il  terzo  rispetto  a  Cg.  Così  mediante  il  centro  radi- 
cale dei  tre  dati  circoli  e  i  dodici  poli  dei  loro  quattro 
assi  di  similitudine  saranno  costruibili  i  ventiquattro  punti 
di  contatto  degli  otto  circoli  coi  tre  dati,  e  quindi  i  cir- 
coli stessi. 

Diciamo  rij,  n,,  rig  i  punti  di  contatto  di  uno  dei  cìr- 
coli di  detta  coppia  rispettivamente  coi  tre  Cj,  e,,  c^  e 
m^,  m^,  mg  i  punti  di  contatto  dell'  altro  circolo  rispetti- 
vamente coi  tre.  Considerando  le  due  coppie  di  circoli 
(n^n^n^,  m^m^7n^)  e  (e,,  e,)  vedesi  che  le  due  corde  di  con- 
tatto n^m^,  n^m^  devono  concorrere  in  un  punto  k  centro 
di  similitudine  della  coppia  (n^n^n^,  m^m^m^  non  solo  ma 
pure  appartenente  all'asse  radicale  della  coppia  (e,,  c^.  Si- 
milmente guardando  la  coppia  di  circoli  («jW^w,,  m^m^m^ 
assieme  colla  copia  (c^,c^)  e  poi  colla  (c^,c^  si  riconoscono 
concorrenti  in  k  le  corde  n^m^,  njWg  e  le  n^m^,  n^Wj  e 
che  k  è  centro  di  similitudine  dei  due  circoli  n^n^n^, 
m^m^m^^  ma  pure  centro  radicale  dei  tre  dati.  Considerando 
i  tre  circoli  Cj,  c„  m^m^m^  vedesi  che  la  m^m^  (congiun- 
gente del  centro  m^  di  similitudine  di  c^  e  m^m^m^  con 
quello  m^  di  similitudine  di  c^  e  m^m^m^)  deve  passare 
per  un  terzo  centro  di  similitudine  cioè  per  quello  s^^^  di 
similitudine  di  c^  e  e*, .  Considerando  i  tre  circoli  Cp  c„ 
n^n^n^  vedesi  che  la  n^n^  deve  pure  passare  per  s^,^.  In 
modo  simile  scorgesi  che  le  m^m^,  n^n^  devono  concorrere 
in  5p3  centro  di  similitudine  di  c^  e  c^,  e  le  m^m^,  n^n^ 
in  ^,,3  centro  di  similitudine  di  Cj  e  Cg.  Le  due  rette  kriy^ 
kn^  sono  due  secanti  uscenti  dal  centro  h  di  similitudine 
dei  circoli  n^n^n^,  m^m^m^,  e  perciò  le  altre  due  secanti 
m^Y)\y  n^n^  dovranno  incontrarsi  in  un  punto  dell'  asse 
radicale  dei  circoli  stessi.  Si  è  veduto  che  tali  due  secanti 
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concorrono  in  s^,^  ,  cosi  5^,,  appartiene  all'asse  radicale  dei 
due  circoli  n^n^riy  m^m^m^-  In  modo  analogo  si  ricono- 
scono *j,3,  ^g,3  appartenenti  allo  stesso  asse  radicale;  e  per- 
tanto si  può  dire  che  la  coppia  di  circoli  n^n^n^,  m^m^m^ 
ha  per  asse  radicale  un  asse  di  similitudine  dei  tre  dati 
^11  ^2,  c^;  e  che  il  quadrilatero  degli  assi  radicali  delle 
quattro  coppie  di  circoli  tangenti  ai  tre  dati  non  è  altro 
che  quello  dei  quattro  assi  di  similitudine  dei  tre  circoli 
dati. 

Poiché  la  n^m^  passa  pel  centro  k  di  similitudine  dei 
circoli  rijn^n,,  m^m^m^ ,  le  tangenti  dei  due  circoli  in  n^  e 
m^  s*  incontrano  suir  asse  radicale  dei  due  circoli  cioè 
sopra  la  retta  s^,^s^,^.  Tali  tangenti  sono  anche  tangenti 
del  circolo  c„  quindi  il  loro  punto  d*  incontro  è  (§  X,  n.® 
5,  3.^)  polo  della  n^m^.  Se  il  polo  della  n^m^  giace  sulla 
retta  ^pjSj,»  a  sua  volta  il  polo  P,  di  questa  dovrà  giacere 
sulla  rii/Wj.  Cosi  la  n^m^  è  la  congiungente  del  centro  ra- 
dicale k  dei  tre  circoli  dati  e,,  e,,  e,  col  polo  rispetto  a  Cj 
dell'  asse  ^pt^^,,  di  similitudine  degli  stessi  tre  circoli.  Si- 
milmente le  n^  m,  è  la  congiungente  di  k  col  polo  P,  ri- 
spetto a  e,  della  5,,,^,.,,  e  la  n^m^  è  la  congiungente  di 
k  col  polo  P3  rispetto  a  O3  della  stessa  ^1,8^2,3. 

Giova  osservare  come  la  retta  dei  centri  dei  due  circoli 
n^n^n^,  m^m^m^  debba  riescire  perpendicolare  al  rip/étuto 
asse  di  similitudine. 

10.  1.*  La  superficie  quadrica 

ax^'4'by*^cz*-^2exy-^2fxz'-^2hyzz=: 

(a?,  y,  z  coordinate  puntali  cartesiane)  passa  per  V  interse- 
zione del  cono 

ax^'4-by^'^cz^'^2exy-^2fìvZ'4'2hyz=:0 

con  ciascuno  dei  due  piani 

2fya?-f-2Aj/-H2/z-4-d=0,    Ooo-^Oy-^Oz^lzzO 

(piano  air  infinito). 
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I  punti  air  infinito  della  quadrica  costituiscono  una 
conica  immaginaria  o  reale  a  seconda  del  valore  dell'  in- 
variante del  cono.  Se  V  invariante  è  nullo  il  cono  è  l'ag- 
gregato di  due  piani  e  la  conica  di  due  rette  all'infinito. 

Tenendo  costanti  a,  6,  e,  e,  f,  h  e  facendo  variare  una 
0  più  delle  g,  k,  l,  d  veggonsi  infinite  quadriche  segantisi 
nello  stesso  luogo  ali*  infinito  cioè  secondo  la  conica  inter- 
sezione del  cono 

col  piano  air  infinito. 

2.^  Tutte  le  sfere  hanno  in  comune  un  circolo  immagi- 
nario all'  infinito  {assoluto  o  limite  dello  spazio)  intersezione 
appunto  del  piano  all'  infinito  con  un  cono  rappresentato 
in  coordinate  puntali  cartesiane  obblique  dall'  equazione 

x^-^y^-^z^-^Zxycos{xy)-^2xzcos{xz)'^'2yzc.ìs(yz):=zO, 
e  in  coordinate  puntali  cartesiane  ortogonali  dalla 

Due  rette  fra  loro  perpendicolari  hanno  i  loro  punti 
air  infinito  conjugati  rispetto  all'  assoluto^  e  similmente  due 
piani  fra  loro  normali  hanno  le  loro  rette  all'  infinito  con- 
iugate rispetto  all'  assoluto.  Cosi  se  si  considera  un  piano 
ad  una  retta  vedesi  che  la  retta  all'  infinito  del  piano  è 
la  polare  del  punto  all'  infinito  della  retta  rispetto  all'  o^- 
soluto.  Si  tenga  presente  che  due  rette,  o  due  piani  fra 
loro  perpendicolari,  o  un  piano  ed  una  retta  ad  esso  per- 
pendicolare sono  diametri,  o  piani  diametrali,  o  piano  dia- 
metrale e  diametro  conjugato  rispetto  ad  una  sfera 

Le  sfere  concentriche  si  tangono  secondo  1*  assoluto. 

11.  Si  può  egli  costruire  una  sfera  tangente  a  quattro 
date? 

Si  possono  costruire  sodici  sfere  tangenti  alle  quattro 
date. 

Se  (a?i,i/pSi),  {x^.y^^z,),  (x^.y^.z^),  {x^,y4,z^)  (coordinate 
ortogonali  cartesiane)  sono  i  quattro  centri,  e  r^  r,,  rj,  t\ 
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i  raggi  delle  date  sfere,  le  coordinate  x,  y,  z  del  centro  e 
il  raggio  R  di  una  sfera  tangente  alle  quattro  deduconsi 
dalle  equazioni 

Xh-A, 
x^x-^^y^y-t'Z^z-^-r^R=—^ —  , 


x^x-t-y^y-t-z^z-^-r^R: 


X-t-k. 


X-4-A, 


nelle  quali 


X=x*-t-y*-t-z*—R\ 
x\-t-y\-t-z\—r\=k„    x\-*-y\-*-i\—r\z=kt. 


Si  ha 


07=- 


yi 

«. 

*•. 

Vt 
2/s 

«8 

»-3 

-H 

Vi 

'i 

^4 

K  Vi  z,  r, 

A,  J/,  «t  ^2 

K  2/3  ^S  ^3 

^4  Va  ^4  ^4 


Xy 


^2        J/i        ^2        ^2 


a?5i 


a?. 


2/3        ^8       ''S 


e  analoghe  espressioni  per  y,  z,  R,  le  quali  a  cagione  della 
X=ii?*-i-j/*-i-2* — R*  conducono  ad  un' equazione  della  forma 
wX*-4-2nX-i-p=0.  Questa  porge  due  valori  per  X,  e  quin- 
di due  quaterne  di  valori  per  x,  y,  z,  R,  e  cioè  due  sfere 
tangenti  alle  quattro  date. 
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Le  stesse  formule  di  x,  y,  z,  R  produrranno  altre  sette 
coppie  di  soluzioni  se  si  farà  apparire  in  esse  e  successi- 
vamente ciascuna  delle  sette  seguenti  combinazioni  di  segni 


Delle  sedici  sfere  una  tocca  le  quattro  date  esterna- 
mente, un*  altra  internamente,  quattro  toccano  una  delle 
sfere  date  internamente  e  tre  esternamente,  quattro  toc- 
cano una  delle  sfere  date  esternamente  e  tre  internamente, 
e  sei  toccano  due  delle  sfere  date  internamente  e  due  ester- 
namente. 

12.  Determinare  1*  equazione  complessiva  delle  tangenti 
air  elisse  a'y*-f-&*a?*=a*&*  (a?,  y  coordinate  puntali  carte- 
siane, a,  b  semi-diametri  conjugati)  nei  punti  d*  incontro 
colla  retta  jp^p-i-jj/ -4-1=0. 

Le  due  tangenti  sono  rappi^esentate  dall'  equazione 

6*(&  V—  1  )a?*-i-a*(a*jp' — l)y* — Za^b^pqxy-^-px'^qy) 

Si  tenga  presente  che  se  C=0  rappresenta  una  conica, 
a=0  una  retta,  X  un'  arbitraria,  CzrXa*  rappresenterà  -^na 
conica  che  tango  la  C=0  nei  punti  d*  incontro  delia  C=0 
colla  a=0. 

13.  1.^  Determinare  1*  equazione  tangenziale  complessiva 
dei  quattro  punti  d' incontro  di  due  coniche  site  nello  stesso 
piano  0  rappresentate  dalle  equazioni 

(p=aa7*-4-ftj/*-4-c;j*-i-2/ia?y-4-2j^a?3: -4-2/2/^=0, 
(pz=a'x^'^by'^c'z^'^2h'xy'i'2g'xz'^2f^yz=0 
(a?,  y,  z  coordinate  puntali  omogenee  di  natura  qualsiasi). 
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Considerando  i  quattro  punti  come  1'  inviluppo  della 
conica  variabile  9-4-/9=0  {l  variabile),  e  indicando  con 
p,  q,  r  coordinate  omogenee  di  retta  mobile  si  riconosce  il 
complesso  dei  quattro  punti  rappresentato  dall*  equazione 
tangenziale 


ritenuto  che 

a 

h 

9 

P 

T=: 

h 
9 

b 
f 

f 
e 

9 
r 

P 

Q 

r 

0 

che  t'  deducasi  da  t  coli'  accentare  le   a,  h,  e.  A,  ^  g,   e 
che  sia 

4/=(6c'-H*'c-2/r)p'->-(ac'-Ha'c— 2p(7')j*-K(a6'-Ha'6— 2AA')r* 

■^2{fg'-^-r'g-cK-c'h)pq'^Z{hr-^Kf-bg'~b'g)i)r 

^2{gN-i^'h—af-  a'f)qr. 

Si  ponga  mente  all'equazione  tangenziale  't-+-1>\i-¥'Px'=0 
rlella  conica  <f-t-lip'zzO,  e  a  ciò  che  i  due  valori  di  l  cor- 
rispondenti a  una  terna  |?„  3,,  r,  di  valori  delle  p,  q,  r, 
e  cioè  i  due  valori 


l=z 


2t\ 


('11'  '^P  '^'i  indicano  i  valori  di  ^,  t,  t  per  p=:i>i,  Q=^Qi^ 
rzz7\)  coincidono  sempre  in  uno  se  i  valori  Pi ,  Ji ,  r^ 
verificano  V  equazione  i\f*zz4rT. 

Per  ciascuno  dei  quattro  punti  comuni  alle  due  coniche 
9=0,  9  =0  pas^a  una  retta  tangente  alla  9=0  ed  una 
alla  9 .  Le  otto  rette  sono  pure  tangenti  della  conica  ^=zO. 

2.^  Determinare  1*  equazione  puntale  complessiva  delle 
quattro  rette  tangenti  comuni  alle  precedenti  due  coniche 
9=0,  9  =0  di  cui  le  equazioni  tangenziali  sono  t=0,  t  =0. 

Il  complesso  delle  quattro  tangenti  è  rappresentato  dal- 
l' equazione  puntale. 
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lji*=4 


a     h 

9 

a 

h' 

9' 

h     b 

f 

h 

b' 

f 

9     f 

e 

9' 

r 

e' 

99 1 


ritenuto 
|ji={BC'h.B'C— 2FFV^(CAVC'A— 2GG')j/*-i-(AB'-4.A'B— 2HH')3* 
-+-2(FG'h.F'G-CH'— C'H):i,'i/-4.2(HF4.H'F— BG'-B'G)a?3; 
-i-2(GH'-i-G'H— AF'-A'F)j/2, 

k=hc—f\  etc.  A,=b'c'—f'\  etc. 

Sopra  ciascuna  delle  quattro  tangenti  comuni  alle  due 
coniche  t^O,  t  :=0  vi  è  un  punto  della  t=:0  ed  uno  della 
TzzO.  Gli  otto  punti  appartengono  pure  alla  conica  pizzO. 

3.^  Se  le  due  coniche  9,  9  sono  riferite  al  triangolo 
auto-conjugato  comune,  e  cioè  se  vengono  rappresentate 
dalle  equazioni 

a':r?*H.py-HYV=0, 

i  quattro  punti  comuni  alle  due   coniche   saranno    rappre- 
sentati dair  equazione 

=4(PrJ0*-•-aT^*•^-«P^')(P'Ti>*•^-aTV-^•aP>*)» 
e  le  quattro  tangenti  dalla 

14.  1.®  Quar  è  r  equazione  tangenziale  di  un  luogo  che 
abhia  in  comune  coli'  olisse  (§  III,  n.°  12,  1.°) 

le  tangenti  uscenti  dai  punti    ciclici    (  §   III,  n.^  15,  6/)? 
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È  (§  X,  n.*  3) 

(A  arbitraria,  p,  q  coordinate  di  retta),  ossia 
(a«— ft)p«^.(ft«_A)j«— 1  =0. 

Il  litogo  rappresentato  da  quest'  equazione  è   omofocale 
cioè  ha  gli  stessi  fuochi  dell*  olisse  data. 

In  coordinate  puntali  è  rappresentato  dall'  equazione 

^      -1=0. 


oppure 

&«a?»-4-a'y'—a*6*—(^*-»-2/*— «*—**)*— **=0- 

L'  equazione  tangenziale  dimostra  che  una  retta  qua- 
lunque del  piano  è  toccata  da  una  delle  coniche  del  sistema 
che  si  ha  facendo  variare  k,  V  equazione  puntale  dimostra 
che  per  un  punto  qualunque  del  piano  passano  due  coniche 
del  sistema.  Se  il  punto  ò  reale  una  di  esse  coniche  è  e- 
lisse  r  altra  iperbole. 

Le  due  coniche  si  tagliano  ortogonalmente,  e  cioè  sono 
ad  angolo  retto  le  tangenti  alle  due  coniche  nel  punto 
comune.  Si  tenga  presente  che  dette  tangenti  sono  le  rette 
doppie  dell'  involuzione  (pag.  384)  formata  dalle  rette  lan- 
genti  (che  sortono  da  quel  punto)  delle  coniche  del  sistema 
a*p*-i-6V^*— *(i^*"»"9'*)=0,  fra  le  quali  vi  è  la  coppia 
dei  due  punti  ciclici. 

Del  resto  1'  ortogonalità  di  due  coniche  omofocali  ri- 
sulta evidente  pure  per  le  equazioni  delle  due  tangenti  nel 
punto  comune  (x\y)  e  cioè  per  le 

XX  yy 

^^  :-l=0, 


a*—kb*—i 
xx'  yy' 


a*—h'      b*—h 


-.  -1=0, 
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perchè  sostituendo  in  esse  a?',  y   per  a?  e  y  e  sottraendo  si 
ottiene 

^  77=0, 


che  è  appunto  (§  II,  u.^  30)  la  condizione  di    ortogonalità 
delle  due  tangenti. 
Tutte  le  coniche 

a?*  V* 

4-7^-1=0 


a^—k      V—k 

hanno  gli  stessi  assi  e  questi  formano  colla  retta  all'  infi- 
nito il  triangolo  auto-conjugato  comune  alle  medesime. 

2?  Quali  sono  le  equazioni  tangenziali  dei  fuochi  della 
conica  ay-i-6*a7«=a«d*  (§  III,  n.^  12,  !.«)? 

L'  equazione 

(a«— 6V-1=0 

rappresenta  i  due  fuochi  reali  e  indica  per  essi   le  ascisse 

iva* — 6*  =lb<?,  e  le  ordinate  zero. 
L*  equazione  poi 

(J9,  q  coordinate  di  retta  mobile)  rappresenta  i  due  fuochi 
immaginari  e  indica  per  essi  le  ascisse  zero,  e  le  ordinate 

immaginarie   +  v  6* — a*  iz.'^c  V — 1. 

3.^  Qual'  è  r  equazione  puntale  complessiva  delle  quat- 
tro tangenti  comuni  alle  coniche  del  sistema 

(a*— &)^'-i-(6*— A)?*— 1  =0 

{p^  g  coordinate  di  retta  mobile,  a,  b  semiassi    dell*  olisse 
ay-Hft*a?*=:a*ft*,  k  arbitraria)? 
È 

(a;»H-j/«_a*— &*)«— 4(a*&*— 6*a7«— a*t/*)=0, 


ossia 


(a;-V/a*— 60*-»-2/*        (a?.4.v'a*— **)*-•- J/*    =0; 
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(ce    Y^t — ^t^  -f-y'zzrO  dimostra  che  un  fuoco  reale  ha  ;per 
coordinate   -♦- v  a* — i*  ,  0;     (ir-*- V /z* — ft*)  -i-i/'=0        che 
r  altro  fuoco  reale  ha  per  coordinate    —Va* — 6',  0. 
4.^  Il  fuoco  (Va'— ft« ,  0)  della  conica 


07*  V 


ha  per  polare 


0?= 


Va»— &*      ^ 


cioè  la  direttrice  (§  III,  n.®  12).  Le  direttrici  di  una  co- 
nica sono  le  polari  dei  fuochi. 

5.^  Il  rapporto  anarmonico  dei  quattro  punti  secondo 
cui  una  tangente  mobile  di  una  conica  sega  quattro  fisse 
è  (pag.  380)  costante.  Prendendo  due  tangenti  fisse  qualun- 
que e  le  due  uscenti  da  un  fuoco  sarà  costante  il  rapporto 
anarmonico  dei  raggi  condotti  pel  fuoco  ai  punti  d*  incontro 
della  tangente  mobile  colle  due  fisse  e  ai  punti  ciclici;  e 
cioè  il  semmento  definito  da  due  tangenti  fisse  sopra  una 
mobile  è  costantemente  visto  dal  fuoco  sotto  Io  stesso  angolo. 

Due  tangenti  ad  una  conica  e  due  rette  conjugate  con- 
dotto per  r  incontro  delle  due  tangenti  costituiscono  un 
fascio  armonico,  pertanto  considerando  le  due  tangenti  u- 
scenti  da  un  fuoco  e  passanti  pei  punti  ciclici  si  può  dire 
che  due  rette  ortogonali  fra  loro  e  uscenti  da  un  fuoco 
sono  due  polari  conjugate  rispetto  alla  conica,  etc.  etc. 

15.  Determinare  tangenzialmente  e  puntalmente  un  si- 
stema di  coniche  omofocali  con  una  conica 

ax^  •+'2fiooy-^by^-^2gx-^2fy-^czzO 

{x,  y  coordinate  puntali  cartesiane),  e  pure  i  fuochi  di  que- 
sta conica. 

Qualunque  conica  del  sistema  è  rappresentata  tangen- 
zialmente dair  equazione 

40 
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Ap*-t-Bg*-t-2Epq-i-2Gp-*-2Fq-t-C-*-x\p*-t-q*~-2pqcos{xyy(=0, 


ossia 


l 


A-t-X                H — Xcos{xy)     G 

X 

E—Xcos(ivy)    B-i-X                F 

y 

G                      F                       C 

1 

X                     y                      1 

0 

{\  arbitraria)  (§  X,  n.«  3,  2.^  pag.  488),  e  puntalmente  dalla 


=0. 


Per  UDO  dei  valori  di  X  deducibili  dall'  equazione 
A-i-X  R—Xcos{xy)      G 

E—\cos{xy)    B-i-X  F     z=0, 

G  F  C 

r  equazione  tangenziale  suddetta  si  scinde  in  due  della  forma 

Xp-i-Yj-i-l=:0, 
X'p-i-rg-i-l=0, 

equazioni  tangenziali  dei  due  fuochi  l'eali  (che  indicano 
per  un  fuoco  le  coordinate  X,  Y  e  per  V  altro  X',  Y'),  o 
per  r  altro  dei  valori  di  X  la  stessa  equazione  tangenziale 
si  spezza  pure  in  due  lineari  rappresentanti  i  due  fuochi 
immaginari,  e  indicatrici  delle  coordinate  di  tali  fuochi. 

Dair  equazione  puntale  di  secondo  grado  in  X  si  può 
dedurre  1*  equazione  puntale  complessiva  delle  quattro  tan- 
genti comuni  alle  coniche  del  sistema  coli*  eguagliare  il 
quadrato  del  coefficiente  della  prima  potenza  di  X  al  qua- 
druplo del  determinante 


A 

H 

G 

X 

H 

B 

F 

y 

H 

F 

C 

1 

X 

y 

1 

0 

Digitized  by  VjOOQ  IC 


—  627  — 

Tale  equazione  complessiva  (di  4.**  grado  in  a?  e  y)  si 
spezza  in  due  della  forma 

(^_X')»H.(y_Y')*=(). 

1'  una  rappresentante  le  due  tangenti  uscenti  da  un  fuoco 
reale,  V  altra  quelle  uscenti  dalT  altro,  e  quindi  esse  mani- 
festano pure  le  coordinate  X,  Y  di  un  fuoco  reale  e  X', 
r  deir  altro. 

Uno  di  tali  fuochi  è  air  infinito  se  A*— oJzzO. 

16.  1.^  Le  equazioni 

r,=o,  f,=o,  /3=o 

(/\,  /*„  /a  forme  quadratiche  dipendenti  da  tre  coordinate 
puntali  omogenee  x^  y,  z)  rappresentano  tre  coniche  sullo 
stesso  piano.  Determinare  un  punto  sul  piano  delle  coniche 
che  abbia  le  tre  polari  (rispetto  alle  tre  coniche)  concor- 
renti in  uno  stesso  punto. 

Il  problema  ò  indeterminato.  Si  hanno  infiniti  punti  il 
cui  luogo  è  rappresentato  dall*  equazione  che  si  ottiene 
eguagliando  a  zero  il  jacobiano  delle  /i,  /*„  /*,,  e  cioè  dalla 

rf/;  dA  dr. 


=0. 


Quest'  equazione  rappresenta  non  solo  il  luogo  (curva 
jacobiana)  del  punto  richiesto  ma  anche  il  luogo  di  quello 
d'  incontro  delle  tre  polari. 

La  jacobiana  passerà  pei  punti  che  avessero  in  comune 
le  tre  coniche,  punti  che  saranno  pure  comuni  a   qualun- 
que conica  della  serie   doppiamente   infinita    delle   coniche 
rappresentate  dall'equazione  a/',-f-p/',-i-Y/',i=0, 
(a,  p,  Y  arbitrarie). 


dx 

dy 

dx 

dft 

dx 

dA 
dy 

dft 
dx 

dn 

dcB 

dn 

dy 

df> 
dz 
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Qualunque  punto  della  jacobiana  avrà  concorrenti  in 
un  punto  tutte  le  sue  polari  rispetto  alle  dette  coniche 
«/*i-»-i^A-»-ì/3=0. 

La  jacobiana  può  dirsi  alunque  il  luogo  di  tutte  le 
coppie  di  punti  conjugati  rispeLto  a  tatto  le  ripetute  coniche, 

2.°  Nel  caso  che  tre  coniche  abbiano  un  triangolo  auto- 
conjugato  coT]uno  xznO,  y:=zO,*  z:=zO,  qual  sarà  la  jaco- 
biana (li  esse? 

xyz=0, 

e  cioè  la  jacobiana  sarà  costituita  dalle  tre  rette  del  detto 
triangolo. 

3.^  Se  le  tre  coniche  siano  circoscritte  ad  uno  stesso 
triangolo  .r=:0,  y=:0,  z=zO  qual  ne  surà  la  jacobiana  ? 

xyz=0. 

4.*  Se  una  delle  tre  coniche  è  costituita  da  due  rette 
coincidenti  in  una  qual  ne  sarà  la  jacobiana? 

La  jacobiana  sarà  composta  di  detta  retta  e  di  una 
conica. 

17.  l.'»  Date  le  equazioni  ^^O,  /;=0,  f^=0,  /;=0 
(algebriche  razionali  intere)  di  quattro  superficie  quadriche 
in  coordinate  puntali  omogenee  x,  y,  z,  u,  determinare  un 
punto  dello  spazio  i  cui  quattro  piani  polari  rispetto  alle 
quattro  superficie  concorrano  in  uno  stesso  punto. 

Si  hanno  infiniti  punti  il  cui  luogo  è  rappresentato  dal- 
l' equazione  che  si  ottiene  eguagliando  a  zero  il  jacobiano 
delle  quattro  forme  /*,,  /*„  /[,,  Z'^. 

Tale  luogo  o  superficie  che  dir  vogliasi  sarà  pur  quello 
dei  punti  di  coiicoi'so  dei  quattro  detti  piani  polari.  La  ja- 
cobiana cont'^rrà  tutte  le  linee  comuni  alle  quattro  qua- 
driche e  a  qualunque  della  serie  triplamente  infinita  delle 
quadriche 

(a,  ^,  Y,  ^  arbitrarie).  '      \ 

Qualunque  punto  della  jacobiana  avrà  concorrenti  in 
uno  stesso  punto  della  jacobiana  stessa  tutti  i  piani  polari 
rispetto  alle  quadriche  della  serie. 
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La  jacobìiina  è  dunque  U  Inogo  di  qualunque  copia  di 
punti  conjugati  rispetto  alle  quadriche  della  serie. 

2,**  Se  le  quattro  quadriche  hanno  un  tetraedro  (a?i=:0, 

?/=0,  ^=0,  uznO)  auto-conjugato  comune,  qual  ae  sarà  la 

jacobiana  ? 

xyziMzzO, 

e  cioè  i  quattro  piani  del  tetraedro. 

3.^  Se  una  delle  quattro  quadriche  ò  costituita  da  due 
piani  coincidenti  in  uno,  qual  sarà  la  jacobiana? 

La  jacobiana  sarà  composta  di  tal  piano  e  di  una  su- 
perficie di  terzo  ordine. 

18.  Date  tre  curve  nello  stesso  piano  rappresentate  dalle 
equazioni 

A=o,  /;=o,  /;=o 

(/*,,  /*,,  ^  funzioni  algebriche  razionali  intere  di  tre  coor- 
dinate omogenee  puntali  x,  j/,  z)  determinare  un  punto  le 
cui  tre  prime  polari  rispetto  alle  tre  curve  s' incontrino 
negli  stessi  punti. 

Il  luogo  del  punto  è  rappresentato  d>il  jacobiano  delle 
fv  At  /a  eguagliato  a  zero.  La  jacobiana  è  pure  il  luogo 
(li  un  punto  di  cui  le  tre  rette  polari  concorrono  in  uno 
stesso  punto. 

19.  Data  una  superficie  rappresentata  in  coordinate  pun- 
tali omogenee  x,  y^  Zy  u  dalP  equazione 

^z=iax^'^by^'-¥'Cz*-^dii^-^2hxy'-*'2gxz-^2fyZ'^2lxu-^2myu-^2nzu=i0^ 

e  due  piani 

determinare  una  superficie  quadrica  che  contenga    le   due 

.  ^       (  S=0     i  S=0 
coniche     j  p^^^    j  Q^^ 

Infinite  quadriche  possono  contenere  le  due  coniche  ed 

essere  rappresentate  dall'  equazione  S-i-pPQi=0  (p  variabile 

dair  una  alT  altra  quadrica). 

(  P=0 
Qualunque  punto  della  retta  j  ha  lo  stesso  piano 

polare  rispetto  a  tutte  le  dette  quadrichi. 
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Queste  quadriche  si  tangono  in  ciascuno  dei  due  punti 
d*  incóntro  colla  retta. 

20.  1.^  Qual'  è  la  condiziono  perchè  dei  due  elementi 
di  una  forma  geometrica  di  prima  specie  rappresentati 
dalla  equazione  ax^-^Zhxy-t'by^zizO  (x,  y  coordinate  omo- 
genee di  natura  qualsiasi,  a,  h,  b  costanti)  uno  coincida  con 
uno  dei  due  elementi  della  stessa  forma  rapprusenfati  dalla 
aia?*-4.2Aia?2/-i-6y=0  ? 

La  condizione  è 

2a/ii — 2aji    ab^ — afi 

ab  ^— a  fi        2hb^—2hfi 

2.°  Qual  è  la  condizione  perchè  dei  tre  elementi  di  una 
forma  geometrica  di  prima  specie  rappresentati  dalla 

ax^^Shx^y-^Skxy^-i-by^z^O 

uno  coincida  con  uno  dei  tre  rappresentati  dalla 

È  a     3h     Sk     b 

a^    3A,    3A,     ftj 

«        P        Y       ^ 

«1  ^1  Vi  ^\ 
dove  a,  P,  y,  ^  sono  i  coofficienti  dei  t»  rmini  della  deri- 
vata rispetto  a  x  del  jacobiano  delle  due  equazioni  propo- 
ste, e  «p  ^,,  Yp  5^,  quelli  dei  termini  della  derivata  rispetto 
a  y  dello  stesso  jacobiano. 

La  stessa  condizione  potrà  pure  esprimersi  (  C.  A,  R. 
§  XIV)  colla  notazione 

b  0 

3A  b 

3/i  3k 

3/i,  3ft, 


=0, 


a 

3A 

3A 

0 

a 

3A 

0 

0 

a 

0 

0 

fli 

0 

«1 

3h, 

ai 

3A, 

3k, 

3/{. 


ft,       0 


0 
0 

b 

0 
0 


=0. 
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L'  ordine  di  questo  determinante  è  reduttibile  al  terzo 
col  mezzo  del  sistema  bilineare 

a      3h     3h      b 

3.^  Qaal*  è  la  condizione  perchè  un  elemento  dei  quattro 
di  una  forma  geometrica  di  prima  specie  rappresentati  dal- 
l' equazione 

aa?^ -H4Aa?^  j/-f-6AiZ?*j/*-f-4ma?2/' -f-6j/^=0 

coincida  con  uno  dei  quattro  rappresentati  dalla 

È 


=0. 


a 

4A 

6A 

4m 

6 

0 

0 

a 

\h 

6A 

4m 

b 

«. 

4A, 

6A, 

4m, 

*. 

0 

0 

«I 

4A. 

6A, 

4»n, 

6. 

«0 

«1 

«« 

«. 

«4 

«. 

p. 

»    Poi 

3„  ... 

..   esr 

>rinioi 

10 

termini  delle  derivate  rispetto  a  a?  e  j/  del  jacobiano  delle 
proposte  equazioni. 

Si  può  pure  rappresentare  la  posta  condizione  mediante 
un  determinante  che  porti  per  quattro  orrizzontali  i  coef- 
ficienti della  prima  equazione  a  scala,  e  per  altre  quattro 
quelli  della  seconda  pure  a  scala  eguagliato  a  zero.  L'or- 
dine del  determinante  sarà  reduttibile  al  quarto  mediante 
il  sistema  bilineare 

a      4h     6A      4m       b 

Ui     4A,     6Ai     4Wj     fti 

4.^  liC  due  forine  geometriche  di  prima  specie  rappre- 
sentate dalle  due  equazioni 
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hanno  in  comune  ezzn-^i  elementi  se  (C.  A.  R.  §  XIV, 
n."*  12)  i  coefficienti  a^,  a^,  otc.  60»  ^i»  ®'c»  soddisferanno 
alle  condizioni 

^(!m^)^q^      Eo^^^^=0 Eo^*-'^^^=0,    E<»^'"^=0. 

dove    d=zm — n,    e    dove   le   E    significano  determinanti  a 

scala  funzioni  delle  a  e  delle  b.  Ad  esempio  E^^"*^ significa 
un  determinante  di  ordine  ^i-^-ìn  che  porta  a  scala  per  n 
orizzontali  lo  a,  e  per  m  le  b, 

21.  1.^  Quar  è  la  condizione  perchè  le  tre  coniche 

9z=aa?^-f-&j/*-i-c2*-f-2/iii?y-«-2gfa?2-*-2/j/«=0, 

'i=a'x^'¥'bY'^cz^'^2/i'xy-*'2g'xZ'^2/''yz=0, 

ri=a''x''i'bY'^c''z'^2h''a;y-^2g''xz^2ryx=0 

(X,  y,  z  coordinate  puntali  omogenee  di  natura  qualsiasi) 
giacenti  sullo  stesso  piano  abbiano  un  punto  comune? 

È 


=0         (V), 


dove  a,  p,  Y,  «p  fJp  Yj,  «j,  p,,  Yj  sono  i  coeflScienti  dei 
termini  in  a?*,  j/',  z^,  X,  fjt,  v,  X^  |x„  v,,  X,,  |jl,,  v,  le  metà 
(lei  coefficienti  dei  termini  in  xy,  xz,  yz  delle  derivate 
rispetto  di  X,  y,  z  del  jacobiano  delle  tre  proposte  equazioni. 
Lo  sviluppo  di  questo  determinante  è  traducibile  nella 
forma  L«— 64P  (*). 


a 

b 

C 

h 

9 

r 

a' 

b 

c' 

K 

^ 

f 

a" 

b" 

c" 

h" 

9" 

r 

x 

P 

T 

X 

V- 

V 

«1 

Pi 

Ti 

K 

V-x 

^I 

«t 

^^ 

V« 

\ 

V-t 

^t 

(*)  Salmon.  Algebra  superiore  —  applicazione  alle  forme  ternarie. 
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Invero  V  oquaziono  di  ciascuna  dello  tre  proposto  coni- 
che può  espii'iiorsi  por  mezzo  delle  (juattro  equazioni 
/i=0,  /,=0,  /jZzO,  1^=0  di  quattro  rette 

{l,=p,iV'^q^y'¥'r,z,  L^PiX-^q^y-^r^z,  etc.) 

ritenendo  (§  V,  n.^  4,  L*) 

/,-f-/j-H?3-i./^=:0; 

e  cioè  le  equazioni  delle  tre  coniche  9,  9,  9"  sono  redut- 
tibili  alle  forme  canoniche 

(si  osservi  che  si  hanno  disponibili  diecisette  costanti  per 
veìificare  le  15  condizioni  cho  producono  1'  ilentirà  dflle 
proposte  equazioni  9=0,  9  =0,  9"=0  colle  tre  ora  notate). 
Da  queste  equazioni  deduconsi    i    valori    di    /*j,  /'„  /*,,  /% 

in  funzione  di  a,  J3,  y,  ò\  ot'j  ^,, ,  e  quindi  di  a,  6, , 

a  b'  ,  a'\  b"  .. ..,  e  di  un  fattore   X    di    proporzionalità. 

i  valori       indicati    con    A,    B,    C,    D    i    determinanti 


Detti 

estraibili  dal  sistema 


a      fi       Y 

a       P       Y 
«       P       Y 


col  combinarne  a  tro  a  tre  le  verticali,  ossia  posto 
^      T      * 


A= 


^ 
?' 


*' 
j" 


,  etc 


■] 


sono  Z*,=XA,  /*2=XB,  /'jirXC,  /%=XD.  Sostituendoli    nella 

/iH-Zj-H/g-n/^^O,  risulta,  sopprimendo    VX,    per  condizione 
di  concorrenza  delle  tre  coniche  in  uno  stesso  punto 
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VA-t-VB"-i-V/c"-i-V^D"=:0, 
ed  eliminando  i  radicali  si  ha  V  equazione 

A'-i-B«-i-C*-i-D'— 2(AB-^-AC-i-AD-t.BC-i-BD^  CD)!  — 64ABCD=0. 


che  è  appunto  della  forma  L* — 64P=0. 

Per  due  diverse  vie  siamo  giunti  alla  risultante  delle 
tre  equazioni  9=0,  9=0,  9"=0,  ma  siccome  tanto  se- 
guendo una  via  come  1*  altra  si  perviene  ad  una  risultante 
indipendente  da  fattori  estranei  e  completa,  cosi  è  che  deve 
riuscire  la  (V)  identica  alla  L*— 64P=:0. 

L  e  P  sono  forme  in  varianti  ve  delle  quadratiche  9,  9'  9". 

2.*  Quar  è  la  condizione  perchè  le  tre  cubiche  sullo 
stesso  piano  rappresentate  dalla  equazione. 

a'x^-t-Sd'xhj-^Se'x^z-^ -^cs 

a"x'^2d"a>'y'hze"xz^ -HcrV= 

(a?,  j/,  z  coordinate  puntali  omogenee  di   natura  qualsiasi) 
abbiano  un  punto  comune. 
È 

D=0, 

ritenuto  D  un  determinante  di  21.°  ordine  nel  quale  cia- 
scuna linea  delle  prime  sei  orrizzontali  porti  come  elementi 
i  coefficienti  della  prima  equazione  e  undici  zeri,  ciascuna 
delle  altre  sei  porti  quelli  della  seconda  e  undici  zeri, 
ciascuna  delle  altre  sei  quelli  della  terza  e  undici  zeri,  la 
dicianovesima  porti  i  ventuno  coefficienti  della  derivata 
rispetto  a  x  del  jacobiano  delle  tre  equazioni,  la  ventesima 
i  ventuno  della  derivata  rispetto  a  y,  la  ventunesima  i 
ventuno  della  derivata  rispetto  a  z  dello  stesso  jacobiano. 
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cilindriche,  coniche,  di  rivoluzione  —  Toro  — Conoidale  — 
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nerale di  2,'  grado  a  tre  variabili  —  Quadrica  per  nove  punti 
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dimensioni  —  Ordine^  Classe  di  una  superficie,  di  una  linea 
intersezione  di  due  superlìcie  —  Coordinate  tetraedriche  — 
Applicazione  a  figure  omologiche  —  Forma  di  4.*  specie  — 
Le  sei  coordinate  radiali,  e  le  sei  assiali  —  Complessi  di 
rette  —  Angolo,  distanza,  momento  di  due  retto  ~    Retta 

e  piano  —  Hetta  e  punto «  236 

ì  VL  Rapporto  anarmonico  —  armonico  —  coordinate  proiettive 

—  riunione  di  punto  e  retta,  di  punto  e  piano,  di  rette  e 
piano,  di  rette  e  punto  espressa  per  mezzo  di  coordinate  pro- 
iettive omogenee -....«  308 

ì  VII.  Prospettività,  Omografia,  Projeltività  —  Involuzione  di 
forme  di  1.*  specie  —  Forme  di  l."  contenute  in  forme  di 
specie  superiore  —  Linee,  superficie  di  2.®  ordine  definite  da 
forme  proiettive  di  i.*  specie  —  Involuzione  della  punteg- 
giata intersezione  di  una  retta  con  un  fascio  di  coniche,  del 
fascio  delle  tangenti  ad  una  serie  di  coniche  —  Cenni  sulla 
geometria  della  stella  —  Prospettività,  Omografia  di  due  piani, 
di  due  stelle  —  Forme  di  2.*  specie  proiettive  —  Costruzione 
di  piani  omografici  col  mezzo  delle  coordinate,  di  forme  di 
2.*  specie  proiettive  —  Forme  di  2.*  specie  omografiche 
dello  stesso  sostegno,  e  loro  elementi  uniti  —  Piani  omolo- 
gici —  Stelle  omologiche  —  Superficie  di  2.®  ordine  definita 
da  due  stelle  proiettive  —  Spazii  omologici,  proiettivi  —Co- 
struzione degli  stessi  col  mezzo  delle  coordinate  —  Elementi 
uniti  di  due  spazii  proiettivi <  340 

l  YIII.  Collineazione,  Correlazione  e  formule  uniformi  relative 
alle  varie  forme  geometriche  fondamentali  —  Piani  collineari 
distinti,  sovraposti  —  Stelle  collineari  —  Spazii  collineari  — 
Piani  correlativi  distinti,  sovraposti  —  Stelle  correlative  — 
Spazii  correlativi  —  Sistema  nullo  e  relativo  comp/^f^o  lineare  «  413 

J  IX.  Trasformazione  delle  coordinate  —  Passaggio  da  proiet- 
tive a  proiettive,  da  triangolari  a  triangolari,  etc.  —  Pas- 
saggio da  cartesiane  a  cartesiane  nello  spazio  punteggiato  a 
due  e  tre  dimensioni  —  Metodo  d'  Eulero  —  Coordinate 
polari  »  Passaggio  da  cartesiane  a  polari «  455 
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,ì  X.  Tangente  alla  curva  piana  algebrica  d'  ordine  m  —  Punto 
di  curva  piana  algebrica  di  classe  m  —  Esempi  —  punii 
multipli  —  Tangenti  multiple  —  Glasse  m{m—  1)  della  curva 
d' ordine  m,  ed  equuiono  tan;<enziale  in  particolare  della 
conica  —  Poli  e  Polari  rispetto  alla  curva  piana  d'  ordine  m, 
rispetto  alla  conica  —  Correlazione  involutoria  —  Ordina- 
mento dualistico  dei  teoremi  —  Retta  tangente  e  piano  tan- 
gente di  una  superfìcie  algebrica  d'  ordine  m  —  Punto  di 
una  superficie  algebrica  di  classe  m  —  Gasi  delle  ^  rette 
speciali  tangenti  di  una  superficie  algebrica  d*  ordine  m,  di 
una  superficie  algebrica  di  classe  m  —  Glasse  m{in — 1)^  di 
unu  superficie  d'  ordine  m  —  Equazione  tangenziale  in  par- 
ticolare della  superficie  quadrica—  Poli  e  piani  polari  rispetto 
alla  superficie  d'  ordine  m  —  Rispetto  alla  quadrica  —  Gor- 
relazione  involutoria  di  due  spazi  polari  —  Tetraedro  auto- 
conjugalo  —  Cono  tangente  della  quadrica  ~  Complesso 
delle  tangenti  ad  una  quadrica  ossia  complesso  di   2.*  grado 

—  Rette  polari  —  Rette  coniugate  —  Qaa<lrìca  riferita  a  un 
tetraedro  auto-conjugato,etc.--  Punto  di  contatto  di  un  piano 
tangente  la  quadrica  e  condotto  per  una  retta  data  -  Rap- 
presentazione complessiva  dei  due  piani  tangenti  condotti 
per  una  stessa  retta^  dei  due  punti  d*  incontro  con  una  retta 

—  Cono  tangente  dell*  elissoide,  iperboloide,  etc.  —  Luogo 
del  vertice  di  un  cono  tangente  T  elissoide  e  contenente  tre 
tangenti  ortogonali  fra  loro pag,  475 

%  XI.  La  quadrica  del  piano  definita  da  coordinate  cartesiana, 
e  discussa  col  metodo  della  trasformazione  delle  coordinale, 
cimtro  a  distanza  finita,  riduzione  dell*  equazione  al  minimo 
di  termini,  diametri  cpnjugati,  assi  principali  dell*  elisse  e 
dell'  iperbole,  involuzione  dei  diametri  conjugati,  equazione 
in  funzione  dei  semidiametri,  centro  all'  infinito,  riduzione 
dell*  equazioi  e  al  minimo  di  termini,  assi  conjugati  e  loro 
involuzione,  nozione  di  polare  e  polo  applicata   ai   diametri 

—  diametri  e  corde  supplemuntan  nelT  elisse  e  nell'  iperbole, 
diametri  conjugati  eguali  —  equazioni  di  diametri  conjugati, 
e  relativa  equazione  d'  involuzione,  somma  dei  quadrati  di 
due  diametri  conjugati  dell*  elisse,  differenza  dei  quadrati  di 
due  diametri  conjugati  dell*  iperbole,  equazione  dell*  iperbole 
agii  assintoti,  losanga  delle  coordinate  del  vertice,  costanza 
dell'  area  del  parallelogrammo  delle  coordinate,  etc,  —  equa- 
zione delle  tre  curve  elisse,  iperbole,  parabola  riferita  al 
vertice  —  fuochi  delle  stesse  —  La  quadrica  dello  spazio 
definita  da  coordinate  cartesiane  e  discussa  col  metodo  della 
trasformazione    delle   coordinate,   centro,    centri,    casi  del 


Digitized  by  VjOOQ  IC 


—  638  — 

cono,  del  cilindro,  della  coppia  di  piani,  piani  diametrali 
conjagati  e  dia^netri,  piani  e  diametri  principali  —  elissoìde. 
iperboloide  a  una,  a  due  falde,  cono  assintoto,  paraboloicle 
elittico,  iperbolico,  etc.  —  nozioni  di  polare  e  polo  applicate 
ai  piani  diametrali,  involuziono,  etc.  —  piano  diametrale 
conjagato  con  una  data  direzione,  coppie  di  piani  diametrali 
conjugati,  piano  diametrale  normale  alla  direzione  colla  quale 
è  conjagato  —  quadrica  di  rivoluzione  —  quadriche  simili, 
costanza  deir  aggregato  dei  quadrali  di  tre  diametri  coDJa- 
gali  e  dei  volume  del  loro  parallelepipedo,  della  somma  dei 
quadrati  delle  proiezioni  sopra  una  retta,  sopra  di  un  piano 
—  elissoide  generata  da  un  punto  determinato  dì  una  retta 
mobile  triedro  ortogonale  inviluppante  una  quadrica  — 
circoli,  rette  sulla  quadrica  —  coniche  focali  della  stessa  po^.  540 
§  Xll.  Esercizi i  e  proposizioip  varie «  602 
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